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VOREEDE  DES  VERFASSERS 


DER  ITALIENISCHEN  ORIGINALAUSGABE. 


„Gerade  bei  einem  Buch,  wie  demjenigen,  weiches  ich 
hiermit  dem  mathematischen  Publikum  vorlege,  scheint  es  not- 
wendig zu  sein,  vor  allen  Dingen  über  die  Absicht,  in  welcher 
es  geschrieben  ist,  Aufklärung  zu  geben,  damit  Mißverständnisse 
unter  allen  Umständen  ausgeschlossen  sind.“ 


I „Das  Buch  hat  den  Zweck,  auf  einem  möglichst  kleinen 

{ Raum  die  wichtigsten  Theorien  der  neueren  Mathematik  zu  ver- 
I einigen,  von  jeder  Theorie  nur  so  viel  zu  bringen,  als  nötig 
I ist,  damit  der  Leser  sich  in  ihr  orientieren  könne,  und  auf  die 
[ Bücher  zu  verweisen,  in  weichen  er  Ausführlicheres  finden  kann.“ 


„Es  soll  für  den  Studierenden,  welcher  während  seiner 
üniversitätszeit  sich  mit  verschiedenen  Zweigen  der  Mathe- 
matik beschäftigt  hat,  ein  ^Vademecum’,  ein  Taschenbuch  sein, 


I in  welchem  er,  kurz  zusammengefaßt,  alle  jene  mathematischen 
! Begriffe  und  Resultate  wiederfindet,  die  er  während  seiner 
/ Studien  sich  nach  und  nach  angeeignet  hat  oder  doch  hätte 
aneignen  sollen.  Man  würde  sich  daher  irren,  wenn  man  der 
i Ansicht  wäre , ich  hätte  eine  Enzyklopädie  der  Mathematik 
; schreiben  woUen;  für  eine  solche  Arbeit  würden  weder  meine 
'[  Kräfte  ausgereicht  haben,  noch  hätte  der  verhältnismäßig  ge- 
; ringe  Umfang  dieses  Buches  genügt.  Ich  habe  weiter  nichts 
als  ein  bescheidenes  JEtepertorium  abfässen  wollen,  welches,  wie 
ich  glaube,  den  Studierenden  der  Mathematik  Dienste  zu  leisten 
imstande  ist.“ 

I „Das  Buch  kann  den  jungen  Mathematikern  auch  insofern 

j von  großem  Nutzen  sein,  als  es  ihnen  die  Möglichkeit  bietet, 
ihre  Kenntnisse  mit  verhältnismäßig  geringer  Mühe  auch  auf 
andere  Gebiete  der  Mathematik  auszudehnen,  wenn  sie,  wie  es  so 
oft  vorkommt,  das  große  Unrecht  begehen,  sich  zu  ausschließ- 
lich in  Einzelheiten  einzulassen,  d.  h.  sich  mit  zu  großer  Ab- 
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Schließung  einem  speziellen  Teil  der  "Wissenschaft  zu  widmen 
und  alle  übrigen  Teile  darüber  zu  vernachlässigen.“ 

„Dieses  Kultivieren  einzelner  Teile  ist  allmählich  als  not- 
wendige Folge  der  ungeheuren  Entwicklung  eingetreten,  welche 
in  diesem  Jahrhundert  die  verschiedenen  Zweige  der  Wissen- 
schaft erlebt  haben.  Aber  auch  in  der  Spezialisierung  ist  Maß- 
halten vonnöten,  und  ich  habe  immer  geglaubt,  daß  es  nicht 
schön  ist,  wenn  man  sieht,  wie  Mathematiker,  man  könnte  sagen 
absichtlich,  die  eigene  Ausbildung  auf  ein  eng  begrenztes  Gebiet 
beschränken  und  sich  für  berechtigt  halten,  den  benachbarten 
Gebieten  keinen  einzigen  Blick  zu  schenken.  Am  wenigsten 
schön  aber  ist  es,  wenn  junge  Leute  zu  früh  sich  solchen  Nei- 
gungen hingeben.“ 

„Ich  bin  der  Meinung,  daß  man  mit  allen  Klüften  eine 
so  gefährliche  Tendenz  bekämpfen  sollte.  Eine  geistige  Diät, 
welche  mit  einer  einzigen  Speise  beginnt  und  endet,  kann  nie- 
mandem zum  Vorteil  gereichen  und  nur  große  Übel  zur  Folge 
haben.  Denn,  wie  Gladstone  sehr  richtig  in  einer  Eede  sagte, 
die  er  im  Jahr  1879  an  die  Studenten  der  Universität  Glasgow 
richtete,  bei  solcher  Exklusivität  beraubt  man  sich  des  Vorzugs 
des  Seitenlichts,  welches  die  Reiche  der  Wissenschaft  gegenseitig 
aufeinander  werfen,  und  man  wird  dazu  neigen,  den  Wert  und 
den  Einfluß  des  eigenen  beschränkten  Verdienstes  zu  überschätzen. 
Wenn  dieses  Urteil  nun  für  die  Verhältnisse  berechtigt  ist, 
welche  zwischen  den  verschiedenen  Wissenschaften  bestehen,  um 
wieviel  mehr  wird  es  nicht  für  die  verschiedenen  Abteilungen 
und  Unterabteilungen  einer  und  derselben  Wissenschaft  gelten? 
Und  muß  es  nicht  noch  viel  mehr  gerade  bei  den  mathe- 
matischen Wissenschaften  anerkannt  werden,  deren  neueste  Fort- 
schiitte  immer  deutlicher  gezeigt  haben,  wie  gebrechlich  die 
Schranken  sind , welche  die  verschiedenen  Teüe  zu  trennen 
schienen?“ 

„Die  Anordnung  des  Stoffes  ist  bei  jeder  Theorie  fast  immer 
dieselbe;  zuerst  werden  die  Definitionen  und  Grundbegriffe  der 
Theorie  gegeben,  alsdann  die  Theoreme  und  Formeln  ohne  Be- 
weis aufgestellt,  welche  die  Verbindung  zwischen  den  durch  die 
vorhergehenden  Definitionen  eingeführten  Dingen  oder  Größen 
bilden,  und  schließlich  ein  kurzer  Hinweis  auf  die  Literatur 
über  die  betreffende  Theorie  gebracht.“ 

JDa  es  nickt  möglich  war,  alles  zu  bringen,  habe  ich 
mich  sehr  oft  auf  das  Wichtigste  beschränken  müssen,  und  die 
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Schwierigkeiten,  bei  der  A.uswahl  des  Stoffes  den  richtigen 
Prinzipien  zu  folgen,  sind  nicht  geringe  und  nicht  wenige  ge- 
wesen; ich  glaube  auch  nicht,  daß  es  mir  immer  gelungen  ist, 
sie  auf  die  beste  Art  zu  überwinden;  jedenfalls  bitte  ich  den 
Leser,  bei  der  Beurteilung  aller  Einzelheiten  dieses  bescheidenen 
Buches  die  größte  ihm  mögliche  Nachsicht  zu  üben.“ 

„Man  glaube  nicht,  daß  ich  alle  Literaturangaben  gemacht 
hätte,  die  zu  machen  möglich  waren;  das  wäre  übertrieben 
und  nutzlos  gewesen;  es  war,  wie  mir  scheint,  nur  geboten,  die 
wichtigsten  Aj-beiten,  die  einen  bestimmten  Gegenstand  betreffen, 
hervorzuheben,  d.  h.  diejenigen,  welche  den  größten  Eindruck 
hinterlassen  haben  und  als  die  Grundlagen  der  übrigen  zu. be- 
trachten sind;  denn  wollte  man  sich  von  der  Sucht,  möglichst 
viel  zu  zitieren,  beherrschen  lassen,  so  würde  dem  Leser  schließ- 
lich die  natürlichste  und  einfachste  Orientierung  verloren  gehen.“ 

„Bei  der  allgemeinen  Anordnung  der  verschiedenen  Teile 
war  ich  manchmal  gezwungen,  um  eine  gewisse  Symmetrie  ein- 
halten  zu  können,  von  der  logischen  Aufeinanderfolge  abzu- 
weichen und  Theorien  vorauszuschicken,  zu  deren  Beweis  (aber 
wohlverstanden  nicht  zum  Verständnis  der  Resultate)  Begriffe 
nötig  sind,  die  erst  später  gebrachten  Theorien  angehören.  Bei 
dem  Charakter  des  Buches  scheint  mir  dies  kein  Mißstand 
zu  sein.“ 

„Der  Verfasser  hofft,  daß  die  mühsame  Arbeit  bei  der  Her- 
stellung des  Buches  nützlich  und  nicht  umsonst  gewesen  sei, 
und  daß  der  nachsichtige  Leser  berücksichtigen  werde,  daß 
dieses  Werk,  in  welchem  die  sämtlichen  so  verschiedenartigen 
Teile  der  reinen  Mathematik  behandelt  werden,  nicht  das 
Resultat  des  Zusammenwirkens  vieler  Verschiedener, 
sondern  die  Arbeit  eines  einzigen  ist.“ 


ERNST  PASCAL. 


VORWOBT  ZUR  ZWEITEN  AUFLAGE. 


In  der  oben  wiedergegebenen  Vorrede  hatte  der  Verfasser  als 
Zweck  des  Buches  bezeichnet,  „auf  einem  möglichst  kleinen  Raum  die 
wichtigsten  Theorien  der  neueren  Mathematik  zu  vereinigen,  von 
jeder  Theorie  nur  so  viel  zu  bringen,  als  nötig  ist,  damit  der  Leser 
sich  in  ihr  orientieren  könne  und  auf  die  Bücher  zu  verweisen,  in 
welchen  er  Ausführlicheres  finden  kann“.  Diesem  Zweck  ist  das 
Buch,  dank  dem  bewundernswerten  Fleiß  und  der  großen  Vielseitig- 
keijt  des  Verfassers,  unstreitig  in  hohem  Maß  gerecht  geworden, 
und  es  hat  die  Beliebtheit,  die  es  namentlich  in  den  Kreisen  der 
Studierenden  genoß,  wohl  verdient.  Trotzdem  haben  die  Heraus- 
geber der  zweiten  deutschen  Auflage  geglaubt,  die  Ziele  des 
Buches  erheblich  höher  und  weiter  stecken  zu  sollen.  Sie  sind 
dabei  von  der  Erwägung  ausgegangen,  daß  gerade  in  der  Mathe- 
matik eine  enzyklopädische  Häufung  von  Einzelkenntnissen  ohne 
inneren  Zusammenhang  weniger  als  irgendwo  am  Platze  ist,  daß 
vielmehr  der  angehende  Mathematiker  darauf  Wert  legen  muß, 
einen  systematischen,  auf  wirJclichem  Verständnis  beruhenden  Über  - 
blich  über  das  Gesamtgebiet  der  Wissenschaft  zu  gewinnen.  Ist 
hiermit  die  Hauptaufgabe  gekennzeichnet,  die  das  Repertorium 
in  seiner  jetzigen  Gestalt  zu  erfüllen  sucht,  so  möchte  es  daneben 
auch  dem  wissenschaftlich  arbeitenden  Mathematiker  in  knappen 
Umrissen  ein  Bild  von  dem  heutigen  Stand  der  Forschung  geben 
und  so  dazu  beitragen,  die  einzelnen  Gebiete  der  Wissenschaft  in 
lebendige  Wechselbeziehung  zu  bringen.  Diese  veränderte  Tendenz 
des  Werkes  machte  eine  völlige  Umgestaltung  der  Form  und  des 
Inhalts  notwendig,  über  welche  in  der  Vorrede  des  zweiten  Bandes 
eingehender  berichtet  ist.  Daß  sich  dabei  der  Umfang  des  Buches 
sehr  stark  vermehrt  hat,  ließ  sich  im  Interesse  einer  gleichmäßigen 
Behandlung  der  einzelnen  Teile  und  bei  Beiücksichtigung  der  wich- 
tigen Fortschritte  des  letzten  Jahrzehnts  nicht  umgehen.  Die  Kapitel 
über  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  mathematische  Instrumente 
werden  ausgeschieden.  Sie  sollen  in  einem  in  Aussicht  genommenen 
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Repertorium  der  angewandten  Mathematik  Platz  finden.  Eiiie 
breitere  Ausgestaltung  haben  die  algebraisch-gruppentheoretischen 
Kapitel  erhalten.  Sie  haben  den  Charakter  von  eingehenderen 
Referaten,  die  zur  Orientierung  auf  einem  Feld  lebhafter  mathe- 
matischer Tätigkeit  vielfach  willkommen  sein  werden.  Besondere 
Sorgfalt  wurde  auf  zweckmäßige  Auswahl  und  Zuverlässigkeit  der 
Literaturangaben  verwendet.  Sie  sollen  einen  Überblick  über  den 
Entwicklungsgang  der  Wissenschaft  gewähren  und  sind  in  solcher 
Vollständigkeit  gegeben,  daß  man  von  ihnen  aus  leicht  den  Zugang 
zu  der  weiteren  Literatur  finden  kann. 

Stellt  so  das  Buch  in  seiner  jetzigen  Gestalt  ein  ganz  neue» 
Werk  vor,  so  haben  die  Herausgeber  doch  gern  an  die  Spitze  des 
Titels  den  Namen  des  verdienstvollen  Verfassers  der  ersten  Auf- 
lage gestellt.  Er  hat  die  Güte  gehabt,  zu  der  vorliegenden  Auf- 
lage ein  neues  Kapitel  über  Differentialformen  und  totale  Diffe- 
rentialgleichungen beizutragen. 

Allen  Herren,  die  durch  ihre  mühevolle  Mitarbeit  die  Heraus- 
gabe des  Werkes  nach  dem  hier  dargelegten  Plan  ermöglicht 
haben,  sei  auch  an  dieser  Stelle  herzlichster  Dank  ausgesprochen. 
Ganz  besonders  gilt  dies  Herrn  A.  Loewj  in  Freiburg,  der  von 
Anfang  an  sein  lebhaftes  Interesse  an  dem  Buch  gezeigt  hat.  Er 
hat  fast  sämtliche  Druckbogen  des  ersten  Bandes  durchgesehen, 
und  wir  verdanken  ihm  viele  wertvolle  Anregungen  und  Zusätze. 

Der  Verlagsbuchhandlung  sind  wir  für  die  sorgfältige  Aus- 
stattung des  Buches  und  für  das  Entgegenkommen,  das.  sie  uns 
in  gewohnter  liebenswürdiger  Weise  bei  der  Drucklegung  gezeigt 
hat,  zu  großem  Dank  verpflichtet. 

Strassbürg  i.  E.,  Ostern  1910. 


PAUL  EPSTEIN. 
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Kapitel  1. 

Arithmetik;  Mengenlehre,  GrrnhdhegriiFe  der 
Fnnktionenlehre. 

Von  Hans  Hahn  in  Wien. 


§ 1.  Grrößensysteme.  Natürliche  und  rationale  Zahlen. 

Unter  einem  Größensystem  versteht  man,  nach  der  Defi- 
nition von  H.  Grassmann  {Lehrbuch  der  Arithmetik^  Berlin  1861, 
Werke  2,  1.  Teil,  298),  ein  System  von  Dingen,  von  denen 
zwei  beliebige  {a  und  6)  auf  Grund  irgendeiner  Regel  ent- 
weder als  einander  gleich  {a  = b oder  b — d)  oder  als  ungleich 
{a  =^b  oder  ft  =f=  a)  erklärt  sind,  vorausgesetzt,  daß  die  Er- 
klärung der  Gleichheit  den  folgenden  Bedingungen-  genügt: 
1.  Die  Relationen  a — h und  a b schließen  sich  gegenseitig 
aus;  2.  jede  Größe  ist  sich  selbst  gleich  {a  — d)\  3.  wenn  zwei 
Größen  derselben  dritten  Größe  gleich  sind,  so  sind  sie  unter- 
einander gleich  (neben  a ==b^  a ==  c ist  auch  b ==  c). 

Ein  Größensystem  heißt  geordnet,  wenn  von  irgend  zwei  un- 
gleichen Dingen  desselben  {a  und  b)  auf  Grund  irgendeiner  Regel 
das  eine  (etwa  d)  als  das  größere,  das  andere  als  das  kleinere 
erklärt  ist  {a^b  oder  b < a),  vorausgesetzt,  daß  die  Erklärung 
den  folgenden  Bedingungen  genügt:  1.  Die  Relationen  a'^b 
und  a<^b  schließen  sich  gegenseitig  aus;  2.  aus  a ^b  imd 
a = a,  b — b'  folgt  d > 3.  aus  a'^b  und  b ^ c folgt 

c. 

Unter  einer  Verknüjpfimg  (Operation)  in  unserem  Größen- 
systeme verstehen  wir  ii’gendeine  Regel,  die  zwei  Dingen 
{a  und  &)  des  Systemes  ein  drittes  (sowie  jedes  diesem  dritten 
Dinge  gleiche  Ding  des  Systemes)  zuordnet,  sei  es,  daß  a 
und  b noch  gewissen  Beschränkungen  unterliegen , sei  es,  daß 
sie  in  unserem  Größensysteme  beliebig  gewählt  werden  können 
(im  letzteren  Falle  sagt  man,  die  Verknüpfung  sei  im  be- 
trachteten Größensysteme  allgemein  ausführbar).  Das  Resultat 
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der  Verknüpfung  von  a mit  J)  werde  bezeichnet  durch  a o b; 
soll  dieses  Verknüpfungsresultat  selbst  wieder  mit  einer  Größe 
verknüpft  werden,  so  setzt  man  es  in  Klammern:  (a  o b).  Von 
den  Verknüpfungen  ist  stets  vorauszusetzen,  daß  aus  a — a 
und  b = b'  folgt:  a o b = a o b\ 

Eine  Verknüpfung  heißt  assoziativ,  wenn 

(1)  (a  o ö)  o c = a o (5  o c), 
sie  heißt  Icommutotiv,  wenn 

(2)  a o b = b o a. 

Ist  die  betrachtete  Verknüpfung  assoziativ,  so  bleibt  der 
Ausdruck  { [(a^  o «2)  ® ° ° rändert,  wenn  man  ' 

in  ihm  die  einzelnen  Größen  statt  in  der  angegebenen  Weise  in  I 
beliebiger  anderer  Weise  durch  Klammern  zusammenfaßt.  Man  / 
kann  diesen  Ausdruck  also  auch  mit  Hinweglassung  aller 
Klammern  in  der  Form  schreiben:  o «2  o «3  • • • o 

Ist  die  betrachtete  Verknüpfung  assoziativ  und  kommutativ,  \ 
so  ändert  der  Ausdruck  a^o  a<^  o a^  ' • • o a^^  seinen  Wert  nicht, 
wenn  man  in  ihm  die  Beihenfolge  der  einzelnen  Glieder  beliebig 
abändert. 

Sei  in  unserem  Größensysteme  noch  eine  zweite  Ver- 
knüpfung definiert,  die  mit  @ bezeichnet  werde;  sie  heißt  distri- 
butiv zur  ersten  Verknüpfung,  wenn 

(3)  a®  (b  o e)  = {a®b)o  (a  ® c)  und  (ö  o c)  © a = (h  @ a)  o (c © a). 

Ist  die  Verknüpfung  © kommutativ,  so  reduzieren  sich  diese  r 
beiden  Gleichungen  auf  eine.  ' 

Wir  setzen  von  nun  an  voraus,  die  durch  o bezeichnete 
Operation  sei  allgemein  ausführbar,  assoziativ  und  kommutativ.  ' 
Sind  a und  b zwei  Größen  des  Systemes,  so  mrd  die  Auf- 
suchung einer  der  Gleichung  b o x ==  a genügenden  Größe  als 
die  zu  unserer  Verknüpfung  inverse  Verknüpfung  bezeichnet 
(oder  auch  als  lytische  Operation;  im  Gegensatz  hierzu  heißt  die 
zuerst  definierte  Verknüpfung  auch  thetische  Operation).  Wir 
drücken  die  inverse  Verknüpfung  aus  durch  a^b.  Gibt  es  ' 
eine  der  genannten  Gleichung  genügende  Größe  x,  so  heißt  die 
lytische  Operation  a v & ausführbar,  sind  alle  dieser  Gleichung 
genügenden  Größen  einander  gleich,  so  heißt  sie  eindeutig  aus- 
führbar (ist  die  thetische  Operation  nicht  kommutativ,  so  hat 
maü  zwei  lytische  Operationen  zu  unterscheiden,  eine  vordere 
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und  eine  hintere,  je  nachdem  es  sich  um  Auflösung  der  Gleichung 
X o h ^ a oder  b o x = a handelt). 

Ist  imser  Größensystem  ein  geordnetes  mtd  genügt  die 
ihetische  Operation  der  Bedingung: 

(4)  Aus  d'>  d'  folgt  co  d'^  c o d\ 

so  ist  die  lytische  Operation  a^h  immer,  ivenn  sie  ausführbar 
ist,  auch  eindeutig. 

Ist  in  unserem  Größensysteme  die  zur  betrachteten  Operation 
inverse  zwar  nicht  allgemein  ausführbar,  aber  immer,  wenn  sie 
ausführbar  ist,  eindeutig,  so  läßt  sich  das  Größensystem  durch 
Hinzufügung  neuer  Größen  so  erweitern  und  auch  die  befrachtete 
Operation  auf  das  neue  Größensystem  so  erweitern,  daß  sie  asso- 
ziativ  und  kommutativ  bleibt,  die  zu  ihr  inverse  Operation  aber 
aUgemein  eindeutig  ausführbar  wird.  War  das  ursprüngliche 
System  geordnet  und  genügte  unsere  Operation  der  Bedingung  (4), 
so  läßt  sich  diese  Ordnung  auch  auf  das  neue  System  erweitern, 
md  zwar  so^  daß  auch  die  erweiterte  Operation  der  Bedingung  (4) 
genügt. 

Diese  Erweiterung  geschieht  in  folgender  Weise.  Man 
fügt  den  Größen  des  ursprünglichen  Systemes  als  neue  Dinge 
die  Paare  {a,  b)  solcher  Größen  hinzu  und  definiert  die  Gleich- 
heit durch  die  Festsetzungen:  1.  Das  Paar  (a,  b)  sei  gleich 
dem  Paare  (a',  fe'),  wenn  aob'—dob\  2.  das  Paar  (a,  b) 
sei  gleich  der  Größe  c des  ursprünglichen  Systemes,  wenn  a u & 
im  ursprünglichen  Systeme  ausführbar  ist  und  c ergibt.  Dann 
ist  die  beliebige  Größe  c des  ursprünglichen  Systemes  gleich 
dem  Paare  (a  o c,  a),  so  daß  wir  alle  folgenden  Beziehungen 
nur  für  Größenpaare  festzusetzen  brauchen. 

Die  Erweiterung  unserer  Operation  wird  definiert  durch: 

(a,  b)  o (a\  b')  — (a  o a',  b o b'). 

Dann  wird: 

(a,  6)  u {a\  b')  = (a  o b\  d ob)\ 
insbesondere  wird: 

a<j  d = (a,  a ).' 

Die  Erweiterung  der  Ordnung  geschieht  durch  die  Festsetzung: 

(a,  b)  > (a\  b')  wenn  a o b'  '^b  o d. 

Im  erweiterten  Systeme  gibt  es  eine  und  nur  eine  Größe, 
die  mit  einer  beliebigen  Größe  dieses  Systemes  verknüpft  dieselbe 
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imgeändert  läßt;  sie  heißt  indifferente  Größe  (oder  Modul)  und 
ist  gleich  dem  Paare  (a,  a),  oder  was  dasselbe  ist,  dem  Aus- 
drucJc  a^a,  wo  a eine  beliebige  Größe  des  ursprü/nglichen  Sysiemes 
ist  Die  indifferente  Größe  kann  auch  schon  im  ursprünglichen 
Systeme  enthalten  sein. 

Dasjenige  Größensystem,  auf  welchem  sich  die  Arithmetik 
auf  baut,  ist  das  System  der  natürlichen  (ganzen  positiven) 
Zahlen.  Mit  einer  Analyse  des  Begriffes  der  natürlichen  Zahl 
haben  sich  viele  Autoren  beschäftigt.  Wir  nennen  die  wich- 
tigsten dieser  Schriften:  E.  Schröder  f Lehrbuch  der  Arithmetik 
und  Algebra,  Leipzig  1873,  H.  v.  Helmholtz,  Zählen  und  Messen, 
Wissensch.  Abh.  3,  356,  L.  Kronecker,  Über  den  Zahlbegriff, 
Journ.  f.  Math.  101,  337  (diese  beiden  Abhandlungen  sind 
zuerst  erschienen  in:  Philosophische  Aufsätze,  E.  Zeller  zu  seinem 
50jährigen  JDoktorjubUäum  gewidmet,  Leipzig  1887).  R.  Dede^ 
kind,  Was  sind  u/nd  was  sollen  die  Zählen?  Braunschweig  1888, 
G.  Pean 0 , Arithmetices prindpia  nova  methodo  exposita,  Turin  1889, 
Sul  concetto  di  numero,  Bev.  de  math.  1,  87,  Formulair e de 
math.  3,  § 2 (Turin  1898),  3,  39  (1901),  4,  53  (1903); 
siehe  auch  Genocchi-Peano,  Differentialrechnung  wnd  Grund- 
züge der  Integralrechnung  (deutsch  von  Bohlmann  u.  Schepp), 
336,  Leipzig  1899,  G.  Erege,  Grundgesetze  der  Arithmetik, 
Jena  1893  u.  1903,  D.  Hilbert,  Über  die  Grwndlagen  der 
Logik  und  der  Arithmetik,  Yerh.  d.  3.  intern.  Math.-Kongr.  1904, 
174,  B.  Russell,  The principles of  mathematics  1,  Cambridge  1903, 
L.  Couturat,  Les  prindpes  des  mathematiques,  Paris  1905  und 
Bev.  d.  metaph.  et  d.  mor.  12,  19,  211  (1904),  H.  Weber, 
Elementare  Mengenlehre,  Math.-Yer.  15,  173  (1906)  (abgedr. 
in  H.  Weber  und  J.  Wellstein,  Enzykl.  d.  Eiern. -Math., 
Leipzig  (1907),  3,  645;  vgl.  auch  P.  Stäckel,  Math.-Yer. 
16,  425). 

Im  Gebiete  der  natürlichen  Zahlen  gilt  der  Satz  von  der 
vollständigen  Induktion:  Es  sei  dne  Aussage,  in  der  dne  im- 
bestimmte natürliche  Zähl  n vorkommt,  als  richtig  erkannt  für 
n — 1,  wnd  aus  der  Annahme  ihrer  Bichtigkeit  für  dne  be- 
stimmte Zähl  n folge  ihre  Bichtigkeit  für  die  nächstgrößere  Zähl 
n -\-  1;  dann  ist  die  Aussage  richtig  für  olle  natürlichen  Zahlen. 

Die  Addition  und  die  Multiplikation  der  natürlichen  Zahlen 
sind  unbeschränkt  ausführbar,  assoziativ  und  kommutativ,  und 
genügen  der  Bedingung  (4).  Die  Multiplikation  ist  in  Ver- 
bindung mit  der  Addition  distributiv.  Die  umgekehrten  Opera- 
tionen. Subtraktion  und  Division,  sind  im  Gebiete  der  natür- 
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( liehen  Zahlen  nicht  unbeschränkt  ausführbar,  soweit  sie  aber 
? ausführbar  sind,  eindeutig. 

' Wir  machen  zunächst  die  Division  allgemein  ausführbar, 

j indem  wir,  nach  der  obigen  Theorie,  das  System  der  natürlichen 
Zahlen  erweitern  durch  Hinzufügung  der  Paare  natürlicher 
Zahlen,  die  nichts  anderes  sind  als  die  (positiven  oder  absoluten) 
Brüche  (oder  positiven  rationalen  Zahlen).  Für  ihre  Multipli- 
kation und  Division  ergibt  diese  Theorie  die  Eegeln: 

a a aa  a a ab' 

Es  läßt  sich  nun  auch  die  Addition  auf  unser  neues  Zahlen- 
system so  erweitern,  daß  sie  assoziativ  und  kommutativ  bleibt 
und  in  Verbindung  mit  ihr  die  Multiplikation  distributiv  ist. 
Es  geschieht  durch  die  Formel: 

a a' ah'  ah 

y i-y  — , 

und  zwar  läßt  sich  zeigen,  daß  dies  die  einzig  mögliche  Er- 
weiterung der  Addition  ist,  der  die  genannten  Eigenschaften 
zukommen.  Sie  genügt  auch  der  Bedingung  (4) ; die  Subtraktion 
ist  nicht  allgemein  ausführbar,  aber  wenn  ausföhrbar,  eindeutig, 
j Um  die  Subtraktion  allgemein  ausführbar  zu  machen,  fügen 

Iwir  wieder  zu  den  bisherigen  Zahlen  die  aus  ihnen  gebildeten 
Paare  hinzu,  wodurch  man  zum  System  der  allgemeinen  (posi- 
tiven und  negativen)  rationalen  Zahlen  gelangt.  Unter  ihnen 
befindet  sich  die  gegenüber  der  Addition  indifferente  Größe,  die 
Null.  Addition  und  Subtraktion  wird  gleichfalls  durch  unsere 
obige  Theorie  geliefert.  Jede  der  neu  eingeführten  Zahlen  (außer 
der  Null)  läßt  sich  auf  die  Form  bringen:  0 — a,  wo  a positiv 
rational,  und  wird  dann  mit  ( — a)  bezeichnet.  Nun  läßt  sich 
wieder  die  Multiplikation  auf  das  Gesamtgebiet  der  rationalen 
Zahlen  erweitern,  so  daß  sie  assoziativ  und  kommutativ  bleibt 
j und  in  Verbindung  mit  der  Addition  distributiv  wird.  Es  ge- 
schieht dies  durch  die  Regel:  Ein  Produkt,  von  dem  wenigstens 
\ em  Faktor  Null  ist,  ist  Null,  und  durch  die  Regeln: 

^ ci)  ■ b (ah)\  (—  a)j  (—  h)  = ab. 

j Wieder  läßt  sich  zeigen,  dass  diese  Erweiterung  der  Multiplikation 
j die  einzige  ist,  der  die  genannten  Eigenschaften  zukommen. 
Doch  genügt  sie  nicht  der  Bedingung  (4).  Die  Division  ist 
eindeutig  ausführbar,  außer  wenn  der  Divisor  Null  ist.  In 
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diesem  Falle  ist  sie  unausführbar  (wenn  der  Dividend  nicht 
Null  ist)  oder  unendlich  vieldeutig  (wenn  auch  der  Dividend 
Null  ist). 

Im  Gebiete  der  rationalen  Zahlen  sind  also  Addition,  Mul- 
tiplikation, Subtraktion  u/nd  Division  wibeschränkt  wnd  eindeutig 
ausführbar,  mit  Ausnahme  der  Division  durch  NuU. 

Eine  nähere  Ausführung  der  im  obigen  skizzierten  Theorie  findet 
man  bei  0.  Stolz  und  J.  A.  Gm  ein  er,  Theoretische  Arithmetik, 
Leipzig  1900  (Teubncrs  Sammlung  4).  Ferner  L.  Couturat, 
De  Vinßni  mathematique  Iff.  (Paris  1896)  und  die  oben  genannten 
Schriften  von  G.  Peano. 


§ 2.  Irrationale  Zahlen. 

Es  sei  eine  Einteilung  der  rationalen  Zahlen  in  zwei 
Klassen  A und  B gegeben,  derart  daß: 

1.  jede  rationale  Zahl  entweder  zu  A oder  zu  B gehört, 

2.  sowohl  A als  B rationale  Zahlen  enthalten,  und 

3.  jede  in  A stehende  Zahl  kleiner  ist  als  jede  in  B 
stehende  Zahl. 

Eine  solche  Einteilung  der  rationalen  Zahlen  in  zwei 
Klassen  heißt  ein  Schnitt  im  Gebiete  der  rationalen  Zahlen. 
Wir  bezeichnen  ihn  kurz  als  den  Schnitt  {A,  B).  Sei  c eine 
rationale  Zahl;  gibt  man  eine  rationale  Zahl  a in  die  Klasse  A, 
wenn  a <ic  (oder  a ^c)  und  eine  rationale  Zahl  b in  die 
Klasse  B,  wenn  b'^c  (oder  b > c),  so  erhält  man  einen  solchen 
Schnitt;  er  heißt  erzeugt  durch  die  rationale  Zahl  c.  Es  gibt 
aber  auch  Sphnitte  im  Gebiete  der  rationalen  Zahlen,  welche 
durch  keine  rationale  Zahl  erzeugt  werden.  Von  einem  solchen 
Schnitt  sagt  man,  er  definiert  eine  irrationale  Zahl  y oder,  er 
wird  erzeugt  durch  die  irrationale  Zahl  y.  Die  Gesamtheit  aller 
rationalen  und  irrationalen  Zahlen  bildet  das  Gebiet  der  reellen 
Zahlen.  Ist  y definiert  durch  den  Schnitt  (A,  JB),  so  heißt  y 
größer  als  jede  in  A stehende  rationale  Zahl  und  kleiner  als 
jede  in  B stehende  rationale  Zahl.  Die  Zahl  y heißt  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  sie  größer  oder  kleiner  als  Null  ist. 

Zwei  durch  die  Schnitte  {A,  J5)  und  {A\  B')  definierte 
irrationale  Zahlen  y und  y heißen  gleich,  wenn  die  Klasse  rationaler 
Zahlen  A identisch  ist  mit  A\  und  ebenso  B identisch  mit  B", 
Die  Zahl  y heißt  größer  als  y',  wenn  eine  in  A stehende  rationale 
Zahl  in  JB'  vorkömmt;  y heißt  kleiner  als  /,  wenn  eine  in  B 
stehende  rationale  Zahl  in  Ä vorkommt. 
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Seien  y und  / die  die  beiden  Schnitte  (Ä,  B)  und  {A\  B') 
erzeugenden  reellen  Zahlen  und  es  mögen  mit  a,  a\  1)  die 
bezw.  in  J.,  A\  B'  stehenden  rationalen  Zahlen  bezeichnet 
werden.  Fassen  wir  alle  Zahlen  a eine,  alle  Zahlen 

h h'  in  eine  andere  Klasse  zusammen,  so  bilden  diese  beiden 
Klassen  einen  Schnitt  iin  Gebiete  der  rationalen  Zahlen.  Die 
ihn  erzeugende  reelle  Zahl  wird  als  die  Summe  y y der  beiden 
reellen  Zahlen  y und  y bezeichnet.  Sind  y und  y rational,  so 
ist  ihre  so  definierte  Summe  identisch  mit  ihrer  Summe  im 
gewöhnlichen  Sinne. 

Die  eben  definierte  Addition  der  reellen  Zahlen  ist  asso- 
ziativ und  kommutativ.  Sie  läßt  ferner  eine  eindeutige  Um- 
kehrung, die  Subtraktion,  zu,  d.  h.  sind  a und  ß reelle  Zahlen, 
so  gibt  es  eine  und  nur  eine  reelle  Zahl  ^ , so  daß  ß ^ = a 
ist;  sie  wird  bezeichnet  mit  a — ß. 

Die  Zahl  0 — a heißt  die  zu  a entgegengesetzte  reelle 
Zahl  und  wird  mit  — a bezeichnet;  sie  ist  negativ  oder  positiv, 
je  nachdem  a positiv  oder  negativ  ist.  Unter  dem  absoluten 
Betrage  (oder  Modut)  von  or,  in  Zeichen  | a | , versteht  man  die 
Zahl  cc  selbst,  oder  die  entgegengesetzte,  je  nachdem  a positiv 
oder  negativ  ist.  Für  a =j=  0 ist  daher  | a | > 0 . 

Um  die  Multiplikation  zweier  reeller  Zahlen  y und  y zu 
definieren,  setzen  wir  zunächst  y und  y als  positiv  voraus.  Faßt 
man  dann  alle  Zahlen  b -b'  in  eine  Klasse,  alle  übrigen  ratio- 
nalen Zahlen  in  eine  andere  Klasse  zusammen,  so  bilden  diese 
beiden  Klassen  einen  Schnitt;  die  ihn  erzeugende  reelle  Zahl, 
die  sicher  positiv  ist,  wird  als  das  Produkt  y • y der  beiden 
Zahlen  y und  y bezeichnet.  Um  die  Multiplikation  auch  für 
nicht  positive  Zahlen  zu  definieren,  setzt  man  fest:  Ist  wenig- 
stens einer  der  beiden  Faktoren  Null,  so  ist  auch  das  Produkt 
Null.  ^Sind  beide  Faktoren  von  Null  verschieden,  so  ist  der 
absolute  Betrag  des  Produktes  gleich  dem  Produkt  der  absoluten 
Beträge,  das  Vorzeichen  aber  das  positive  oder  das  negative, 
je  nachdem  die  beiden  Faktoren  gleiches  oder  ungleiches  Zeichen 
haben. 


Die  so  definierte  Multiplikation  der  reellen  Zahlen,  die, 
wenn  y und  y beide  rational  sind,  sich  auf  die  bekannte 
Multiplikation  der  rationalen  Zahlen  reduziert,  ist  assoziativ, 
kommutativ  und  in  Verbindung  mit  der  Addition  distributiv. 
Ist  =[=  0,  so  gibt  es  eine  und  nur  eine  reelle  Zahl  |,  so 


daß  ß ' ^ — a wird. 


Sie  wird  bezeichnet  mit  a : ß oder 


« 
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Die  Division  ist  also  stets  eindeutig  ausführbar , außer 
durch  Null. 

Sind'  irgend  zwei,  voneinander  verschiedene  reelle  Zahlen 
a und  ß gegeben,  so  gibt  es  sowohl  unendlich  viele  rationale,  als 
auch  unendlich  viele  irrationale  Zahlen,  die  der  Größe  nach 
zwischen  cc  und  ß liegen. 

Man  sagt  von  irgendwelchen  reellen  Zahlen  «g?  • • •»  öt«, . • , 
deren  Index  n alle  natürlichen  Zahlen  durchläuft:  sie  bilden  eine 
Folge  reeller  Zahlen.  Wir  bezeichnen  eine  solche  Folge  kurz 
mit  (a„). 

Die  Folge  (a„)  heißt  konvergent,  wenn  zu  jeder  positiven 
Zahl  s ein  Wert  N des  Index  n gehört,  derart,  daß  für  alle  , 
Indices  n und  die  größer  als  N sind,  die  Ungleichüjag 
besteht: 

| «n'  — ««"I  < e. 

Eine  Folge,  die  nicht  konvergent  ist,  heißt  divergent. 

Die  Zahl  a heißt  Grenze  oder  lÄmes  der  Folge  (a„),  in  Zeichen 

a — lim  a„, 

n' 


wenn  zu  jedem  positiven  £ ein  F gehört,  derart,  daß  für  jeden 
Index  w,  der  größer  als  F ist,  die  Ungleichung  besteht: 

|a-a„i<£. 

Jede  Folge,  die  eine  Zahl  zur  Grenze  hat,  ist  konvergent. 
Umgekehrt:  Jede  konvergente  Folge  hat  eine  und  nur  eine  Zahl 
zur  Grenze. 

Weiteres  über  den  Grenzbegriff  findet  sich  in  § 9. 

Sei  e eine  von  1 verschiedene  positive  ganze  Zahl.  Dann 
heißt  der  Ausdruck: 


in  dem  Cg,  . . .,  c„  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  zwischen  0 
und  e — 1 liegen  (diese  Grenzen  eingeschlossen),  ein  systematischer 
Bruch  von  der  Grundzahl  e. 

Sei  nun  q,  Cg,  . . .,  c„,  ...  eine  Folge  ganzer  Zahlen,  die 
zwischen  0 und  e — 1 liegen  (die  Grenzen  eingeschlossen).  Wii*d 
dann  die  Zahl  d^  durch  Gleichung  (l)  definiert,  so  ist  die 
Folge  (c?„)  stets  konvergent.  Bezeichnet  d die  Grenze  von  (d^), 
so  nennt  man  d die  Summe  des  unendlichen  systematischen 
Bruches: 


§ 2.  Irrationale  Zahlen. 
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Qc 


"i-  4-  + 


+ # + • 


n = l 


Jede  heliehige  reelle  Zahl  mischen  0 tmd  1 läßt  sich  in 
einen  (endlichen  oder  unendlichen)  systematischen  Bruch  von  ge- 
gebener Gru/ndzahl  e entwickeln  (dabei  bedeutet  e eine  ganze 
Zahl,  größer  als  l).  Genauer:  sei  d eine  reelle  Zahl  zwischen  0 
und  1.  Ist  dann  d rational,  so  kann  es  auf  eine  und  nur  eine 

Weise  in  die  Form  gebracht  werden  d — yto  p und  g teiler- 


fremde ganze  positive  Zahlen  sind.  Enthält  dann  g nur  solche 
Primfaktoren,  die  auch  in  e aufgehen,  so  gibt  es  einen  und 
nur  einen  endlichen  systematischen  Bruch  von  der  Grundzahl  e, 
dessen  Summe  gleich  d ist,  etwa: 


e ^ e*  ^ 


, ^ 
-r  ^ 


und  außerdem  noch  einen  und  nur  einen  unendlichen  solchen 
systematischen  Bruch  von  der  Summe  d^  nämlich: 


^•••4 


Ist  hingegen  d irrational  oder  eine  rationale  Zahl,  die  nicht  die 
genannte  spezielle  Form  hat,  so  gibt  es  einen  und  nur  einen 
unendlichen  systematischen  Bruch  von  der  Grundzahl  c,  dessen 
Summe  d ist. 

Damit  die  Summe  eines  imendlichen  systematischen  Bruches 
eine  rationale  Zahl  sei,  ist  notwendig  u/nd  hinreichend,  daß  die 
Folge  der  Koeffizienten  von  einem  bestimmten  Index  an 
periodisch  sei  (d.  h.  es  gibt  ein  N und  ein  k,  so  daß  für  n'^N 
immer  ist). 

Näheres  über  systematische  Brüche  siehe:  Stolz -Gmeiner, 
Theoretische  Arithmetik  85;  speziell  über  periodische  systematische 
Brüche:  Weber-WeUstein,  Enzykl.  d.  Elem.-Math.,  2.  Aufl. 
(1906),  1,  254.  Über  andere  Darstellungen  reeller  Zahlen 
s.  unter  „Kettenbrüche*'. 

Die  Einführung  der  irrationalen  Zahlen  durch  Schnitte  im 
Gebiete  der  rationalen  Zahlen  stammt  von  R.  Dedekind,  Stetig- 
keit und  irrationale  Zahlen Braunschweig  1872.  Sie  wurde 
seither  vielfach  wiedergegeben.  Wir  nennen  von  neueren  Bachem: 
C.  Jordan,  Cours  d’analyse,  2.  ed.,  Paris  1893,  l,''lff.. 
J.  Tannery,  Introduction  ä Ja  fheorie  des  fdnctions  d*u/ne  variable^ 
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2.  ed.,  Paris  1904,  1 ff,,  H.  Weber,  LeJirhucJi  der  Algebra,  2.  Auff, 
Braunschweig  1898,  1,  5ff.,  Weber-Wellstein,  Enzykl.  d.  Eiern.- 
Math..,  2.  Aufl.,  1,  76;  vgl.  auch  M.  Pasch,  Einleitung  in  die 
Differential-  wnd  Integralrechnung,  Leipzig  1882,  1 ff . 

Mit  Hilfe  von  Folgen  rationaler  Zahlen  wurden  die  Irra- 
tionalzahlen eingeführt  von  G.  Cantor  {Math.Ann.  5, 123  (1872), 
zuerst  publiziert  von  G.  Heine,  Journ.  f.  Math.  74,  172  (1872)) 
und  Ch.  Meray  {Bev.  des  soc.  sav.  {sc.  math.)  (2)  4,  284  (1869), 
JSoiiveau  precis  d'analyse  infinitesimale,  Paris  1872,  1 ff.).  Aus- 
führlich findet  sich  diese  Theorie  bei  Stolz -Gm  ein  er.  Theoretische 
Arithmetik  138  ff.  Siehe  auch  P.  Bachmann,  Vorl.  über  die 
Natur  der  Irrationalzahlen,  Leipzig  1892,  6 ff. 

Eine  andere  Theorie  wurde  von  K.  Weierstraß  in  seinen 
Vorlesungen  vorgetragen.  Zuerst  publiziert  von  H.  Kossak, 
Programm  des  Werderschen  Gymnasiums,  Berlin  1872.  Später 
S.  Pincherle,  Giorn.  di  mat.  18,  178  und  0.  Biermann, 
Theorie  der  analytischen  Funktionen,  Leipzig  1887,  19. 

Eine  vergleichende  Besprechung  dieser  drei  Theorien  findet 
man  bei  G.  Cantor,  Math.  Ann.  21,  564,  H.  Burkhardt, 
Vierteljahr  sehr.  Zürich  46,  179,  0.  Perron,  Math.-Ver.  16,142. 
P.  du  Bois-Reymond  hat  diese  arithmetischen  Theorien  in 
seiner  Allgemeinen  Funktionentheorie  (Tübingen  1882)  bekämpft. 
Eine  eingehende  Darstellung  der  historischen  Entwickelung  des 
Begriffes  der  irrationalen  Zahlen  gibt  A.  Pringsheim,  Enzykl. 
IA2;  vgl.  auch  die  Übersetzung  dieses  Artikels  (L  Molk)  in 
der  französischen  Ausgabe. 

Die  reellen  Zahlen  lassen  sich  geometrisch  interpretieren 
durch  die  Punkte  einer  geraden  Linie,  auf  der  ein  Nullpunkt  und 
eine  Einheitsstrecke  willkürlich  angenommen  werden  (^Zahlenlinie). 

Diese  Zuordnung  zwischen-  den  reellen  Zahlen  und  den 
Punkten  (oder  Segmenten)  einer  Geraden  ist  ein  spezieller  Fall 
der  Zuordnung  der  reellen  Zahlen  zu  den  Größen  eines  soge- 
nannten stetigen  Größensystemes.  Siehe:  R.  Bett azzi,  Teoria  delle 
grandezze.,  Pisa  1890,  Stolz-Gmeiner,  l.  c.  99,  0.  Hölder, 
Leipz.  Der.  53,  1 (1901),  E.  V.  Huntington,  Am.  Trans.  3, 
264  (1902). 

Im  Vorstehenden  wurde  gezeigt,  wie  das  System  der  reellen 
Zahlen  durch  sukzessive  Erweiterung  des  Systemes  der  natür- 
lichen Zahlen  gewonnen  wird.  Man  kann  auch  von  vornherein 
das  gesamte  Gebiet  der  reellen  Zahlen  durch  geeignete  Axiome  , 
einführen:  D.  Hilbert,  Math.-Ver.  8,  180,  und  Grundlagen 
der  Geometrie,  2.  Aufl.,  Leipzig  1903,  24. 


§ 3.  Die  gemeinen  komplexen  Zahlen. 
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§ 3.  Die  gemeinen  komplexen  Zahlen. 

Wir  erweitern  das  Größensystem  der  reellen  Zahlen  durch 
Hinzufügung  aller  Paare  reeller  Zahlen  (a^  a').  Zwei  solche 
Paare  (a,  a')  und  (&,  b')  sollen  (anders  als  es  in  § 1 geschah) 
dann  und  nur-  dann  einander  gleich  heißen,  wenn  a — b und 
a'  = b'.  Das  Paar  (a,  0)  heiße  gleich  der  reellen  Zahl  a. 

Wir  definieren  eine  Addition  der  Zahlenpaare  durch: 

(a,a')  + (b,b')=^(a  + h,a'+b'); 

diese  Addition  ist  assoziativ,  hommutativ,  und  läßt  eine  ein- 
deutige Umkehrung,  die  Subtraktion,  zu.  Die  Multiplikation 
definieren  wir  durch: 

(a,  a ) • (h,  b')  = {ab  — ab\  ab'  -f  ab); 

sie  ist  assoziativ,  kommutativ,  und  in  Verbindung  mit  der 
Addition  distributiv \ ihre  Umkehrung,  die  Division,  ist  immer 
eindeutig  ausführbar,  außer  durch  das  Zahlenpaar  (O,  0)  (das 
nach  der  oben  gegebenen  Definition  gleich  der  Zahl  0 ist). 

Ein  Produkt  kann  nur  verschwinden,  ivenn  mindestens  einer 
seiner  Faktoren  verschwindet 

Ein  Paar  (a,  a')  wird  mit  einer  reellen  Zahl  b — oder 
mit  dem  der  Zahl  b gleichen  Paare  (b,  0)  — multipliziert^  indem 
man  jede  seiner  Zahlen  mit  b multipliziert. 

Führt  man  für  das  Paar  (0,  l)  die  Bezeichnung  i ein,  so 
hat  man: 

(a,  a')  = (a,  0)  + (0,  d')  = a -f  ia'. 

Der  Ausdruck  a ia'  heißt  eine  gemeine  komplexe  Zahl;  a heißt 
ihr  reeller,  ia'  ihr  imaginärer  Teil;  i heißt  die  imaginäre  Ein- 
heit.  Eine  Zahl,  deren  reeller  Teil  Null  ist,  heißt  rein  imaginär. 

Das  Quadrat  der  imaginären  Einheit  ist  — 1;  denn: 

= (0,  1)  • (0,  1)  = (- 1,  0)  = — 1. 

Die  oben  angeführten  Sätze  über  Zahlenp^are  nehmen  nun, 
für  komplexe  Zahlen  ausgesprochen,  die  Form  an: 

Zwei  komplexe  Zahlen  sind,  dann  und  nur  dann,  einander 
gleich,  wenn  ihre  reellen  und  imaginären  Teile  für  sich  einander 
gleich  sind. 

Eine  komplexe  Zahl  ist  dann  und  nur  dann  gleich  Null, 
wenn  sowohl  ihr  reeller  als  auch  ihr  imaginärer  Teil  Null  ist. 
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(a  + ia)  + (ft  + ih')  = (a  + &)  -f  « (a  + h'); 
(a  + ia)  — (J)  + ih')  = (a  — h)  i(a  — &'); 


(a  + ia')  • (h  + ih')  = (ab  ah')  + i(ah'  a'&); 

%h-\-ah'  , .ah  — ah' 

^ • 


(a  + la)  ; (h  + ih') 


In  der  letzten  dieser  Gleichungen  ist  vorausgesetzt,  daß  h und 
h'  nicht  beide  Null  sind.  ^ 

Sei  a ia'  eine  von  Null  verschiedene  komplexe  Zahl. 
Setzt  man  q = ]/a^  + und  wird  cp  bestimmt  aus^): 


cos  cp 


sm  cp 


so  erhält  man  die  trigonometrische  Form  der  gemeinen  kom- 
plexen Zahlen:  ** 

a + ia'  — q (cos  cp  + i sin  cp) . 

Die  reelle  positive  Zahl  q heißt  der  absolute  Betrag  (ModuX) 
von  a ia  und  wird  bezeichnet  mit  I a -f  ift'  | ; der  Winkel  cp 
heißt  das  Argument  (Phase,  Amplitude)  von  u -f  ia'. 

Sind  a und  ß Komplexe  Zahlen^  so  ist: 

Der  absolute  Betrag  des  Produktes  (des  Quotienten)  zweier  kom- 
plexer Zahlen  ist  das  Produkt  (der  Quotient)  ihrer  absoluten 
Beträge.  Das  Argument  des  Produläes  (Quotienten)  ist  die 
Summe  (Differenz)  der  Argumente. 

Das  liefert  die  Moivresche  Formel  für  die  n^  Potenz  einer 
komplexen  Zahl 

(cos  cp  4-  i sin  9))]”  = q'^  (cos  nep  -f-  i sin  W9>) , 

aus  der  man  durch  Entwickelung  der  linken  Seite  und  Trennung 
des  Reellen  vom  Imaginären  Formeln  für  cos  nq)  und  sin  nq) 
erhält. 

Die  Zahl  a — ih  heißt  die  zu  a ih  konjugierte  Zahl. 
Sie  hat  denselben  absoluten  Betrag.  Die  Summe  sowie  das 
Produkt  zweier  konjugiert-komplexer  Zahlen  ist  reell,  und  zwar 
ist  ihr  Produkt  gleich  dem  Quadrat  ihres  absoluten  Betrages. 


1)  Diese  Gleichungen  bestimmen  q nur  bis  auf  Vielfache  von  2 ' 
Der  den  Ungleichungen  — <C  ^ genügende  Wert  von  q W7 
als  Hauptwert  bezeichnet. 


§ 3.  Die  gemeinen  komplexen  Zahlen. 
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Sei  + ia^  (n  = 2,  . . .)  eine  Folge  komplexer 

Zahlen.  Sie  heißt  k .vergent,  wenn  zu  jeder  positiven  Zahl  e 
ein  Wert  .N"  des  Index  n gehört,  derart,  daß  für  alle  Indices  n 
und  n",  die  größer  als  N sind,  die  Ungleichung  besteht: 

1««'  — ««"!<€. 

Eine  Folge  komplexer  Zahlen,  die  nicht  konvergent  ist,  heißt 
divergent 

Die  komplexe  Zahl  a ==  a ia'  heißt  Grenze  der  Folge  (a^), 
in  Zeichen: 

lim  ccJ^  — of, 

« = ao 

wenn  zu  jedem  positiven  « ein  N gehört,  derart,  daß  für  jeden 
Ind^ex  n^  der  größer  als  N ist,  die  Ungleichung  bestehjb: 

I “ — «»!<«■ 

Damit  die  Folge  komplexer  Zahlen  {a^^  -f-  konvergent 
sei,  ist  notwendig  wnd  hinreichend,  daß  die  beiden  Folgen  reeller 
Zahlen  (a„)  und  (a'„)  konvergent  sind. 

Damit  die  Folge  komplexer  Zahlen  (a^  -j-  ia'^  die  Zahl 
a ia'  zur  Grenze  habe,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 
die  Folge  (a^)  die  Zähl  a,  die  Folge  {a  ^ die  Zähl  ä zur 
Grenze  hat. 

Die  komplexen  Zahlen  lassen  sich  geometrisch  durch  die 
Punkte  einer  Ebene  darstellen,  indem  man,  unter  Zugrunde- 
legung eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems,  der  Zahl  a-\-iä 
den  Punkt  A mit  der  Abszisse  a und  der  Ordinate  a'  zuordnet. 
Dann  ist  der  absolute  Betrag  von  a ia  gleich  dem  Abstande 
des  Punktes  A vom  Koordinatenursprung  0,  und  das  Argument  cp 
von  a ia'  ist  gleich  dem  Winkel,  den  die  Richtung  OA  mit 
der  positiven  ic- Achse  bildet. 

Den  arithmetischen  Grundoperationen  an  komplexen  Zahlen 
entsprechen  folgende  geometrische  Konstruktionen: 

Seien  A und  Ä die  zwei  komplexen  Zahlen  a und  a ent- 
sprechenden Punkte.  Trägt  man  von  A aus  eine  der  Strecke  OA' 
gleiche  und  gleich  gerichtete  Strecke  auf,  so  erhält  man  den  da' 
Summe  cc  « entsprechenden  Pu/nkt.  Trägt  man  von  A aus 
eme  der  Strecke  OA'  gleiche,  aber  entgegengesetzt  gerichtete  Strecke 
auf,  so  erhält  man  den  der  Differenz  cc  —•  cc  entsprechenden  Punkt. 

Um  den  dem  Produkte  a • ä entsprechenden  Punkt  zu  kon- 
struieren, nehme  man  auf  der  Achse  der  reellen  Zahlen  den 
Punkt  der  Abszisse  t und  errichte  über  der  Strecke  OA'  das 
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Dreieck  OB  A'  ähnlich  zu  OAly  und  zwar  so,  daß  die  Winkel 
BOA'  und  AOl  gleichen  Sinn  haben.  Der  Punkt  B ist  der 
gesuchte. 

Um  den  dem  Quotienten  A entsprechenden  Punkt  zu  kon- 
struieren, errichte  man  über  OA  das  Dreieck  OBA  ähnlich  zum 
Dreieck  OlÄy  und  zwar  so,  daß  die  Winkel  BOA  und  ÄOl 
entgegengesetzten  Sinn  haben.  Der  Punkt  B ist  der  gesuchte. 

Die  komplexen  Zahlen  sind  in  der  Mathematik  allgemein 
anerkannt  seit  K.  P.  Gauss  (vgl.  Demonstratio  nova  theorematis  etc, 
(1799),  Werke  3,  3 u.  Theoria  residuorum  hiquadraticorum{l^ZV)y 
Werke  2,171).  Die  hier  skizzierte  Einführung  der  komplexen  Zahlen 
durch  Paare  reeller  Zahlen  rührt  von  W.  R.  Hamilton  her 
(Dublin  Transact.  17,  393  (1837),  Lectures  on  Quaternions  1853, 
Vorrede).  Die  geometrische  Deutung  der  komplexen  Zahlen 
durch  Punkte  einer  Ebene  geht  zurück  auf  0.  Wessel  (1799), 
(die  betreffende  Arbeit  wurde  neu  herausgegeben  unter  dem 
Titel;  Essai  sur  Ja  representation  analytique  de  la  direction, 
Kopenhagen  1897)  und  R.  Argand  (Essai  sur  u/ne  maniere  de 
representer  les  quantites  imagmaires,  Paris  1806).  Analog  ist  die 
Deutung  durch  die  Vektoren  einer  Ebene  in  der  Aquipollenzen- 
rechnung,  mit  der  sich  G.  Bellavitis  (seit  1833)  viel  be- 
schäftigte. Es  sei  auf  C.  A.  Laisant,  Theorie  et  applications 
des  equipollenceSy  Paris  1887,  verwiesen. 

§ 4.  Die  höheren  komplexen  Zahlen. 

Analog  wie  im  vorigen  Paragraphen  die  Zahlenpaare  be- 
trachtet wurden,  betrachten  wir  hier  die  „w-tupel“  reeller 
Zahlen  (a^,  «g?  • • •?  definieren; 

Zwei  w-tupel  reeller  Zahlen  (a^,  «g, . . .,  aj  und  (5^,  b^,  b„) 

heißen  einander  gleich,  wenn  aj,  =?*  6^,  a^  = 1)2 y . . .,  % — 

Das  t^-tupel  (%,  «g»  • •••»  gleich  Null,  wenn 

cq  = «2  = • • • = = 0 ist. 

Die  Addition  der  n-tupel  wird  definiert  durch; 

(% » 0^2  > • • • » ^n)  “f”  (^1  j ^2  J • • • > ~ (%  “1“  ^ "1”  ^2  ? * * * » “i” 

Multiplikation  eines  n-tupels  mit  einer  reellen  Zahl  b wird 
definiert  durch; 

b (a^y  »2»  • • “ (®n  • • -1  öf„)  b ==  (a^by  «20,  . . .»  <^«5). 

Führt  man  nun  für  die  speziellen  w-tupel; 

(1,  0, . . 0),  (0, 1,  0, . . 0) . . . (0,  0, . . 0,  i; 


§ 4.  Die  höheren  komplexen  Zahlen. 
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die  Bezeichnungen  Cg,  . . ein,  so  hat  man: 

(®1  ? 0^2 , ...»  + «2  ^2  • 


Ein  solcher  Ausdruck  heißt  eine  komplexe  Zahl  mit  den 
n Einheiten  Cg,  . . 

Wir  haben  also  die  Sätze: 

Zwei  komplexe  Zahlen  mit  den  n Emheitcn  Cj,  Cg»  • • 
shid  einander  gleich^  wenn  die  Koeffizienten  entsprechender  Ein- 
heiten einander  gleich  sind,. 

Eine  solche  Zahl  ist  gleich  Ntdl,  tvenn  die  Koeffizienten 
sämtlicher  Einheiten  Null  sind. 

Zwei  komplexe  Zahlen  mit  den  n Einheiten  Cj,  ßg»  • • •> 
werden  addiert,  indem  man  die  Koeffizienten  entsprechender  Ein- 
heiten addiert. 

Diese  Addition  ist  assoziativ  und  kommutativ  \ sie  läßt 
eine  eindeutige  Umkehrung,  die  Suhtraktion,  zu. 

Um  die  Multiplikation  unserer  komplexen  Zahlen  zu  defi- 
nieren, definiert  man  zuerst  die  „Einheitsprodukte“  als 

Zahlen  des  Systemes  durch  die  Formeln: 


,(2) 


(») 


wo  die  reelle  Zahlen  bedeuten;  sodann  definiert  man  das 
Produkt  der  beiden  Zahlen 


durch: 


i=l  k=l 

n n n 

^ a^e^  • ^ hf^ej:  = ^ e.ej^ . 

i = l k = l i,kz=l 


Diese  Multiplikation  ist  in  Verbindung  mit  der  Addition  distri- 
butiv. Damit  sie  assoziativ  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
daß  die  den  Gleichungen  genügen: 

n n 


iW  jC'-)  i(®)  2(>') 

%k  vm  ~ ^ Hm  iv 
» = 1 » = 1 


= 1,2,  ...,  w). 


Damit  die  Multiplikation  kommutativ  sei,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daß  = ej^e^  ist,  d.  h.  daß  ist. 

Wählt  man  aus  unserem  System  komplexer  Zahlen  n Zahlen 

(1)  *i  = «H«1  + «!t«a  H + (i  = i,s....,») 

so  aus,  daß  die  aus  den  reellen  Zahlen  gebildete  Deter- 
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minante  nicht  verschwindet,  so  läßt  sich  jede  Zahl 

+ 0^2  ^2  “I“  ” * + 

unseres  Systemes  auch  in  der  Form  schreiben: 

(2)  + ^2^2  + • • • + 

Man  sagt:  das  System  komplexer  Zahlen  (2)  mit  den 
n Einheiten  «i,  «2?  • • unserem  ursprünglichen  Systeme 

durch  die  lineare  Transformation  (1)  hcrveyr.  Umgekehrt  geht 
unser  ursprüngliches  System  aus  dem  Systeme  der  Zahlen  (2) 
durch  die  zur  Transformation  (l)  reziproke  Transformation  hervor. 

Unter  allen  komplexen  Zahlen  mit  zwei  oder  mehr  Ein- 
heiten sind  die  gemeinen  komplexen  Zahlen  und  die  daraus  durch 
lineare  Transformation  entstehenden  die  einzigen,  die  eine  asso- 
ziative, kommutative  und  in  Verbindung  mit  der  Addition  distri- 
butive Multiplikation  zulassen,  die  so  beschaffen  ist,  daß  ein 
Produkt  nu/r  dann  verschwindet,  wenn  mindestens  ein  Faktor 
verschwindet  (zuerst  bewiesen  von  K.  Weierstraß  in  seinen  Vor- 
lesungen (1863);  vgl.  E.  Kossak,  Progr.  d.  Werderschen  Gymn. 
Berlin  1872,  23 ff.,  G.  Pincherle,  Cfiorn.  di  mat.  18,  203 ff.). 

Unter  Quatcrnionen  versteht  man  nach  W.  R.  Hamilton 
{Lectures  on  Quaternions,  Dublin  1853)  komplexe  Zahlen  mit 
vier  Einheiten: 

, »0  + ^ih  “i"  V2  H" 

Die  erste  Einheit  ist  hier,  wie  bei  den  gemeinen  komplexen 
Zahlen,  der  reellen  Einheit  gleichgesetzt.  Für  die  Produkte 

der  übrigen  Einheiten  gelten  die  Formeln: 

hh  “ hh  “ h» 

hh  ~ hh  ~ 

hh  ~ hh  ~ h’ 

Die  hierdurch  definierte  Multiplikation  der  Quaternionen  ist 
assoziativ  und  in  Verbindung  mit  der  Addition  distributiv,  aber 
nicht  kommutativ.  Ein  Produkt  kann  nur  verschwinden,  wenn 
mindestens  ein  Faktor  verschwindet.  Es  gibt  zu  dieser  Multipli- 
kation zwei  Umkehrungen  {Bivisionen)  ^ eine  vordere  und  eine 
hintere;  d.  h.  bedeuten  a und  ß zwei  Quaternionen,  und  ist  a 
nicht  Null,  so  hat  jede  der  beider^  'Gleichungen:  ^ • a = ß und 
a ' ri  — ß eine  und  nur  eine  Q'cw«ternion  zur  Lösung. 

Unter  allen  komplexen  Zahlen  mit  zwei  oder  mehr  Einheiten 
gibt  es  außer  den  gemeinen  komplexen  Zahlen  und  den  Quatet'- 


§ 5.  GrundbegrifiFe  der  Mengenlehre. 
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nimm  (somie  den  daraus  durch  lineare  Transformation  ent- 
stehenden Systemen)  keine,  die  eine  assoziative  imd  in  Yerhindu/ng 
mit  der  Addition  distributive  Multiplikatim  zulassen,  die  so  be- 
schaffen ist,  daß  ein  Pt'odukt  nur  dann  verschwindet,  wenn 
wenigstens  ein  Faktor  verschwindet  (Satz  von  G.  Frobenius, 
Jmrn.  f.  Math.  84,  59  (1878)). 

Wegen  der  Anwendungen  der  Quaternionen  in  der  Vektoren- 
rechnung verweisen  wir  auf  W.  R.  Hamilton,  Elements  of 
Quaternions.  2.  ed.,  2 Bde.,  London  1899,  1901  (deutsch  von 
P.  Glan,  Leipzig  1882/84)  und  P.  G.  Tait,  An  elcmentary 
treatise  on  Quaternions,  3.  ed.,  Cambridge  1890  (deutsch  von 
G.  V.  Scherff,  Leipzig  1880). 

Die  in  diesem  und  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
skizzierten  Theorien  findet  man  ausführlich  bei  Stolz- Gm  einer, 
Theoretische  Arithmetik  277  ff.  Näheres  über  komplexe  Zahlen  sowie 
die  darauf  bezügliche  Literatur  bei  E.  Study,  Enzykl.  I A4; 
vgl.  auch  Kap.  II,  § 7. 

Man  kann  auch  komplexe  Zahlen  mit  unendlich  vielen 
Einheiten  betrachten.  Sie  kommen  zur  Verwendung  in  der 
Theorie  der  sogenannten  nicht  archimedischen  Größensysteme.  Siehe 
G.  Veronese,  Fondamenfi  di  geometria,  Padova  1891,  deutsch 
von  A.  Sch  epp,  Leipzig  1894  (vgl.  besonders  die  Anm.  auf 
S.  139  der  deutschen  Ausgabe)  und  H.  Hahn,  Über  die  nicht- 
archimedischen  Größensysteme,  Wien.  Ber.  116,  601  (1907), 
K.  Th.  Vahlen,  Math.-Ver.  16,  409  (1907). 

§ 5.  Grundbegriffe  der  Mengenlehre.  Die  Mächtigkeiten 
der  Mengen. 

Unter  einer  Menge  wird  die  Zusammenfassung  wohldefinierter 
und  unterscheidbarer  Dinge  (Elemente)  zu  einem  Ganzen  ver- 
standen. ^) 

Eine  Menge  W,  deren  sämtliche  Elemente  auch  der  Menge  M 
angehören,  heißt  Teilmenge  von  M.  Gibt  es  in  M wenigstens 
ein  Element,  das  nicht  zu  N gehört,  so  heißt  N eine  echte 
Teilmenge  von  M. 

Zwei  Mengen  M und  N heißen  von  gleicher  Mächtigkeit 
oder  äquivalent  (in  Zeichen  iüf'^W),  wenn  sich  ihre  Elemente 

1)  Gegen  diese  von  G.Cantor  herrührende  Definition  {Math.  Ann. 
46,  481,  vgl.  auch  Math.  Ann.  20,  114)  bestehen  gewisse  Bedenken, 
vgl.  J.  Mollerup,  Math.  Ann.  64,  231  und  die  am  Schlüsse  von  § 7 
angegebene  Literatur. 

Pascal  Bepertorium.  I.  2.  Anfl. 
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eineindeutig  aufeinander  beziehen  lassen.  Sind  zwei  Mengen  zu 
ein  und  derselben  dritten  Menge  äquivalent,  so  sind  sie  auch  i 
untereinander  äquivalent.  ' 

Die  Gesamtheit  aller  untereinander  äquivalenter  Mengen 
definiert  eine  bestimmte  Mächtigkeit.  Man  bezeichnet  häufig 
die  Mächtigkeit  einer  Menge  mit  dem  entsprechenden  deutschen 
Buchstaben  (z.  B.  die  Mächtigkeit  von  M mit  tn).  i 

Eine  Menge  heißt  endlich , wenn  sie  keiner  ihrer  echten  i 
Teilmengen  äquivalent  ist;  eine  Menge,  die  nicht  endlich  ist, 
heißt  unendlich  oder  transfinit. 

Jede  endliche  Menge  ist  äquivalent  einem  wnd  nur  einem  { 
Segmente  der  Reihe  der  natürlichen  Zahlen.  Dabei  ist  unter 
einem  Segmente  der  Zahlenreihe  die  Menge  aller  jener  natür- 
lichen Zahlen  verstanden,  die  eine  gewisse  natürliche  Zahl  n 
nicht  übersteigen.  Durch  diese  Zahl  n ist  die  Mächtigkeit 
unserer  Menge  vollständig  charakterisiert.  Zur  Bezeichmmg 
der  Mächtigkeiten  endlicher  Mengen  dienen  daher  die  natürlichen 
Zahlen;  in  diesem  Sinne  verwendet  heißen  die  natürlichen 
Zahlen  Kardinalzahlen. 

Ist  die  Menge  M äquivalent  mit  einer  Teilmenge  von  N 
umd  die  Menge  N äquivalent  mit  einer  Teilmenge  von  M,  so  sind 
M und  N äquivalent  (Gantors  Äquivalenzsatz;  Beweise  u.  a.  von 
F.  Bernstein  in  E.  Borei,  Legons  sur  la  theorie  des  fonctions, 
Paris  (1898),  102,  J.  König,  C.  R.  143,  110  (1906),  G.  Peano, 
Rend.  Pal.  31,  360  (1906)). 

Ist  die  Menge  M äquivalent  mit  einer  Teilmenge  von  N, 
gibt  es  aber  in  M keine  zu  N äquivalente  Teümenge,  so  heißt 
die  Mächtigkeit  von  N größer  als  die  von  Jf;  in  Zeichen:  n > TH;  i 
im  entgegengesetzten  Falle  hat  man  n <(  tn  . 

Es  ist  bisher  nicht  einwandfrei  bewiesen,  daß,  wenn  die 
beiden  Mengen  M und  N nicht  äquivalent  sind  (also  ihre  Mächtig- 
keiten tu  und  n nicht  gleich  sind),  notwendig  einer  der  beiden 
Fälle  tt  )>  in  oder  n <C  tn  eintreten  muß. 

Sei  irgendeine  (endliche  oder  unendliche)  Menge  von 
Mengen  M^.,  . . . gegeben,  von  denen  keine  zwei  ein  gemein- 

sames Element  besitzen  mögen.  Die  Menge,  welche  aus  allen 
in  diesen  Mengen  enthaltenen  Elementen  besteht,  heißt  die 
Vereinigungsmenge  dieser  Mengen.  Ihre  Mächtigkeit  heißt  die 
Summe  der  Mächtigkeiten  der  einzelnen  Mengen.  ^)  Diese  Addition 

1)  Speziell  erhält  man  also  die  Summe  m -f-  n zweier  Mächtig- 
keiten, indem  man  die  Vereinigungsmenge  einer  Menge  M der 
Mächtigkeit  m und  einer  Menge  N der  Mächtigkeit  n bildet. 


§ 6.  Die  Mächtigkeiten  der  Mengen. 
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ist  assoziativ  und  kommutativ.  Es  gilt  die  Ungleichung 

m -f  n ^ m; 

und  aus  n > n'  folgt 

nt  + n ^ m -f-  Tt'- 

Man  greife  aus  jeder  der  Mengen  . je  ein 

Element  heraus:  . . . . Die  Menge  aller  so  erhältlichen 

Elementkombinationen  . . .)  heißt  die  Verbindtmgsmenge 

dieser  Mengen.  Ihre  Mächtigkeit  heißt  das  Produkt  der  Mächtig- 
keiten der  einzelnen  Mengen.  Diese  Multiplikation  ist  assoziativ^ 
kommutativ  und  in  Verbindung  mit  der  Addition  distributiv.  Es  ist 

m • n ^ m 

und  aus  n > ti'  folgt 

nt  • tt  ^ m • n'. 

Bas  Produkt  vx  • n ist  gleich  einer  Summe  vm  Icmter  eincmder 
gleichen  Summanden  m,  wenn  diese  Summanden  eine  Menge  der 
Mächtigkeit  n bilden. 

Man  ordne  jedem  Element  der  Menge  N ein  beliebiges 
Element  der  Menge  M zu;  die  Menge  aller  so  erhältlichen 
Zuordnungen  heißt  die  Belegungsmenge  von  JSf  mit  M.  Ihre 
Mächtigkeit  wird  bezeichnet  mit  nt”.  Für  diese  Potenzierung 
gelten  die  Gesetze: 

ttt^  . n^’  = (nt  • n)^  m”  • nt^  = nt”+^  (nt”)t»  = 

Ferner  ist  nt"  ^ nt  und  aus  n > n'  folgt  nt”  ^ nt”'. 

Die  Potenz  nt”  ist  gleich  einem  Produkte  lauter  eincmder 
gleicher  Faktoren  nt , wenn  diese  Faktoren  eine  Menge  der 
Mächtigkeit  n bilden. 

Es  bestehen  für  nt  > 1,  n > 1 die  Ungleichungen: 
nt  4-  n ^ nt  • n ^ ni”. 

Ferner  ist  für  nt  > 1 stets  nt*”  > nt;  daher  karm  es  keine  größte 
Mächtigkeit  geben. 

Die  Menge  'aller  Teilmengen  einer  transfmiten  Menge  der 
Mächtigkeit  nt  hat  die  Mächtigkeit  2"*  umd  diese  Mächtigkeit 
ist  größer  als  nt. 

Eine  Menge,  deren  Elemente  sich  eineindeutig  den  natür- 
liohen  -Zahlen  züordnen  lassen,  heißt  abzahlbar.  Ihre  Mächtig- 
keit wird  bezeichnet  mit  JÄq  (oft  auch  mit  a). 

Es  ist  ==  und 

Eine  unendliche  Teilmenge  einer  abzählbaren  Menge  ist 
abzählbar. 


2* 
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Kapitel  1.  Mengenlehre. 


Jede  unendliche  Menge  enthält  eme  dbzählbare  Teilmenge 
(d.  h.:  ist  die  kleinste  transfinite  Mächtigkeit). 

Eine  imendliche  Menge  ändert  durch  Hinzufügumg  einer 
endlichen  oder  ahzählharen  Menge  ihre  Mächtigheit  nicht. 

Abzahlbare  Mengen  sind:  die  Menge  aller  (positiven  und 
negativen)  ganzen  Zahlen,  die  Menge  aller  rationalen  Zahlen, 
die  Menge  aller  algebraischen  Zahlen  (dabei  ist  als  algebraisch 
jede  Zahl  bezeichnet,  die  einer  algebraischen  Gleichung  mit 
ganzzahligen  Koeffizienten  genügt).  Jede  unendliche  Menge 
sich  nicht  überdeckender  Intervalle  einer  Geraden  (oder  sich 
nicht  überdeckender  Gebiete  einer  Ebene,  eines  n dimensionalen 
Baumes)  ist  abzahlbar. 

Man  sagt  von  einer  Menge,  sie  hat  die  Mächtigheit  des 
Kontinuums.,  wenn  sich  ihre  Elemente  eineindeutig  den  reellen 
Zahlen  zuordnen  lassen.  Auch  die  Menge  aller  reellen  Zahlenp 
die  zwischen  zwei  gegebenen  reellen  Zahlen  liegen  (oder,  was 
dasselbe  ist,  die  Menge  aller  Punkte  eines  beliebigen  Intervaües), 
hat  die  Mächtigkeit  des  Kontinuums. 

Die  Mächtigkeit  des  Kontinuums  wird  mit  c bezeichnet; 
es  ist  c > ^^0  und  es  besteht  die  Gleichung: 

c = , 

in  der  e eine  beliebige  endliche  Kardinalzahl  (^  2)  bedeutet. 

Da  hiernach  die  Menge  aller  reellen  Zahlen  größere  Mächtig- 
keit hat  als  die  aller  algebraischen  Zahlen,  folgt  die  Existenz 
nicht  algebraischer  reeller  Zahlen;  es  sind  die  sogenannten 
transzendenten  Zahlen. 

Es  ist  ==  c;  allgemein  ==  c,  wenn  c eine  endliche 
Kardinalzahl;  somit  lassen  sich  die  Pu/nMe  einer  Ebene  (eines 
Baumes  von  beliebig  viel  Dimensionen)  eineindeutig  den  Pumkten 
einer  Geraden  zuordnen.  Es  besteht  auch  die  Gleichung:  ==  c, 

die  man  auch  so  aussprechen  kann:  die  Punkte  eines  Raumes 
von  abzahlbar  unendlich  vielen  Dimensionen  lassen  sich  ein- 
eindeutig den  Punkten  einer  Geraden  zuordnen. 

§ 6.  Die  geordneten  Mengen.  Die  Ordnungstypen. 

Eine  Menge  heißt  einfach  geordnet.,  wenn  — zufolge  irgend- 
einer Festsetzung  — von  je  zweien  ihrer  Elemente  (m  und  wi') 
das  eine  (w)  als  das  vorhergehende,  das  andere  (m')  als  das 
nachfolgende  definieii;  ist  (in  Zeichen:  m-<^m'  oder  m' >- m). 
Dabei  hat  diese  Festsetzung  der  Rangordnung  der  Forderung 
zu  genügen:  wenn  m -<C  m'  und  m'  m",  so  ist  stets  auch  m m''. 


§ 6.  Die  Ordnungsfcypen, 
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Steht  ein  Element  der  einfach  geordneten  Menge  M zu 
jedem  anderen  Elemente  m dieser  Menge  in  der  Beziehung 
-<  m {m^  >-  w),  so  heißt  es  das  erste  (letzte)  Element  von  M. 
Ist  m m und  m -<  m\  so  sagt  man:  m liegt  zwischen  m 
und  m" 

Zwei  einfach  geordnete  Mengen  M und  N heißen  ähnlich 
oder  vom  gleichen  Ordnungstypus  (in  Zeichen  ilf  iV"),  wenn 
sich  ihre  Elemente  so  eineindeutig  zuordnen  lassen,  daß  die 
Rangordnung  erhalten  bleibt,  d.  h.  so,  daß,  wenn  und 
irgendzwei  Elemente  von  i)f,  und  n^  die  entsprechenden 
Elemente  von  N sind,  aus  immer  folgt  Wg . Sind 

zwei  Mengen  derselben  dritten  Menge  ähnlich,  so  sind  sie  auch 
untereinander  ähnlich. 

Die  Gesamtheit  aller  untereinander  ähnlichen  Mengen  defi- 
niert einen  bestimmten  Ordnwngstypis.  Man  bezeichnet  häufig 
den  Ordnungstypus  einer  Menge  mit  dem  entsprechenden  grie- 
chischen Buchstaben  (z.  B.  den  Ordnungstypus  von  M mit  g). 

Alle  Mengen  vom  gleichen  Ordnungstypus  g haben  die 
gleiche  Mächtigkeit,  die  kurz  die  Mächtigkeit  von  g genannt 
wird;  die  Umkehrung  gilt  nur  für  endliche  Mengen: 

Ztvei  einfach  geordnete  endliche  Mengen  von  gleicher  Mächtig- 
keit haben  auch  gleichen  Ordnungstypus. 

Zur  Bezeichnung  der  Ordnungstypen  endlicher  Mengen 
können  daher,  wie  zur  Bezeichnung  ihrer  Mächtigkeiten,  die 
natürlichen  Zahlen  verwendet  werden;  in  diesem  Sinne  ver- 
wendet heißen  sie  Ordinalzahlen. 

Man  definiert  die  Addition  der  Ordnungstypen  in  folgender 
Weise:  Seien  zwei  einfach  geordnete  Mengen  M und  Id  ohne 
gemeinsames  Element  gegeben;  ihre  Ordnungstypen  seien  g und  v. 
Wir  bilden  ihre  Vereinigungsmenge  und  machen  sie  zu  einer 
einfachen  geordneten  Menge  durch  die  Festsetzung:  die  Elemente 
von  M untereinander,  ebenso  die  von  mögen  ihre  frühere 
Rangordnung  beibehalten,  jedes  Element  von  M aber  gehe  jedem 
Element  von  N voran.  Der  Ordnungstypus  der  so  geordneten 
Vereinigungsmenge  wird  mit  g v bezeichnet.  (Ähnlich  wie 
für  die  Mächtigkeiten  in  § 5,  kann  man  auch  hier,  statt  sich 
auf  die  Definition  der  Summe  von  ?:wei  Ordnungstypen  zu  be- 
schränken, sofort  die  Summe  der  Ordnungstypen  von  Mengen 
definieren,  die  selbst  eine  einfach  geordnete  Menge  bilden.) 

Es  ist  (fl  -f-  v)  -j-  7t  = -j-  (i'  + aber  im  allgemeinen 

fl  + V =4=  V -f-  fl. 

Um  die  Multiplihation  der  Ordnungstypen  zu  definieren. 
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bildet  man  die  Verbindungsmenge  von  M und  d.  h.  die 
Menge  der  Paare  (m,  n)  und  ordnet  sie  durch  die  Festsetzung: 
(m,  w)  -<  {m\  wenn  n -<  n\  und  im  Falle  n = n\  wenn 
m -C^  m.  Der  Ordnungstypus  der  so  geordneten  Verbindungs- 
menge wird  mit  ^ • v bezeichnet. 

Es  ist  (fl  ’ v)  • 7t  — (A,  • (v  7t)  und  fi  • (v  tc)  ~ fi  ■ v -j-  (i  7t, 
aber  im  allgemeinen  fi-  v v fi  und  ((i  v)  • 7t  (i  • 7t  v • tc. 

Eine  Definition  der  Potenz  fi^  findet  man  bei  F.  Hausdorff, 
Leipz.  Ber.  58,  106  (1906),  G.  Hessenberg,  Math.-Ver.,  16, 
.130  (1907). 

Eine  Folge  %,  Wg,  . . .,  . . . von  Elementen  von  M 

heißt  eine  mifsteigende  Fundamentälreihe,  wenn 

< < ■<  • • • ; 

□ 

sie  heißt  eine  absteigende  Fundamentälreihe^  wenn 

>-  mg  > >•  > • • • • 

Ein  Element  m von  M heißt  Grenzelement  der  aufsteigenden 
Fundamentalreihe  mg,  . . .,  m^,  . . .,  wenn  1.  m'^  füi* 
jedes  n und  es  2.  in  M kein  Element  m'  gibt,  so  daß  ebenfalls 
m'  für  jedes  n,  und  außerdem  m'  -^m  ist.  Analog  wird 

ein  Grenzelement  einer  absteigenden  Fundamentalreihe  definiert. 

Der  Ordnungstypus  fi  einer  Menge  M heißt  abgeschlossen, 
wenn  jede  in  M enthaltene  Fundamentalreihe  ein  Grenzelement 
besitzt.  Er  heißt  in  sich  dicht,  wenn  jedes  Element  von  M 
Grenzelement  einer  in  M enthaltenen  Fundamentalreihe  ist.  Er 
heißt  perfekt,  wenn  er  sowohl  abgeschlossen  als  auch  in  sich 
dicht  ist.  Er  heißt  überall  dicht,  wenn  zwischen  irgend  zwei 
Elementen  von  31  stets  noch  ein  Element  von  M liegt.. 

Der  Ordnungstypus  der  Menge  der  natürlichen  Zahlen  in 
ihrer  natürlichen  Reihenfolge  (m  ^n  wenn  m < w)  wird  mit  oa 
bezeichnet;  der  Ordnungstypus  dieser  Menge  in  der  umgekehrten 
Reihenfolge  (m  ^ n wenn  m ^ n)  wird  mit  (a*  bezeichnet. 
Demnach  ist  der  Ordnungstypus  der  Menge  aller  (positiven  und 
negativen)  ganzen  Zahlen  in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge: 
0)*  -f-  o. 

Der  Ordnungstypus  der  Menge  aller  echten  rationalen 
Brüche  (O  < r < i)  in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge  (/  -C^  r" 
wenn  r < /')  wird  mit  rj  bezeichnet. 

Jede  abzählbare  3Ienge  ohne  erstes  und  letztes  Element 
von  überall  dichtem  Ordnungstgpus  hat  den  Ordnungstypus  rf. 


§ 7.  Die  wohlgeordneten  Mengen. 
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Der  Ordnungstypus  der  Menge  aller  reellen  Zahlen  von  0 
bis  1 (0  ^ ^ l)  in  ihrer  natürlichen  Eeihenfolge  wird  mit  •O’ 

bezeichnet. 

Jede  Menge  M von  perfektem  Ordnungstypus,  die  eine  ah- 
zählbare  Teilmenge  A enthält,  derart,  daß  zivisclien  irgendzwei 
Elementen  von  M stets  ein  Element  von  A liegt,  hat  den  Ordnu/ngs- 
typus  d'. 

§ 7.  Die  wohlgeordneten  Mengen. 

Eine  einfach  geordnete  Menge  heißt  wohlgeordnet , wenn 
jede  ihrer  Teilmengen  ein  erstes  Element  enthält. 

Jede  einfach  geordnete  endliche  Menge  ist  wohlgeordnet. 
Auch  die  Menge  der  natürlichen  Zahlen  in  ihrer  natürlichen 
Reihenfolge  ist  wohlgeordnet.  Jede  Teilmenge  einer  wohl- 
geordneten  Menge  ist  wohlgeordnet. 

In  einer  wohlgeordneten  Menge  gibt  es  zu  jedem  Element 
(wenn  es  nicht  das  letzte  Element  der  Menge  ist)  ein  unmittel- 
bar folgendes. 

Diejenige  Teilmenge  einer  wohlgeordneten  Menge  iüf,  die 
aus  sämtlichen  dem  Element  m vorangehenden  Elementen  von  M 
besteht,  heißt  der  Abschnitt  von  m und  wird  mit  A{m)  be- 
zeichnet. Um  gewisse  Sätze  leichter  aussprechen  zu  können, 
ordnet  man  auch  dem  ersten  Element  m^  von  M einen  (fingierten) 
Abschnitt  A (m^  zu,  der  kein  einziges  Element  enthält. 

Eine  u'ohlgeordnete  Menge  ist  keinem  ihrer  Abschnitte  ähnlich. 
Ebenso  können  zivei  verschiedene  Abschnitte  derselben  wohlgeord- 
neten Menge  einander  nicht  ähnlich  sein. 

Bildet  man  die  Menge  aller  Abschnitte  A (m)  der  wohl- 
geordneten  Menge  M (inbegriffen  den  Abschnitt  A {m^^  wnd  ordnet 
sie  durch  die  Vorschrift:  A (m)  -<  A {m),  wenn  m ^ m',  so  erhält 
man  eine  wohlgeordnete  Menge,  die  der  Menge  M ähnlich  ist. 

Zwei  beliebige  wohlgeordnete  Mengen  sind  entweder  einander 
ähnlich,  oder  es  ist  eine  von  beiden  einem  Abschnitte  der  anderen 
ähnlich. 

Die  Ordnungstypen  wohlgeordneter  Mengen  heißen  Ordinal- 
zahlen, speziell  die  der  transfiniten  wohlgeordneten  Mengen 
heißen  transfinite  Ordinalzahlen.  Um  gewisse  Sätze  leichter 
aussprechen  zu  können,  betrachtet  man  auch  die  Null  als 
Ordinalzahl,  und  zvrar  als  die  Ordinalzahl  einer  Menge,  die 
kein  einziges  Element  enthält,  wie  etwa  der  oben  eingeführte 
Abschnitt  A(m^. 
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Die  Ordinalzahlen  ^ und  v zweier  wohlgeordneter  Mengen  M 
und  N heißen  einander  gleich,  wenn  M und  N ähnlich  sind. 
Die  Ordinalzahl  (i  heißt  kleiner  als  v (in  Zeichen:  ft  < v), 
^wenn  31  einem  Abschnitt  von  N ähnlich  ist;  dementsprechend 
ist  fl  größer  als  v (in  Zeichen:  fi  >>  v),  wenn  N einem  Abschnitt 
von  Jf  ähnlich  ist.  Die  Null  ist  kleiner  als  jede  andere 
Ordinalzahl. 

Die  Gesamtheit  aller  Ordinalzahlen^  die  kleiner  sind  als  eine 
gegebene  Ordinalzahl  fi,  bildet  eine  wohlgeordnete  Menge,  deren 
Ordinalzahl  fi  ist. 

Die  Addiiion  und  Midtiplikation  der  Ordinalzahlen  ergibt 
sich  als  Spezialfall  der  im  vorigen  Paragraphen  definierten 
Addition  und  Multiplikation  der  Ordnungstypen. 

Zn  jeder  Ordinalzahl  fi  gibt  es  eine  nächstgrößere , es  i^ 
die  Ordinalzahl  fi  1.  ^ ® 

Zu  jeder  unendlichen  31enye  M von  Ordinalzahlen  fi,  die 
keine  größte  Zahl  enthält,  gibt  es  eine  nächstgrößere  Ordinalzahl 
(d.  h.  eine  Ordinalzahl,  die  größer  ist  als  alle  in  M enthaltenen 
Zahlen,  und  kleiner  als  jede  andere  Ordinalzahl,  die  ebenfalls 
größer  als  alle, Zahlen  von  M ist).  Diese  Zahl  wird  der  Limes 
der  in  31  enthaltenen  Zahlen  genannt  und  mit  lim  ft  bezeichnet; 
so  ist,  wenn  mit  7i  eine  endliche  Ordinalzahl  bezeichnet  wird: 
lim  w = 0) . 

Ist  die  Zahl  v so  beschaffen,  daß  es  unter  den  Zahlen  ft, 
die  kleiner  als  v sind,  keine  größte  gibt,  so  heißt  v eine  Grenz- 
zahl oder  Limeszahl,  und  zwar  ist 

V = lim  ft  (ft  <!  v). 

Die  Fotenzierung  der  Ordinalzahlen  wird  definiert  durch 
die  drei  Festsetzungen: 

ft®=l;  = ft»- . fi;  fi^^^  = lim  fi\ 

Jede  Ordinalzahl  kann  (und  ztvar  nur  auf  eine  einzige 
Weise)  in  der  Form  geschrieben  werden: 

fl  — (jo^'°nQ  + + • • • + 

wo  die  rechtsstehende  Summe  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Gliedern  enthält,  Vq,  Vj,  . . .,  irgendwelche  Ordinalzahlen, 
no^  ^jfc  ötber  endliche  Ordinalzahlen  bedeuten  (Canto rs 

Normalform). 

Es  gibt  Ordinalzahlen  e,  die  der  Gleichung  (»*=?=£  genügen., 
sie  heißen  s- Zahlen. 
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§ 7.  Die  wohlgeordneten  Mengen. 


Die  kleinste  translinite  Ordinalzahl  ist  oo;  es  folgen 


w -f-  1,  cö  -f  2,  . . 0)  -f  . 

(wo  n eine  endliche  Ordinalzahl).  Der  Limes  der  Zahlen  w -j-  » 
ist  G)  • 2;  *es  folgen  G)*2-l-l,ca-2-l-2,  allgemein  w • 2 -}-  w; 
auf  alle  diese  folgt  w • 3 etc.  Allgemein  erhält  man  so  Zahlen 
der  Form  cö  • m + wo  m und  n endliche  Zahlen.  Der  Limes 
aller  dieser  Zahlen  ist  indem  man  so  fortfährt,  erhält  man 
Zahlen  der  Form 


(ö”'oWq  + 4"  • * • "f" 

wo 

mo,  mj,  . . .,  % 

endliche  Zahlen  sind;  der  Limes  aller  dieser  Zahlen  ist  üo". 
Analog  erhält  man 


Der  Limes  aller  dieser  Zahlen  ist  die  erste  £ Zahl  usw. 

Jeder  transfiniten  Ordinalzahl  fi  kommt  (wie  jedem  Ordnungs- 
typus, siehe  § 6)  eine  bestimmte  Mächtigkeit  zu.  Die  Mächtig- 
keiten transfiniter  wohlgeordneter  Mengen  werden  mit  dem 
Buchstaben  (Alef)  bezeichnet,  und  die  verschiedenen  Alefs 
durch  Indices  unterschieden.  Von  zwei  gegebenen  Alefs,  die 
nicht  einander  gleich  sind,  ist  stets  das  eine  das  größere, 
das  andere  das  kleinere.  Das  kleinste  ist  (die  Mächtig- 
keit der  abzählbaren  Mengen). 

Die  Gesamtheit  aller  Ordinalzahlen,  denen  dieselbe  Mächtig- 
keit zukommt,  nennt  man  eine  Zahlklasse  und  bezeichnet  sie 
mit  Z{^^.  Unter  allen  Ordinalzahlen  von  ^(i^,,)  gibt  es  eine 
kleinste,  sie  heißt  die  Anfangszahl  von  Z(^^)  und  wird  mit 
bezeichnet.  Alle  Anfangszahlen,  mit  Ausnahme  von  ro,  sind 
£- Zahlen. 

Die  Mächtigkeiten  der  wohlgeordneten  Mengen  bilden,  wenn 
man  sie  der  Größe  nach  ordnet,  selbst  eine  wohlgeordnete  Menge; 
man  kann  daher  die  Alefs  der  Reihe  nach  bezeichnen  mit: 


^0  > ’ ^2  ’ * • * » 1 


•>  ^(0  + 1 > • • •» 


IHe  Gesamtheit  aller  Ordinalzahlen  von  Z('i^Q)  bildet  eine 
Menge  von  der  Mäehtigkeit  Xj.  Allgemein:  die  Gesamtheit  aller 
Ordinalzahlen,  deren  3Iüchilgkeit  Meiner  ist  als  bildet  eine 
Menge  von  der  Mächtigheit  55^. 
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Für  die  Addition  und  Multiplikation  der  Alefs  gelten  die 
Formeln: 

Ist  ^ so  ist  05^  4-  und  == 

Die  hier  in  den  §§  5,  6,  7 skizzierte  abstrakte  Mengen- 
lehre wurde  begründet  durch  G.  Cantor,  auf  den  auch  die 
meisten  oben  angeführten  Theoreme  zurückgehen  (G.  Cantor, 
Grundlagen  einer  allgemeinen  Mannigfaltigkeitslehre,  Leipzig  1883, 
Üher  unendliche  lineare  Punktmannigfaltigkeiten,  Math.  Ann.  15, 
1 (1879);  17,  355  (1880),  30,  H3  (1882);  21,  51,  545 
(1883),  23,  453  (1884),  Beiträge  zur  Begründung  der  trans- 
finiten Mengenlehre,  Math.  Ann.  46,  481  (1895);  49,  207 
(1897),  ein  Teil  von  Cantors  Abhandlungen  findet  sich  in 
französischer  Übersetzung  in  Acta  math.  2). 

Neuere  Darstellungen:  A.  Schoen flies,  Entwicklung  der 
Lehre  von  den  Punktmannigfaltigkeiten  (Math.-Ver.  8,  1900) 
und  G.  Hessenberg,  Grundbegriffe  der  Mengenlehre  (Abh.  der 
Friesschen  Schule,  neue  Folge,  Heft  4,  Göttingen  1906).  Ferner 
E.  Borei,  Legons  sur  Id  theorie  des  fonctions,  Paris  1900  und 
E.  V.  Huntington,  Ann.  of  math.  (2)  6,  151  u.  7,  15. 

G.  Cantor  hat  behauptet,  daß  jede  beliebige  Menge  einer 
wohlgeordneten  Menge  äquivalent  ist;  ein  von  E.  Zermelo  ver- 
öffentlichter Beweis  (Math.  Ann.  614:  (1904))  hat  viele  Einwen- 
dungen erfahren  (hauptsächlich E. Bor el,  R.Baire,  H.Lebesgue, 
BuU.  soc.  math.  33,  261,  A.  Schoenflies,  Math.  Ann.  60,  181, 
H.  Poincare,  Bevue  de  metaphys.  et  de  mor.  14,  294),  auf  die 
Zermelo  (Math.  Ann.  65, 111  (1907))  eingehend  geantwortet  hat. 

G.  Cantor  hat  auch  vermutet,  daß  die  Mächtigkeit  des 
Kontinuums  gleich  sei,  doch  wurde  ein  bindender  Beweis 
hierfür  bisher  nicht  erbracht. 

Aus  der  Betrachtung  der  Menge  aller  transfiniten  Ordinal- 
zahlen ergibt  sich,  wie  zuerst  C.  Burali-Forti  bemerkte  (Bend. 
Pal.  11,  154  (1897)),  ein  logischer  Widerspruch.  Über  diesen, 
sowie  über  ähnliche  Widersprüche  vgl.  B.  Russell,  The  prin- 
dples  of  mafhematics  1,  101  u.  Bev.  de  metaph.  et  de  mor.  14, 
627,  A.  Schoenflies,  Math.-Ver.  15,  19,  G.  Hessenberg, 
l.  c.,  621,  H.  Poincare,  l.  c.,  G.  Peano,  Bev.  de  math.  8,  149, 
Zermelo,  l.  c. 

§ 8.  Die  Funktmengen. 

Unter  einer  linearen  Punktmenge  versteht  man  eine  Menge, 
deren  Elemente  Punkte  einer  Geraden  sind;  ebenso  unter  einer 
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ebenen  (?^- dimensionalen)  Punktmenge  eine  Menge,  deren  Ele- 
mente Punkte  einer  Ebene  (eines  w - dimensionalen  Raumes)  sind. 
Wir  werden  im  folgenden  nur  von  linearen  Punktmengen  sprechen. 
Die  meisten  Sätze  haben  ihr  Analogon  auch  für  ebene  und 
n - dimensionale  Punktmengen. 

Zufolge  der  Möglichkeit  einer  eineindeutigen  Zuordnung 
zwischen  den  reellen  Zahlen  und  den  Punkten  einer  Geraden 
(§  2)  ist  die  Lehre  von  den  linearen  Punktmengen  identisch 
mit  der  Lehre  von  den  Mengen  reeller  Zahlen. 

Unter  dem  Inter'qall  (a,  fe)  versteht  man  die  Gesamtheit 
aller  Punkte  einer  Crer-aden,  die  zwischen  den  Punkten  a und  h 
liegen.  Ein  Punkt  des  Intervalles  («,  h)  heißt  innerer  Punkt 
dieses  Intervalles,  wenn  er  von  den  Endpunkten  a und  h des 
Intervalles  verschieden  ist. 

Ist  jedem  Fmikte  x des  Inter  valles  (a,  b),  die  EndpunMe 
inbegriffen,  ein  Intervall  zugeordnet,  in  dessen  Innern  er  liegt, 
so  läßt  sich  aus  der  Menge  der  Intervalle  6^  eine  endliche  An- 
zahl von  Intervallen  so  auswählen,  daß  sie  das  Intervall  (a,  b) 
vollständig  überdecken  (Satz  von  E.  Borei,  Ann.  ec.  norm.  (3)  12, 
51  (1895)5  H.  Lebesgue,  Lcf.  sur  Vintegration,  Paris  (1904),  104). 

Als  Komplementärmenge  einer  linearen  Punktmenge  P be- 
züglich des  Intervalles  (a,  5)  bezeichnet  man  die  Menge  aller 
Punkte  von  (a,  5),  die  nicht  zu  P gehören. 

Ein  Punkt  0 heißt  Häufung spunkt  (Verdichtungspunkt) 
der  linearen  Punktmenge  P,  wenn  in  jedem  Intervalle,  das  den 
Punkt  0 als  inneren  Punkt  enthält,  sich  ein  von  0 verschiedener 
Punkt  befindet,  der  der  Menge  P angehört.  — Ein  Häufungs- 
punkt von  P ist  nicht  notwendig  selbst  Punkt  von  P.  Be- 
trachtet man  z.  B.  die  Menge,  die  aus  den  Punkten  mit  den 
Abszissen 


besteht,  so  ist  der  Nullpunkt  Häufungspunkt  dieser  Menge,  ohne 
ihr  anzugehören. 

Jede  ganz  in  einem  endlichen  Intervall  liegende  unendliche 
Pimktmenge  besitzt  in  diesem  Intervalle  mindestens  einen  Häufungs- 
pu/nkt  (Satz  von  B.  Bolzano.  Wegen  dieser  Bezeichnung  vgl. 
G.  Cantor,  Math.  Ann.  23,  455  und  0.  Stolz,  Math.  Ann. 
18,  252). 

Eine  Punktmenge  heißt  abgeschlossen,  wenn  sie  ihre  sämt- 
lichen Häufungspunkte  enthält;  sie  heißt  isoliert,  wenn  keiner 
ihrer  Punkte  ein  Häufungspunkt  ist:  sie  heißt  in  sich  dicht, 
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wenn  jeder  ihrer  Punkte  ein  Häufungspunkt  ist;  sie  heißt 
perfekt y wenn  sie  abgeschlossen  und  in  sich  dicht  ist.  (Man 
beachte,  daß  diese  Bezeichnungsweisen  mit  den  in  § 6 für 
Ordnungstypen  eingeführten  sich  nicht  decken.) 

Eine  perfekte  Menge  wird  z.  B.  gebildet  von  jenen  Punkten 
des  Intervalles  (0,  1),  deren  Abszissen  .sich  als  systematische 
Brüche  von  der  Basis  3 (vgl.  § 2)  schreiben  lassen,  ohne  Ver- 
wendung des  Zählers  1.  (Man  beachte,  daß  zu  diesen  Abszissen 
etwa  auch  die  Zahl  gehört,  da  sie  in  der  Form  geschrieben 
2 2 2 

werden  kann:  ^ + 33  H 3 ^ H ) 

Jede  (unendliche)  isolierte  Menge  ist  abzahlbar,  eine  abge- 
schlossene Menge  ist  enkvedcr  abzahlbar  öder  von  der  Mächtigkeit 
des  Kontinuums,  jede  perfekte  Menge  hat  die  Mächtigkeit  des 
Kontinuums. 

Jede  abgeschlossene  Menge  läßt  sich  zerlegen  in  eine  ab- 
zählbare und  eine  perfekte  Menge  (wobei  auch  einer  dieser 
Bestandteile  fehlen  kann).  (Cantor-Bendixsonsches  Theorem; 
J.  Bendixson,  Acta  math.  2,  415  (1883);  der  einfachste  Beweis 
stammt  von  E.  Lindelöf,  Acta  math.  29,  183.) 

Die  Komplementärmenge  einer  in  {a,  b)  gelegenen  abge- 
schlossenen Menge  bezüglich  dieses  Intervalles  besteht  aus  den 
inneren  Punkten  einer  (endlichen  oder  abzählbaren)  Menge  sich 
nicht  überdeckender  Intervalle. 

Eine  Punktmenge  heißt  überall  dicht  im  Intervalle  (a,  5), 
wenn  sich  in  jedem  beliebigen  Teilintervalle  von  (öt,  5)  Punkte 
der  Menge  finden.  Sie  heißt  nirgends  dicht  in  (a,  5),  wenn  sie 
in  keinem  Teilintervall  von  (a,  b)  überall  dicht  ist. 

Die  Menge  der  Pupkte  mit  rationalen  Abszissen  ist  überall 
dicht,  die  oben  angegebene  perfekte  Menge  ist  nirgends  dicht 
im  Intervalle  (0,  1). 

Die  Punktmenge,  die  aus  allen  Häufungspunkten  von  P 
besteht,  heißt  die  erste  Ableitung  von  P und  wird  mit  P'  be- 
zeichnet. Sie  ist  stets  abgeschlossen. 

Die  Ableitung  einer  abgeschlossenen  Menge  ist  in  der  Menge 
selbst  enthalten;  eine  in  sich  dichte  3Ienge  ist  in  ihrer  Ableitung 
enthalten;  eine  perfekte  Menge  ist  mit  ihrer  Ableitung  identisch. 

Die  Ableitung  einer  im  Intervall  (a.b)  überall  dichten  Menge 
enthält  sämtliche  Punkte  von  (a,b). 

Die  erste  Ableitung  von  P'  wird  zweite  Abi  itung  von  P 
genannt  und  mit  P"  bezeichnet.  Allgemein  läßt  sich,  durch 
vollständige  Induktion,  die  Ableitung  P^”^  von  P definieren 


§ 8.  Die  Punktmengen. 


29 


ais  die  erste  Ableitung  der  [n — l)*®"  Ableitung  Alle 

Ableitungen  von  P sind,  sofern  sie  überhaupt  Punkte  ent- 
halten, abgeschlossene  Mengen  und  P(”)  ist  in  P(””^)  enthalten. 

Enthalten  alle  Ableitungen  P(”)  von  P Punkte,  so  gibt  es 
Punkte,  die  allen  P^”^  gemeinsam  sind,  und  zwar  bilden  diese 
Punkte  eine  abgeschlossene  Menge,  die  mit  P^"^  bezeichnet  und 
oj*®  Ableitung  von  P genannt  wird. 

Ist  a irgendeine  Ordinalzahl  und  für  jede  kleinere  Ordinal- 
zahl ß die  Ableitung  P^/^^  von  P definiert,  so  läßt  sich  auch 
eine  a*®  Ableitung  P^“)  definieren,  und  zwar  in  folgender  Weise: 
Ist  a eine  Grenzzahl,  so  ist  P^“^  die  Menge  derjenigen  Punkte, 
die  allen  P^/^)  gemeinsam  sind;  ist  a keine  Grenzzahl  und  ß^  die 
unmittelbar  vorhergehende  Zahl  (a  = l),  so  ist  P^“^  die 

erste  Ableitung  von  Da  für  ß ^co  bereits  definiert 

ist,  so  ist  durch  diese  Festsetzungen  P^“)  für  alle  Ordinal- 
zahlen a definiert.  Jede  so  definierte  Ableitung  ist,  tvenn  sie 
überhaupt  Punkte  enthält,  eine  abgeschlossene  Menge,  und  werm 
ß < « ist,  so  ist  P(“)  ganz  in  P^^^  enthalten. 

Ist  P eine  beliebige  Punktmenge,  so  gibt  es  stets  eine  endliche 
oder  der  Zahlklasse  Z (^q)  a^ngehörende  Zahl  a,  so  daß  P^“)  ent- 
weder gar  keinen  Punkt  enthält  oder  perfekt  ist.  Alle  folgenden 
Ableitungen  sind  dann  gleich  P^^\  Enthält  P^“^  gar  keinen  Punkt, 
so  heißt  P reduzibel. 

Jede  reduzible  Menge  ist  abzählbar. 

Der  Inhalt  einer  Punktmenge  wird  in  der  folgenden  Weise 
definiert.  Sei  P eine  im  Intervalle  (a,  &)  liegende  Punktmenge. 
Man  betrachte  eine  endliche  oder  abzahlbare  Menge  von  Teil- 
intervallen von  (ii,  h),  die  die  sämtlichen  Punkte  von  P ent- 
halten, und  bilde  die  Summe  S der  Längen  aller  dieser  Inter- 
valle (die  auch  unendlich  groß  ausfallen  kann).  Macht  man  dies 
für  alle  möglichen  endlichen  und  abzählbaren  Intervallmengen 
der  angegebenen  Art,  so  hat  die  Menge  der  so  gebildeten  Zahlen  S 
eine  bestimmte  Zahl  zur  unteren  Grenze  (vgl.  § 10).  Diese  Zahl, 
die  sicher  nicht  negativ  und  nicht  größer  als  die  Länge  b — a 
von  (a,  h)  ist,  wird  der  äußere  Inhalt  unserer  Punktmenge  P 
genannt.  Nun  bilde  man  den  äußeren  Inhalt  der  Komplementär- 
menge von  P in  bezug  auf  das  Intervall  (a,  b)  und  subtrahiere 
ihn  von  der  Länge  b — a dieses  Intervalls.  Die  so  erhaltene 
Zahl  heißt  der  innere  Inhalt  von  P.  Er  ist  gewiß  nicht  größer 
als  der  äußere  Inhalt.  Sind  äußerer  und  innerer  Inhalt  von  P 
einander  gleich,  so  heißt  die  Menge  P meßbar,  und  der  gemein- 
same Wert  von  äußerem  und  innerem  Inhalt  wird  kurz  der 
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Inhalt  vm  P genannt.  (Bezüglich  der  Existenz  nicht  meßbarer 
Punktmengen  vgl.  H.  Lebesgne,  Bull.  soc.  math.  35,  202.) 

Ist  die  in  {a,  b)  gelegene  Punlctmenge  P meßbar,  so  ist  auch 
ihre  Komplementärmenge  in  bezug  auf  (a,  b)  meßbar,  umd  die 
Summe  der  Inhalte  dieser  beiden  Mengen  ist  b — a. 

Daher:  Jede  abgeschlossene  in  (a,  b)  gelegene  Punktmenge  P 
ist  meßbar.  Ihr  Inhalt  ist  gleich  der  Länge  von  (a,  b)  vermindert 
um  die  Summe  der  Längen  derjenigen  Intervalle,  welche  von  den 
nicht  zu  P gehörenden  Punkten  von  {a,  b)  gebildet  werden. 

Jede  abzählbare  Punktmenge  ist  meßbar  und  hat  den  In- 
halt Null. 

Sei  eine  endliche  oder  abzahlbare  Menge  von  meßbaren 
Punktmengen  Pg,  . . .,  ...  gegeben;  dann  ist  auch  die 

Menge  P,  die  aus  sämtlichen  Pimkten  von  P^,  Pg,  . . P|,  . . . 

besteht,  me,  har.  Haben  von  den  Mengen  P,  keine  zwei  eimn 
Punkt  gemein,  so  ist  der  Inhalt  von  P gleich  der  Summe  der 
Inhalte  der  P^.  Ebenfalls  ist  die  Menge  Q derjenigen  Pmikte, 
die  allen  P^  gemeinsam  sind,  meßbar.,  u/nd  ist  für  alle  i die 
Menge  P^  in  P^_^  enthalten,  so  ist  der  Inhalt  von  Q gleich  der 
Limite  der  Inhalte  der  P^. 

Die  Theorie  der  Punktmengen  rührt  in  ihren  Grundzügen 
ebenfalls  von  G.  Cantor  her.  Außer  der  in  § 7 erwähnten 
Literatur  sei  hier  noch  das  Buch  von  N.  H.  und  G.  C.  Young, 
Theorij  of  sets  of  points  (Cambridge  1906)  genannt,  wo  man  ein 
vollständiges  Literaturverzeichnis  findet.  Die  oben  mitgeteilte 
Definition  des  Inhaltes  einer  Punktmenge  rührt  von  H.  Lebesgue 
her  [Änn.  di  mat.  (3)  7,  231  (1902));  näheres  darüber  in  dessen 
Legons  sur  Vintegrdüon  (Paris  1904),  102  ff.  Eine  ähnliche 
Definition  gibt  W.  H.  Young,  Proc.  Lond.  (2)  2,  16  (1905) 
und  l.  c.,  Chap.  V.  Weniger  weittragende  Definitionen  des  In- 
haltes einer  Punktmenge  hatten  vorher  u.  a.  gegeben:  G.  Cantor, 
Math.  Ann.  23,  473  (1884);  C.  Jordan,  Journ.  de  math.  (4)  8, 
76  (1892);  E.  Borei,  Le^ons  sur  la  fheorie  des  fonctions,  46. 

§ 9.  Der  Fiinktions begriff.  Der  Begriff  des  Grrenzwertes. 

Eine  Größe  y heißt  eine  (eindeutige)  Funktion  der  reellen 
Veränderlichen  x im  Intervalle  (a,  b),  - wenn  jedem  in  dieses 
Intervall  fallenden  Werte  von  x in  eindeutiger  Weise  ein  Wert 
von  y zugeordnet  ist.^)  Allgemeiner  heißt  y eipe  Funktion  von  x 

1)  In  diesem  allgemeinen  Sinne,  der  von  der  Möglichkeit  einer 
analytischen  Darstellung  gänzlich  absieht,  erscheint  der  Funktions- 
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auf  einer  gegebenen  linearen  Punktmenge,  wenn  jedem  einen 
Punkt  dieser  Menge  darstellenden  Werte  von  x ein  Wert  von  y 
zugeordnet  ist.  Analog  heißt  y eine  Funktion  der  n Veränder- 
lichen iCj,  ajg,  . . in  einem  Gebiete  (oder  auf  einer  Punkt- 
menge) des  n dimensionalen  Raumes  unserer  n Veränderlichen, 
wenn  jedem  Wertsysteme  der  das  einen  Punkt 

dieses  Gebietes  (bezw.  dieser  Punktmenge)  darstellt,  ein  Wert 
von  y zugeordnet  ist. 

Unter  einem  Polynom  in  x versteht  man  einen  Ausdruck 
der  Form; 


WO  0/Qj  y 


Konstante  bedeuten.  Ist  öq  =4=  0 , so  heißt 
das  Polynom  vom  Grade.  Analog  heißt  die  Summe  einer 
endlichen  Anzahl  von  Ausdrücken  der  Form; 


»2** 


ein  Polynom  in  ifj,  ajg,  • . Dabei  bedeuten  A-g,  . . ., 

nicht  negative  ganze  Zahlen,  irgendwelche  Kon- 

stante, und  Xi  ist  durch  1 zu  ersetzen.  Bildet  man  für  alle 
Glieder,  deren  Koeffizient  ij,  • • , nicht  Null  ist,  den  Aus- 
druck + * ’ * + so  wird  die  größte  der  so  erhaltenen 

Zahlen  als  der  Grad  unseres  Polynomes  bezeichnet. 

Eine  Funktion , die  sich  als  Quotient  zweier  Polynome 
darstellen  läßt,  heißt  eine  rationale  Fwnktion.  Die  Polynome 
heißen  auch  ganze  rationale  Funktionen. 

Eine  Funktion  y von  x heißt  eine  algebraische  FimkUon 
von  aj,  wenn  sie  einer  Gleichung  der  Form; 


+ Pi(x)/-  > + ...+  + P,(®)  = 0 

genügt,  wo  die  P^ix)  Polynome  in  x bedeuten.  Analog  werden 
die  algebraischen  Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen 
definiert. 

Eine  Funktion  f (x^.,  iCg,  . . .,  x^)  der  n Veränderlichen 
ajj,  (Tg,  . . .,  heißt  homogen  vom  Grade  (der  Ordnung)  r,  wenn 
für  alle  Werte  von  t die  Relation  besteht; 

f{txi,  Xi, . . »J. 


begriff  zum  erstenmal  bei  G.  Lejeune  Dirichlet  {über  die  Ent- 
wickltmg  ganz  wülkürhcher  Fwnktionen  etc.  (1837),  TrerÄ:e  1,  135). 
Frühere  Mathematiker  hatten  das  Wort  Funktion  in  viel  beschränk- 
terem Sinne  gebraucht.  Vgl.  Differentialrech/nung  § 2. 
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Eine  Funktion  f{oi^  einer  Veränderlichen  heißt  monoton 
wachscfid  im  Intervall  (a,  5),  wenn  für  irgend  zwei  Werte  x 
und  x"  dieses  Intervalles  aus  x'  > x"  folgt : f (x')  ^ f {x").  Sie 
heißt  monoton  abnehmend,  wenn  aus  x ]>  x'  folgt:  f{x)  ^ 

Die  monoton  wachsenden  und  monoton  abnehmenden  Funktionen 
werden  zusammen  gefaßt  unter  dem  Namen  monotone  Funktionen. 

Man  definiert:  Die  Funktion  /“(aj)  hat  für  x — a den 
rechtsseitigen  Grenztvcrt  Ä,  in  Zeichen:  lim  f(x)  ===  -4,  wenn  zu 

x = a + 0 

jeder  beliebigen  positiven  Zahl  e eine  positive  Zahl  rj  gehört, 
derart  daß  für  alle  der  Ungleichung  0 < a?  — a<Cr}  genügenden  x 
die  Ungleichung  besteht:  \f{x)  — .d-jCi«.  Die  Definition  des 
linksseitigen  Grenzwertes  lim  f {po)  erhält  man,  indem  man  die 

a;  = a — 0 

obige  Ungleichung  ersetzt  durch:  0 > a?  — — rj.  ^ 

Hat  f(x)  für  x = a sowohl  den  rechtsseitigen  als  den  n jg 
linksseitigen  Grenzwert  -4,  so  schreibt  man:  lim  f(^x)  = Ä und 

x = a 

sagt:  f (x)  hat  für  x = a den  Grenzwert  A. 

Man  definiert  weiter:  lim  /'(a;)  = + oo  (bezw.  ==  — ooj, 

a;  = a + 0 

wenn  zu  jeder  beliebigen  Zahl  B eine  positive  Zahl  gehört, 
derart  daß  für  alle  der  Ungleichung  0 < a?  — a <iri  genügenden  a; 
die  Ungleichung  besteht:  f{x)  ^ B (bezw.  *<  B).  In  ganz  analoger 
Weise  wird  definiert:  lim  f(x)  = -{-  cx>  und  lim  f{x)  — — oo . 

x=:a  — 0 x = a — 0 

Ist  gleichzeitig  lim  f(x)  = -\-oo  und  lim  f(a?)  ==  -f*  oo»  so 

x=a+0  X =0—0 

schreibt  man  wieder  lim  f(x)  ==>-{-  oo.  Analoge  Bedeutung  hat: 
lim  f(x)  — — oo. 

Ferner:  lim  f(x)  = A (bezw.  lim  f(x)  = A),  wenn  zu  jeder 

a;=  + oo  x = — <X) 

beliebigen  positiven  Zahl  s eine  Zahl  b gehört,  derart  daß  für 
alle  der  Ungleichung  x'^b  (bezw.  a?  < 6)  genügenden  x die  Un- 
gleichung besteht:  \f(^x)—A\  < e.  Analogr  lim  /’(a;)  = oo 

*S=  + 00 

(bezw.  = — oo),  wenn  zu  jeder  beliebigen  Zahl  B eine  Zahl  b gehört, 
derart  daß  für  alle  der  Ungleichung  a?  > & genügenden  x die  Un- 
gleichung f(x)^B  (bezw.  f{cß)  < B)  besteht.  Und  in  ähnlicher 
Weise  werden  die  Zeichen  lim  /’(aj)=-|-oo  (b6zw.==^- oo)  definiert. 

* = — CO 

Eine  Beziehung  zwischen  dem  hier  eingeführten  Grenz- 
begriff und  dem  in  § 2 eingeführten  Zeichen  lim  wird  her- 
gestellt  durch  die  Sätze: 

Aus  lim  f{x)  A folgt  lim  f{n)  =-4;  aus  lim  f{x)  =A 

x=  + oo  n = oo  x = a 
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und  lim  — a folgt:  lim  f{x^  = vorausgesetzt,  daß  (wenig- 

n = ao  n = 00 

stens  von  einem  bestimmten  Wert  N des  Index  n an)  alle 
von  a verschieden  sind.  Die  Umkehrung  dieser  beiden  Sätze 
gilt  nicht. 

Ist  lim ^ und  \im  f^{x)  = A und  ist  eine  dritte. 

a:  = a + 0 x = a + 0 

FimTction  f{x')  so  beschaffen,  daß  für  alle  der  Ungleichung 
0 <ix  — a <C.  r]  genügenden  x (oder  kurz  gesprochen:  in  einer 
rechtsseitigen  Umgebung  von  a)  die  Funhtion  f{x)  der  Größe 
nach  zwischen  und  liegt,  so  ist  auch  lim  f{x)=A. 

ar  = a + 0 

Ist  lim  fi(x)  = -f-  (bezw.  = — oo)  und  besteht  in  einer 

x = a + 0 

rechtsseitigen  Umgebung  von  a die  Ungleichung:  f{x)  ^ 

(bezw.  f{x)  ^ /i(a;)),  so  ist  au£h  lim  f{x)  = 4-  00  (bezw.  = — oo). 

•r  = a + 0 

Analoges  gilt  für  lim  und  lim. 

a;  = a — 0 x=a 

Ist  fix)  in  einer  rechtsseitigen  Umgebung  von  a monoton 
wachsend  (monoton  abnehmend),  so  existiert  stets  lim  f{x)’^ 

x = a + Q 

bleibt  außerdem  f(x)  in  dieser  Umgebung  von  a größer  (bezw. 
kleiner)  als  eine  feste  Zahl  B,  so  ist  lim  f(x^  eine  endliche  Zahl. 

x = a + 0 

Analoges  gilt  für  lim,  lim  und  lim.  Speziell:  Ist  eine 

x — a — Q a:=H-oo  x=  — x 

Folge  reeller  Zahlen  a^  gegeben,  die  sämtlich  unter  einer  Zahl  A 
liegen.,  und  folgt  (wenigstens  von  einem  bestimmten  Werte 
des  Index  n an)  aus  n n"  die  Ungleichung:  an' an" , so 
existiert  eine  endliche  Zahl  a,  derart  daß  lim  a^,  = a. 

n = 00 

Ist  lim  fi(x)  = Aj  und  lim  f^iff)  = -^2? 
lim  {f.^{x)  4-  f^  {x))  = Aj  4-  Ag ; lim  (/^(a;}  — f^  (x))  = A^  — Ag ; 
lim  /'i(ir)  • /^(a?)  = Aj- Ag 


und,  vorausgesetzt  daß  A^  nicht  Null  ist: 


lim 


fi  (^) 


Ä' 


Man  sagt:  Die  Funktion  f(x,  y)  hat  für  x = a.,  y = b den 
Grenzwert  A,  in  Zeichen:  lim  /’(ic,i/)  = A,  wenn  zu  jeder 

x — a,y  — b 

positiven  Zahl  e eine  positive  Zahl  t]  gehört,  derart  daß  für 
jedes  von  a,  b verschiedene  Wertepaar  rc,  das  den  Un- 
gleichungen genügt:  \ x — a \ <C  \y  — b\  <C  die  Ungleichung 

Pascal,  Repertorium.  I.  2.  Aufl.  3 
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besteht:  \ f {x^  y)  — A \ <i  e.  Aus  lim  f (ic,  «/)  = A folgt 

x = a,y  = b 

lim  (lim  f{x^  y))  =A  und.  lim  (lim  f(Xf  y))  = A (vorausgesetzt, 

x—a  y=b  y=b  x=a 

daß  die  auftretenden  Limiten  existieren),  aber  nicht  umgekehrt. 

Grenzwerte  von  Doppel  folgen  „ (wo  m und  n jedes  für 

sich  die  Reihe  der  natürlichen  Zalilen  durchlaufen)  werden 
definiert  durch:  lim  ^ = A,  wenn  zu  jeder  positiven  Zahl  s 

m,n  = CO 

ein  Wert  M von  m und  ein  Wert  N von  n gehört,  so  daß  aus 
den  beiden  Ungleichungen  m > Jf,  N folgt:  | (irn,n~~  1 ^ • 

Näheres  über  Doppelfolgen  bei  A.  Pringsheim,  Münch.  Ber. 
27,  103,  Math.  Ann.  53,  289,  F.  London,  Math.  Ann.  53,  322. 


§ 10.  Obere  und  untere  Grenze.  Stetigkeit  und 
Unstetigkeit. 

Sei  irgendeine  Menge  von  Zahlen  Z gegben.  Wir  teilen 
die  rationalen  Zahlen  in  zwei  Klassen  (vgl.  § 2)  nach  der 
folgenden  Vorschrift:  in  die  erste  dieser  Klassen  geben  wir  eine 
rationale  Zahl  r,  wenn  sämtliche  Zahlen  von  Z kleiner  als  r 
sind;  in  die  zweite  dieser  Klassen  alle  übrigen  rationalen  Zahlen. 
Enthält  die.  erste  dieser  Klassen  keine  Zahl,  so  sagt  man,  die 
Menge  Z hat  die  obere  Grenze  + ^ ; enthalten  beide  Klassen  ^ 
Zahlen,  so  ist  dadurch  ein  Schnitt  im  Gebiet  der  rationalen 
Zahlen  definiert,  und  die  diesen  Schnitt  erzeugende  reelle  Zahl  M 
heißt  die  obere  Grenze  der  Menge  Z.  Analog  wird  die  untere 
Grenze  m der  Menge  Z definiert,  die,  wenn  sie  nicht  eine  end- 
liche Zahl  ist,  den  Wert  — oo  hat.  Der  erste,  der  die  Begriffe 
der  oberen  und  unteren  Grenze  verwendete,  war  B.  Bolzano 
{Bein  analytischer  Beweis  des  Lehrsatzes  etc.,  Prag  1817,  herausg. 
in  Ostwalds  Klassikern  No.  153  von  Ph.  E.  B.  Jourdain). 
Eine  größere  Verbreitung  erhielten  sie  erst  unter  dem  Einflüsse 
von  K.  Weierstraß. 

Sei  eine  Funktion  f{3c)  gegeben,  die  für  alle  Punkte  des 
Intervalls  (<i,  5)  definiert  ist,  und  Z sei  die  Menge  der  Werte, 
die  f{x^  in  diesem  Intervalle  annimmt.  Die  obere  und  untere 
Grenze  von  Z werden  dann  als  obere  (untere)  Grenze  von  f{x)  im 
Intervalle  {a,  b)  bezeichnet.  Die  Differenz  zwischen  oberer  und 
unterer  Grenze  heißt  die  Schwankung  von  f {x)  im  Intervalle  (a,  b). 

Sei  eine  Folge  von  Intervallen  (i  = 1,  2,  . . .,  n,  . . .) 
gegeben,  die  alle  den  Punkt  Xq  als  inneren  Punkt  enthalten, 
und  deren  Länge  mit  wachsendem'  i gegen  Null  konvergiert, 
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und  sei  die  obere  Grenze  von  f(x)  in  Haben  dann 
alle  Mg,  den  Wert  -f  so  sagt  man:  die  Funktion  f{x)  hat 
im  Pimkte  Xq  die  obere  Grenze  + <x>.  Im  entgegengesetzten 
Falle  existiert  stets  lim  und  ist  eine  endliche  Zahl;  sie 

i = 00  * 

heißt  die  obere  Grenze  von  f(x)  im  Punkte  Xq.  Die  so  definierte 
obere  Grenze  ist  unabhängig  von  der  Wahl  der  Intervalle  d,.. 
Analog  -wird  die  untere  Grenze  von  f(x)  im  Punkte  Xq  definiert. 
Die  Differenz  zwischen  oberer  und  unterer  Grenze  im  Punkte  Xq 
^heißt  die  Schwankung  von  f{x)  im  Punkte  Xq. 

Ist  M die  obere  Grenze  von  f{x)  im  Intervalle  (a,  b),  so 
gibt  es  in  diesem  Intervalle  mindestens  einen  Punkt  Xq^  in  dem 
die  obere  Grenze  von  f(x)  gleich  M ist.  (Analog  für  die  untere 
Grenze.) 

Analoges  gilt  für  Funktionen  von  w Veränderlichen,  wenn 
man  statt  der  Intervalle  abgeschlossene  n dimensionale  Gebiete 
betrachtet. 

Die  Funktion  f(x)  heißt  stetig  im  Punkte  x^.,  wenn  zu  jeder 
positiven  Zahl  g eine  positive  Zahl  gehört,  so  daß  aus 
\x  — Xq\  <^^1  die  Ungleichung  folgt:  \f{x)  — /*(%)  | < fi. 

Ist  lim  f(x)  ==  fixo)  und  lim  f(x)  = so  ist  f(x) 

aj  = aJo  + 0 x = X(,  — 0 

stetig  im  Punkte  Xq  und  umgekehrt. 

Ist  nur  lim  /'(x)  = f(xQ)  (bezw.  lim  f(x)  ==  f{x^)^  so 

a;  = a;o  + 0 a;  = a;o-0 

heißt  f{x)  rechtsseitig  (bezw.  linksseitig)  stetig  im  Punkte  x^^. 
Damit  f(x)  stetig  sei  im  Punkte  Xq  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  die  Schwankung  von  f{x)  im  Pmkte  Xq  gleich 
Null  sei. 

Sind  f{x)  und  (p{x)  stetig  im  Pwnkte  x^.,  so  ist  auch 
fix)  + 9)(ip),  /"(ic)  — 9)(a:),  fix)  • <p(ic),  und,  vorausgesetzt  daß 

9)(a?o)  + 0 ist,  ~~  stetig  im  Punkte  Xq. 

fp  {X) 

Setzt  man  cp  ix^  — und  ist  die  Funktion  cp  {x)  stetig  im 
Punkte  x^.,  f(g)  stetig  im  Punkte  so  ist  die  Funktion  fi(pix)) 
stetig  im  Pimkte  x^. 

Die  Funktion  fix)  heißt  stetig  im  Intervalle  (a,  h),  wenn 
sie  stetig  ist  in  jedem  inneren  Punkte  dieses  Intervalles,  rechts- 
seitig stetig  im  Punkte  a und  linksseitig  stetig  im  Punkte  b. 

Ist  die  Funktion  fi<F)  stetig  in  (a,  h),  so  ist  sie  für  alle 
Punkte  dieses  Intervalles  gegeben,  wenn  ihre  Werte  an  einer 
im  Intervalle  (a,  b)  überall  dicht  liegenden  Punktmenge,  z.  B.  der 
Menge  der  rationalen  Punkte  von  (a,  b)  gegeben  sind. 

3* 
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Hieraus  folgt,  daß  die  Menge  aller  in  (a,  b)  stetigen  Funk- 
tionen die  Mächtigkeit  des  Kontinuums  hat,  während  die  Mächtig- 
keit aller  Funktionen  gleich  (und  mithin  größer  als  c)  ist. 

Ist  die  Funktion  f(x)  stetig  in  (a,  h),  so  ist  ihre  obere 
(u/ntere)  Grenze  in  diesem  Intervalle  eine  endliche  Zahl,  und  es 
gibt  in  diesem  Intervalle  mindestens  einen  Pu/nkt,  in  dem  der 
Wert  von  f(x)  gleich  ist  dieser  oberen  (unteren)  Grenze, 

Ist  die  Funktion  f(x)  stetig  in  (a,  b)  u/nd  ist  E ein  Wert, 
der  zwischen  f{a)  und  f(b)  liegt,  so  gibt  es  in  (a,  b)  einen 
Pimkt,  in  dem  f(x)  den  Wert  E a/mimmt.  Kürzer  gesprochen: 
Eine  stetige  Funktion  kann  nicht  von  einem  Werte  zu  einem 
anderen  übergehen,  ohne  alle  dazwischen  liegenden  Werte  anzu- 
nehmen. Die  Umkehrung  dieses  Satzes  gilt  nicht  (vgl.  G.Darboux, 
Ann.  ec.  norm.  (2)  4,  109  (1875)  und  H.  Lebesgue,  Leq.  sur 
Vintegration,,  89). 

Ist  die  Funktion  f(x)  stetig  in  (a,  h),  so  gehört  zu  jeder 
positiven  Zahl  s eine  positive  Zahl  rj,  derart,  daß  für  irgend 
zwei  Punkte  x imd  x"  von  (a,  b),  für  die  \x'  — a?"  | •<  t?  ist, 
die  Ungleichung  besteht:  \f{p)  — « (Satz  von  der 

gleichmäßigen  Stetigkeit;  der  erste  Beweis  wurde  publiziert  von 
E.  Heine,  Journ.  f Math.  74,  188  (1872)). 

Jede  im  Intervalle  {a,  b)  stetige  Funktion  läßt  sich  in  eine 
in  diesem  Intervalle  gleichmäßig  konvergente  (vgl.  den  Abschnitt 
über  Fimktionentheorie)  Beihe  von  Polynomen  entwickeln  (Satz 
von  K.  Weierstraß,  Berl.  Sitzwngsber.  (1885),  633,789;  Näheres 
über  die  Entwicklung  stetiger  Funktionen  in  Keihen  von  Polynomen 
bei  E.  Borei,  Legons  sur  les  fonct.  de  variables  re'elles,  Paris  1905, 
Chap.  IV). 

Sei  die  Funktion  f(x)  stetig  im  Intervall  (a,  b)  und  aus 
a?'  > x'"  folge  f(x)  > f{ic")  (oder  f{x')  < fix")).  Setzt  man 
f(a)  = Ä und  f(b)  ==  B und  ist  y eine  beliebige  Zahl  des 
Intervalles  (A,  JB),  so  gibt  es  in  (a,  b)  eine  und  nur  eine  Zahl  x^ 
für  die  fix)  — y wird.  Ordnet  man  der  Zahl  y diese  Zahl  x 
zu,  so  ist  dadimch  im  Intervalle  (A,  B)  der  Veränderlichen  y 
eine  Funktion  (p{y)  definiert,  welche  die  zur  Funktion  f(x)  in- 
verse Funktion  heißt.  Sie  ist  stetig  in  (A,  B)  und  aus  y > y‘ 
folgt  cp  {y)  > cp  {y")  (bezw.  g>(g')  < (p  iy")).  Sie  genügt  der 
Relation:  cp  (y)  = cp  (f  (x))  x , woraus  f((p(y))=y,  d-  h.  die 
zur  inversen  Funktion  inverse  ist  die  ursprüngliche  Funktion. 

Jede  Stelle  Xq^  an  der  fix)  nicht  stetig  ist,  heißt  eine 
Unstetigkeitsstelle  von  fix).,  der  Wert  der  Schwankung  von  fix) 
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an  der  Stelle  Xq  ist  dann  nicht  Null;  er  wird  auch  als  der 
Unstetiglceitsgrad  von  f{x)  an  der  Stelle  Xq  bezeichnet. 

ik  m jedem  Pimlcte  des  Intervdlles  (a,  b),  die  Endpunkte 
inbegriffen,  der  Unstetigkeitsgrad  von  f{x)  kleiner  als  Ä,  so  ge- 
hört zu  jeder  positiven  Zahl  s eine  positive  Zahl  iq,  derart  daß 
für  irgend  zwei  Punkte  x'  und  x'  von  {a,  b),  für  die  \oc'—x"\<C.fi 
ist,  die  Ungleichung  besteht:  | fix)  — fix")  | < H-  £. 

Eine  ünstetigkeitsstelle  Xq  von  f{x)  heißt  von  erster  Art, 
wenn  sowohl  lim  f{x)  als  lim  f{x)  existiert,  sonst  von  zweiter 
a:  = a?o  + 0 » = «0-0 

Art.  Sind  speziell  lim  f{o^  und  lim  f(x)  gleich  derselben 

» = »o  + 0 » = »0  — 0 

endlichen  Zahl,  aber  nicht  gleich  f{x^,  so  heißt  die  ünstetigkeit 
hebbar,  weil  sich  dann  f {x)  durch  bloße  Abänderung  des  Funktions- 
wertes an  der  Stelle  Xq  in  eine  im  Punkte  Xq  stetige  Funktion 
verwandeln  läßt. 

Eine  Funktion  heißt  pu/nktweise  unstetig  im  Intervalle  {a,  6), 
wenn  ihre  Stetigkeitsstellen  in  diesem  Intervalle  überall  dicht 
liegen,  sie  heißt  total  unstetig  im  Intervalle  (a,  fc),  wenn  sie  in 
jedem  Punkte  von  (a,  b)  unstetig  ist.  (Über  die  allgemeinste 
Verteilung  der  Stetigkeitsstellen  einer  Funktion  f(x)  vgl.  W.  H. 
Young,  Wien.  Ber.  112,  Abt.  2^  (1903),  1307.) 

Eine  unstetige  Funktion  f(x)  heißt  von  erster  Klasse  im 
Intervalle  (a,  b),  wenn  sie  in  diesem  Intervalle  Limite  stetiger 
Funktionen  ist,  d.  h.  wenn  eine  Gleichung  f(x)  = lim  fj^{x) 

n = ao 

für  jeden  Punkt  von  {a,b)  besteht,  wobei  mit  f„(x)  Funktionen 
bezeichnet  sind,  die  in  (a,  b)  stetig  sind.  Eine  unstetige  Funktion 
heißt  von  ziveiter  Klasse,  wenn  sie  Limite  von  Funktionen  erster 
Klasse  ist,  ohne  selbst  von  erster  Klasse  zu  sein.  Allgemein 
heißt  eine  unstetige  Funktion  von  n*^^  Klasse,  wenn  sie  Limite 
von  Funktionen  {n  — l)*®^  Klasse  ist,  ohne  selbst  von  {n  — 1)*®' 
oder  niedrigerer  Klasse  zu  sein.  Eine  unstetige  Funktion  heißt 
von  Klasse,  wenn  sie  Limite  von  Funktionen  aus  Klassen 
von  endlicher  Ordnung  ist,  ohne  selbst  einer  dieser  Klassen 
anzugehören.  Ist  7t  irgendeine  transfinite  Ordinalzahl  der  Zahl- 
klasse Z(&^q),  so  heißt  eine  unstetige  Funktion  von  Klasse, 
wenn  sie  Limite  von  Funktionen  von  niedrigerer  als  der 
3t*®“  Klasse  ist,  ohne  seihst  einer  dieser  Klassen  anzugehören. 

Es  lassen  sich  Funktionen  definieren,  die  einer  beliebig  ge- 
gebenen Klasse  (deren  Ordnung  eine  endliche  Zahl  oder  eine 
Zahl  der  Zahlklasse  Z{}^^  ist)  angehören;  esi  lassen  sich  aber 
auch  FimJctionen  definieren,  die  keiner  dieser  Klassen  angehören. 
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Die  genannte  Klassifizierung  der  Funktionen  rührt  her  von 
R.  Baire,  Ann.  di  mat  (3)  3,  68  (1899).  Näheres  hierüber; 
R.  Baire,  Legons  sur  les  fonctions  discontmues,  Paris  1905,  wo 
man  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  findet, 
daß  eine  Funktion  der  ersten  Klasse  angehöre,  und  Acta  math. 
30,  1.  Ferner  H.  Le  besgue,  Journ.  de  math.  (6)  1,  139. 

Ähnliche  Definitionen  und  Sätze,  wie  die  hier  für  Funk- 
tionen einer  Veränderlichen  angeführten,  gelten  für  Funktionen 
von  mehreren  Veränderlichen,  z.  B.  heißt  eine  Funktion  von 
zwei  Veränderlichen  'x,  y stetig  an  der  Stelle  ^/o?  wenn  zu 
jeder  positiven  Zahl  e eine  positive  Zahl  vi  gehört,  so  daß  aus 
dem  gleichzeitigen  Bestehen  der  beiden  Ungleichungen  \x  — 
und  1 2/ -- 2/o  I < 1)  folgt:  | /■(*,  y) — /■(%,  %)  t < £;  oder,  was 
dasselbe  ist,  wenn  lim  f(x,  y)  2^0)  'St. 


Aus  der  Stetigkeit  von  /'(ic,  y^  als  Funktion  von  x an 
der  Stelle  x^^  und  der  Stetigkeit  von  ({xq.,  y)  als  Funktion  von  y 


an  der  Stelle  y^  folgt  nicht  die  Stetigkeit  von  /"(ic,  y')  an  der 

xy 


r - oc  ti 

Stelle  iCß,'  wie  man  z.  B.  am  Verhalten  der  Funktion  ^ 


im  Punkte  ic  = 0,  y = 0 erkennen  kann. 

Ist  die  Funktion  f (x^.^  x^  in  allen  Funkten  eines 

Gebietes  der  n Veränderlichen  ojg,  . . .,  stetig  nach  jeder 
cimad/nen  dieser  Veränderlichen,  so  ist  sie  in  diesem  Gebiete 
höchstens  von  (n  — I)^  Klasse  (H.  Lebesgue,  Bull.  Sciences 
math.  (2)  22^,  284  (1898)  ünd  Journ.  de  math.  (6)  1,  201; 
siehe  auch  R.  Baire,  Ann.  di  mat.  (3)  3,  87). 


Näheres  über  Stetigkeit  und  Unstetigkeit  findet  man,  außer 
in  den  bereits  genannten  Werken,  bei  A.  Schoen flies,  JEnt~ 
Wicklung  der  Lehre  von  den  Punktmannigfaltigkeiten  {Math.-  Ver.  8) 
und  A.Pringsheim,  Fmykl. II  Al,  wo  sich  auch  viele  Literatur- 
nachweise finden.  Ferner:  U.  Dini,  Grundlagen  für  eine  Theorie 
der  Fimktionen  einer  veränderlichen  reellen  Größe,  deutsch  von 
J.  Lüroth  u.  A.  Schepp,  Leipzig  1892;  0.  Stolz  u.  J.  A. 
Gm  einer,  Einleitung  m die  Funktionentheorie,  Leipzig  1904 
{Teubners  Sammlung  14),  J.  Pierpont,  The  theory  of  functions 
of  real  variables,  Boston  1905.  Zahlreiche  Beispiele  bei  E.  Pascal, 
Eserdzi  e note  critiche  etc.,  Mailand  1895. 


Sei  die  Funktion  f {x)  definiert  in  {a,  5),  und  sei  eine  end- 
liche Anzahl  beliebiger  Punkte  von  (a,  b)  gegeben: 


a <x^<  x^<'  \ - <x^<  h. 


§11.  Potenzen. 
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Wir  bilden: 

T = l/W  -/■(<*)!  + l/’W  — /(»i)!  H f-  !/■(*)  - /■(Ol- 

Die  obere  Grenze  aller  so  erhältlichen  Zahlen  V wird  bezeichnet 
als  totale  Schwankung  von  f{x)  im  Intervalle  (a,  h).  Ist  diese 
obere  Grenze  endlich,  so  heißt  fix)  von  beschränkter  Schwankung 
(d  Variation  bornee)  im  Intervall  (a,  h).  ^ 

Jede  in  (a,  b)  monotone  FunktionJst  daselbst  von  beschränkter 
Schwanku/ng;  und  zwar  ist  ihre  totale  Schwankung  \fQ>)  — 

Eine  Funktion,  die  in  {a,  b)  von  beschränkter  Schwankung  ist, 
läßt  sich  darstellen  als  Summe  zweier  in  (a,  b)  monotoner  Funk- 
tionen. Ist  eine  Funktion  in  (a,  fe)  von  beschränkter  Schwankung, 
und  besitzt  sie  in  diesem  Intervall  Unstetigkeitsstellen,  so  sind 
dieselben  alle  von  erster  Art  und  bilden  eine  endliche  oder  ab- 
zählbare Menge. 

Die  Funktionen  von  beschränkter  Schwankung  wurden  ein- 
geführt  von  C.  Jordan  (Cowrs  d’analyse,  2.  ed.,  1,  54).  Siehe 
auch  E.  Study,  Math.  Änn.  47,  298  und  H.  Lebesgue,  Leg. 
sur  Vintegration,  Chap.  IV. 

§ 11.  Potenzen.  Logarithmen.  Wichtige  Grenzwerte. 

Bedeutet  n eine  natürliche  Zahl,  a eine  beliebige,  von 
Null  verschiedene  reelle  Zahl,  so  versteht  man  unter  a” 
(der  w*®“  Potenz  von  a)  das  Produkt  von  n einander  gleichen 

Faktoren  a,  unter  a“”  die  Zahl  unter  a®  die  Zahl  1.  Ist 

ferner  a positiv,  so  gibt  es  eine  und  nur  eine  positive  Zahl, 

die  zur  w*®“  Potenz  erhoben  a ergibt;  sie  heißt  die  positive 

1 

— n . — 

^te  "WT^^el  aus  a und  wird  mit  a”  oder  y a bezeichnet;  ist  dann 
m . 

7 = — eine  positive  rationale  Zahl,  so  versteht  man  unter  a^  die 
positive  77*®  Wurzel  aus  a”*,  und  unter  a~^  die  Zahl-i*  Sind  r 
und  / irgendwelche  rationale  Zahlen,  so  ist: 

(1)  (a^y  = a^-r' 

und  wenn  r'I>  r ist : 

a^  > a^'  für  a > 1 ; 
oT  <C,  a^'  für  a <C  1 . 

Sei  a positiv  und  > 1 (bezw.  < l)  und  q eine  beliebige 
irrationale  Zahl.  Um  a^  zu  definieren,  teilen  wir  die  rationalen 
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Zahlen  in  zwei  Klassen;  in  die  eine  Klasse  geben  wir  alle 
rationalen  Zahlen,  die  kleiner  sind  als  irgendeine  Zahl  wo  r 
eine  rationale  Zahl  bedeutet,  die  kleiner  (bezw.  größer)  als  p 
ist;  in  die  andere  Klasse  geben  wir  alle  übrigen  rationalen 
Zahlen.  Dadurch  ist  ein  Schnitt  im  Gebiete  der  rationalen 
Zahlen  definiert;  die  ihn  erzeugende  reelle  Zahl  wird  mit 
bezeichnet.  Die  Gleichungen  (l)  und  die  Ungleichungen  (2)  gelten 
dann  für  beliebige  reelle  r und  r . 

Hierdurch  ist  die  Funktion  {a  > 0)  für  alle  reellen  x 
definiert;  sie  wird  ExponenüalfunMion  genannt;  sie  ist  stetig 
und  wächst  von  0 bis  + ^ oder  nimmt  ab  von  -f  oo  bis  0, 
wenn  x von  — oo  bis  + oo  wächst,  je  nachdem  a größer  oder 
kleiner  als  1 ist.  Die  inverse  Funktion  (vgl.  § lO)  ist  daher 
definiert  von  0 bis  -f-  oo;  sie  wird  bezeichnet . mit  logic  (Loga- 
rithmus von  X für  die  Basis  a)]  sie  ist  stetig  und  wächst  von 
— oo  bis  + oo  oder  nimmt  ab  von  -{■  oo  bis  — oo , wenn  x 
von  0 nach  + ^ wächst,  je  nachdem  die  Basis  a größer  oder 
kleiner  als  1 ist.^) 

Es  gelten  die  Formeln: 

log  (x^  x^)  = log  x^  + log  ; log  rc?  = p log  a; . 


Der  Übergang  von  einer  Basis  a zu  einer  anderen  Basis  a 
wird  vermittelt  durch  die  Formel:  _ 

«'  logx  ■: 

log  a;  =-#-;• 
log  a 

Als  natürliche  Logarithmen  bezeichnet  man  die  Logarithmen 
von  der  Basis  c,  wobei  e definiert  ist  durch: 


= lim  (l  + 

^ n) 


Näheres  über  Exponentialfunktion  und  Logarithmen  im  Ab- 
schnitte über  Funktionentheorie. 

Es  gelten  die  Formeln: 

lim  (l  + — ) = e®;  lim  [n  (x^  — 1)}  = loga; 

n = oa  ' 'W'/ 


1 

lim  07-^  = 1; 

x=  -f-  00 


lim 

»=o 


lg(l  +ax) 
X 


==  a. 


1)  Im  Falle  a — 1 setzt  man  = 1 für  alle  reellen  x.  Eine 
inverse  Funktion  kann  in  diesem  Falle  nicht  gebildet  werden. 


§11.  Logarithmen.  Wichtige  Grenzwerte. 
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Für  jedes  reelle  A:  ist; 

lim  e®  • ic*  = + oo;  lim  c”®  • iC*  ==  0. 

x = + eo  x=  + CO 

Für  jedes  positive  Je  ist: 
lim  x~^  • log  X — 0. 

X=  + (0 


Die  allgemeinste  stetige  FwnJäion,  die  der  Funicfionalgleichtmg 
f{x  + 2/)  = f{x)  + f{y) 

genügt,  ist  f(x)  — a • x,  wo  a eine  Konstante  bedeutet  (über  un- 
stetige Lösungen  dieser  Funktionalgleichung  siehe  R.  Volpi, 
Giorn.  mat.  35,  104  (1894),  G.  Hamei,  Math.  Ann.  GO,  459 
(1905);  vgl.  auch  H.  Lebesgue,  Atti  Torino  42,  532  und 
F.  Bernstein,  Math.  Ann.  64,  417). 

Die  allgemeinste  stetige  Fwüction , die  der  FunJctional- 

gleichung  f{x  + g).^fix)-figy 

genügt.^  ist  f(x)  — A^^,  wo  A und  a Konstante  bedeuten. 

Die  allgemeinste  stetige  FunJttim,  die  der  FunJctional- 

f{xy)  = f{x)  + f{y) 


genügt^  ist  f(x)  = A logic. 

Die  allgemeinste  stetige  FunJetion,  die  der  FtmJctionalgleichtmg : 
f(xy)  = f{x)  ■ f(y) 

genügt,  ist  f (x)  = x^. 

Die  vier  zuletzt  angeführten  Sätze  stammen  von  A.  Cauchj 
{Analyse  algebrique  (1823),  (Euvres  (2)  3,  98). 


Es  seien  noch  einige  häufig  vorkommende  Grenzwertformeln 
zusammengestellt : 


sina; 

lim  = 1 

*=o  ^ 


lim  ic  • sin  — = 0 
« = 0 


X 


lim  — 
® = o 

lim 


COS  X 


= 0 


0 

n! 


lim  - „ ^ ^ 

n = 00  n e y27cn 


T tg  a; 

hm  = 1 

a:  = 0 ^ 

® = 0 ^ 

1 (Stirlingsche  Formel) 


lim 

r<  = 01 


qjj,  wenn  r -f-  1 > 0; 


n • - r 

für  nichtpositives  r -j-  1 ist  dieser  Grenzwert  unendlich 
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n = 00 

Seien  a n/nd  h reelle  positive  Zahlen,  Bildet  man  der 
Reihe  nach 

«1  ==  i ^ 

+ 

oj  .= i K + 6i)  62 = 

+ 

«3 = i («2  + h)  h = 


so  ist  lim  a,  = lim  6^,  wwc?  cZieser  Grenzwert  heißt  das  arithmetisch- 

« = 0O  71  = 00 

geometrische  Mittel  aus  a und  h {K.  F.  Gaußs,  Werke  3,  361). 

Ist  lim  a^  = a und  setzt  man  s^  = ist^M 

n = X ‘ 

awcÄ  lim  5^  = a.  Näheres  über  diesen  und  ähnliche  Sätzen  ^ 

n = » 

E.  Cesaro,  Lehrbuch  der  algebraischen  Analysis  (Leipzig  1904),  96, 
und  E.  Borei,  Legons  sur  les  series  divergentes  (Paris  1901),  87. 

Aus  lim  \f{x-\-l)  — f{x)\  = A folgt  lim  = A,  voraus- 

«=  + « a:=  + x^ 

gesetzt,  daß  obere  und  untere  Grenze  ^von  f{x)  in  jedem  endlichen 
Intervalle  endliche  Zahlen  sind  (A.  Cauchj,  Analyse  algebrique  " 
(1823),  (Eueres  (2)  3,  54;  vgl.  Stolz-Gmeiner,  Eirdeitwng  in 
die  Funktionentheorie,,  31). 

Aus  lim  — 77^^ — =A  folgt  lim  {f{x)Y  — A,  vorausgesetzt, 

daß  obere  und  untere  Grenze  von  f{x)  in  jedem  endlichen  Inter-r 
valle  endliche  positive  Zahlen  sind  (Gauchy,  l.  c.,  58). 


Kapitel  II. 

Koml)inatorik,  Determinanten  und  Matrices. 

Von  Alfred  Loewy  in  Freiburg  i.  Br. 


§ 1.  Die  Lehre  von  den  Kombinationen.  Die  Binomial- 
koefUzienten.  Die  Polygonal-  und  Pyramidalzahlen.  Die 

figurierten  Zahlen.  Die  Polynomialkoeffizienten, 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Arten,  auf  die  man  n ver- 
schiedene Gegenstände  in  alle  möglichen  Eeihenfolgen  bringen 
kann,  heißt  die  Anzahl  der  Permutationen  der  n Gegenstände 
(das  Wort  ist  eingeführt  von  Jacob  Bernoulli  in  der  Ans 
conjectandi  (1713),  deutsche  Ausgabe  von  Haußner  in  Ostwalds 
Klassikern  der  exakten  Wissenschaften  No.  107,  S.  78).  Sie 
beträgt: 

n{n)  ==  1 • 2 . . . (w  — * 1)  w. 

. Das  Produkt  aller  ganzen  Zahlen  von  1 bis  w bezeichnet 
man  auch  (Kramp,  El^ents  d’ arithmäigue  umverseile,  Cologne 
1808)  mit 

w!  = 1 • 2 • 3 • • • 

und  Hest  n- Fakultät. 

Über  das  Wachsen  von  n\  gibt  folgender  Satz  Aufschluß; 

Isi  c irgendeine  ganze  posUive  Zahl  >1,  so  kann  man 
stets  eine  derartige  positive  ganze  Zahl  n finden,  daß  für  alle 
ganzzahligen  N ^ n der  Ausdruck  N!-  > c^  ist. 

Hat  man  für  die  n Gegenstände  eine  gewisse  Reihenfolge 
festgesetzt  und  ordnet  sie  anders  an,  so  spricht  man  jedesmal, 
wenn  in  dieser  Anordnung  zwei  Gegenstände  in  der  umgekehrten 
Reihenfolge  wie  bei  der  ursprünglichen  Anordnung  aufeinander 
folgen,  von  einer  Inversion  oder  einem  Derangement  (Gabriel 
Gramer,  Introduction  ä Vanalyse  des  lignes  courhes,  1750, 
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Append.,  S.  658).  Sind  die  Gegenstände  mit  1,  2,  3,  . . w 
bezeichnet,  so  hat  man  in  einer  Anordnung  jedesmal  dann  eine 
Inversion,  wenn  eine  höhere  Zahl  einer  niedrigeren  voraufgeht. 

Vertauscht  man  in  einer  gegebenen  Anordnung  irgend  zwei 
Elemente  miteinander,  so  spricht  man  von  einer  Transposition 
(Cauchj,  J,  ec.  polyt,  Cah.  17,  18  (1815),  CEuvres  (2)  1,  81). 

Eine  Anordnung  heißt  gerade  oder  von  der  ersten  Klasse, 
wenn  sie  eine  gerade  Anzahl  von  Inversionen  enthält;  im 
anderen  Fall  heißt  sie  wigerade  oder  von  der  zweiten  Klasse. 
Eine  Anordnung  der  ersten  (zweiten)  Klasse  läßt  sich  stets  aus 
der  ursprünglichen  oder  natürlichen  Anordnung  durch  eine  gerade 
(ungerade)  Anzahl  von  Transpositionen  gewinnen.  Jede  Trans- 
position ändert  die  Klasse  einer  Anordnung.  Zwei  beliebige 
Anordnungen  können  stets  nur  durch  eine  gerade  oder  nur 
durch  eine  ungerade  Anzahl  von  Transpositionen  ineinander  q 
übergeführt  werden.  Jede  Anordnung  kann  durch  Transposi- 
tionen in  jede  andere  übergefübrt  werden.  Irgend  zwei  An- 
ordnungen gleicher  (ungleicher)  Klasse  gehen  durch  eine  gerade 
(ungerade)  Anzahl  Transpositionen  ineinander  über. 

Über  die  Klasse  einer  Anordnwng  gibt  auch  das  aus 
den  n Größen  «g,  ...,  a^  gebildete  DijferenzenproduTct 
(vgl.  § 4 dieses  Kapitels  bei  der  Van  der  mondeschen  oder 
C au chy sehen  Determinante,  S.  68) 

A(ai,  (»2,  . . a„)  = JJ{aj  - a,)  (J>i) 

hJ 

aus  Faktoren  Aufschluß.  Ist  %,  iCg,  . . .,  irgendeine 


Anordnung  der  ersten  n Zahlen  1,  2,  . . .,  w,  so  gehört  die 
Anordnung  ajgj  • • •>  ^ erste  (zweite)  Klasse,  falls 


der  Quotient 


A . . .,  x„) 

A (1,  2,  . . .,  n) 


den  Wert  -|-  1 (—  l)  hat.  Die  durch  die  Anordnung  auf 
obige  Weise  bestimmte  Zahl  + 1 heißt  der  Modul  der  An- 
ordnung; sie  ist  für  die  Determinantentheorie  von  größter 
Wichtigkeit.  Der  Modul  der  Anordnung  X2,  . > kann 

auch  auf  folgende  Weise  bestimmt  werden:  er  hat  den  Wert 
( — 1)”“%  wenn  die  Permutation 

/I  2 3 ...  w\ 

Ul  ...  xj 


als  Produkt  r zyklischer  Faktoren,  von  denen  keine  zwei  ein 
Element  gemeinsam  haben,  dargestellt  werden  kann;  hierbei 


§ 1.  Die  Lehre  von  den  Kombinationen. 
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sind  auch  die  eingliedrigen  Zykeln  mitzurechnen  (vgl.  Kap.  HI). 
Alle  angeführten  Sätze  finden  sich  bereits  bei  Cauchy,  J.  ec. 
pölyt,  Cah.  17,  29  (1815),  (Euvres  (2)  1,  91  ff.  Von  neueren 
Darstellungen  vgl.  man  etwa  Kronecker,  Vorl.  üh.  d.  Theorie 
d.  Determinanten,  herausg.  von  Hensel,  Leipzig  1903,  S.  299. 

71  ^ 

Es  gibt  Änordmmgen  der  ersten  Klasse  imd  ebensoviele 


der  zweiten  Klasse. 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Anordnungen  von  n Ele- 
menten, unter  denen  a gleiche  einer  Art,  b gleiche  einer  zweiten 

Art  usw.  Vorkommen,  ist  , 

^ /Tf  T n I ^ f 


Die  Anzahl  der  verschiedenen  Arten,  auf  die  man  unter  n 
gegebenen  Gegenständen  h auswählen  kann,  ohne  die  Reihen- 
folge zu  berücksichtigen,  in  der  die  h Dinge  gewählt  werden, 
heißt  die  Auzahl  der  einfachen  Kombinationen  der  n Gegenstände 
zur  Klasse.  Die  Bezeichnung  geht  auf  Blaise  Pascal 
zurück,  der  von  multitude  des  combinaisons  de  k dans  n spricht 
(Usage  du  tricmgle  arithmetique,  Paris  1665,  (Euvres  5,  25 
(1779),  Cantor,  Vorl.  über  Geschichte  der  Mathematik.^  2.  Aufl., 
Leipzig  1900,  2,  752). 

Die  fragliche  Anzahl  beträgt 

^ _ n (n  — 1)  (w  — 2) . . . (w  — fc  -f-  1)  (n\ 

12.3  ...  A;  “ U/  ' 

n ! 

” k\{n  — k)\' 

Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  der  Satz: 

Die  Zahl  läßt  sich  auch  als  die  Anzahl  der  ver- 
schiedenen Mengen  definieren,  die  man  erhält,  wenn  man  aus 
n verschiedenen  Dingen  Mengen  von  je  k Dingen  bildet.  Da  in 

keiner  der  Mengen  ein  Gegenstand  mehrfach  auftritt,  so 

spricht  man  von  Kombinationen  von  n Dingen  zu  je  k ohne 
Wiederholung. 

Wenn  in  den  Kombinationen  jedes  Element  wiederholt 
werden  kann,  so  erhält  man  die  Kombinationen  mit  Wiederholung. 
Die  Anzahl  der  Mengen  von  je  k Zahlen,  die  nur  die  Zahlen 
1,  2,  3,  . . w,  die  gleiche  Zahl  aber  auch  wiederholt,  ent- 
halten, oder,  wie  man  auch  sagt,  die  Anzahl  der  Kombinationen 
von  n Dingen  zu  je  k mit  Wiederhohmg,  ist: 
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(n  -\-k  — 1)  (w  -j-  Ä — 2)  ... 

_ t72  ~ . . 

^ — 1)! ^ /n  + Ä—  1\ 

Ä:!(n  — 1):  Je  )' 


Vertauscht  man  die  Elemente  der  einzelnen  Kombinationen  auf 
alle  möglichen  Weisen,  so  erhält  man  die  Yariaiionen,  Die  Anzahl 
der  verschiedenen  Arten,  auf  die  man  k Gegenstände,  die  man 
beliebig  unter  n gegebenen  Gegenständen  auswählt  (k  < w),  auf  k 
feste  Plätze  verteilen  kann,  heißt  die  Anzahl  der  einfachen  Varia- 
tionen der  n Gegenstände  mr  Klasse.  Ihre  Anzahl  beträgt 


{n  — fc) ! 

Für  k = n werden  die  Variationen  zu  Permutationen.  Wenn  in 
den  Variationen  jedes  Element  wiederholt  werden  darf,  so  er- 
hält man  die  Variationen  mit  Wiederholung.  Ihre  Anzahl  ist 

D' 


Die  Zahlen  nennt  man  auch  die  Binomiah 

koeffizienten,  weil  sie  die  numerischen  Koeffizienten  der  verschie- 
denen Glieder  in  der  Entwicklung  der  Potenz  eines  Binoms  sind; 


(a  + 6)”  = a"  + a’-^b  + a’-H^  + 

• • • + (j)  »"-*&*  • ■ • + 6». 

Sämtliche  Binomialkoeffizienten  lassen  sich  mittels  des 
sogenannten  Blaise  Pascalschen  arithmetischen  Dreiecks  {TraiU 
du  triangle  arifhmetique,  Paris  1665,  (Euvres  5,  1 (1779)) 

1 

1 1 
12  1 
13  3 1 

1 4 6 4 1 

1 5 10  10  5 1 


bilden.  Man  erhält  die  Zahlen  einer  Zeile  durch  Addition  der 
beiden  in  der  vorhergehenden  Zeile  unmittelbar  über  ihnen 
stehenden.  Die  Zahlen  der  n -f-  1*®“  Horizontalreihe  geben  die 
Binomialkoeffizienten  der  Entwicklung  von  (a  b)”.  Das  Pascal- 


§ 1.  Die  Binomialkoeffizienten. 
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sehe  Dreieck  findet  sich  übrigens  schon  in  einer  chinesischen 
Schrift  des  14.  Jahrhunderts  (Tropfke,  Geschichte  der  Elementar- 
Mathematik  2,  326,  Leipzig  1903). 

Bei  dem  Symbol  nennen  wir  n die  Basis  und  k den 

Index.  Das  Symbol  das  bis  jetzt  nur  für  ganzzahlige  posi- 
tive n und  k verwandt  wurde,  behält  auch  für  heUeUge  reelle  imd 
komplexe  n einen  Sinn;  sei  als  1 definiert.  Es  ist 

("S-f-iy-C+J“') 

und  im  besonderen 

ri) 

Die  Binomialkoeffizienten  mit  ganzen  negativen  Zahlen  als  Basis 
sind,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  die  in  einer  Diagonale  stehenden 
Zahlen  des  Pascalschen  arithmetischen  Dreiecks. 

Für  beliebige  m und  n gilt  das  Additionstheorem  der 
Binomialkoeffizienten : 

rt")-00+(.:.)(T)+(.:j0+-+(:)G)- 


(Euler,  Acta  Acad.  Betrop.  V (1781),  S.  74.)  Für  m = X er- 
hält man  die  grundlegende  Eigenschaft  des  Pascalschen  Dreiecks: 

(Michael  Stifel,  ArithmeUca  integra,  Nürnberg  1544,  zu  vgl. 
M.  Cantor,  Vorl.  über  Geschichte  d.  Math.  2,  433).  Für 
m = — 1 wird; 


Für  ganzzahlige  positive  r < Ä ist  = 0;  daher  ergibt  sich 
für  ganzzahlige  positive  n = k aus  der  letzten  Formel; 


0 = 


(-1)» 


Für  ganzzahlige  positive  n sei  noch  angefühi’t 


(«•)  - (« - j)  ’ 
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ferner  die  aus  dem  Additionstbeorem  der  Binomialkoeffizienten 
für  ganzzahlige  positive  n = m = h sich  ergehende  Formel: 


c:)=^+(rr+(y+ar+ 


+ 


n\2 

nj 


Aus 


(o  + 6)“  = a”  + «"-»6  + Q + 

folgt  durch  Spezialisierung  für  a — h ~ 1: 


-f 


6" 


1 + 


+ o + 


+ 


Für  ganzzahlige  n gelten  ferner  die  Formeln: 


n)2 

n) 


ist  gleich  ( — iy^(n\  für  gerade  n und  0 für  ungerade 


Eine  Sammlung  von  Summenformeln  für  die  Binomial- 
koeffizienten gibt  J.  G.  Hagen  in  seiner  Synopsis  der  höheren 
Mathematik  1,  64,  Berlin  1891.  Man  vgl.  hierzu  auch 
das  letzte  Kapitel  in  dem  Lehrhuch  der  Kombinatorik  von 
E.  Netto  (Teuhners  Sammlung  7,  Leipzig  1901),  das  eine 
sehr  vollständige  Behandlung  aller  Fragen  der  Kombinatorik 
liefert.  Als  ältere  ausführliche  Darstellung  der  Kombinations- 
lehre sei  der  zweite  Teil  der  schon  oben  zitierten  Ars  con- 
jectandi  von  J.  Bernoulli  genannt.  Vorgänger  von  J.  Bernoulli, 
die  sich  mit  Kombinatorik  beschäftigt  haben,  sind  Bl.  Pascal 
{Traite  du  triangle  arithmäique,  1665),  Leibniz  de 

arte  comhinatoria,  1666,  zu  vgl.  Cantor,  Vorles.  über  Geschichte 
d.  Math..,  2.  Auf!.,  1901,  3,  43  u.  folg.),  Wallis  {Treatise  of 
algebra,  1685). 

Für  die  Binomialkoeffizienten  mit  der  Basis  — gelten  die 
bemerkenswerten  Ausdrücke: 


H) 


1- 3 

2- 4 


J • 4 . 6 


usw. 


über  aus  Binomialkoeffizienten  gebildete  Determinanten 
vgL  dieses  Kapitel,  § 4,  ferner  Pascal,  die  Determinanten 
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{Teu})ners  Sammlwig  3,  Leipzig  1900,  S.  132),  Netto,  Lehrh. 
der  Kombinatorik,  S.  256. 


JEine  ganze  positive  Zahl  N läßt  sich  immer  wnd  nm  auf 
eine  einzige  Art  als  Summe  von  n Binomialkoeffizienten  aus- 
drücken,  deren  Indices  gegeben  sind  u/nd  aus  den  ^natürlichen 
Zahlen  von  1 bis  n bestehen,  während  von  ihren  Basen  diejenige 
die  kleinere  ist,  die  zu  einem  kleineren  Index  gehört,  d.  h.  die 
Formel: 

hat  immer  eine  und  nur  eine  Auflösung  in  ganzen  positiven 
Zahlen  x^,  . . ., 

Bezeichnet  man  mit  dem  Symbol 

[;] 


die  Zahl 


so  erhält  man  den  weiteren  Satz: 


fn-{-k  — 1> 
k 

Wenn  eine  ganze  positive  Zahl  N gegeben  ist,  so  hat  die 
Formel: 


in  der 


ist,  immer  nu/r  eine  Auflösung  in  ganzen  positiven  Zahlen 
x^,  . . x„.  (Vgl.  Pascal,  Giorn.  di  mat  25,  48  (1887).) 


Verallgemeinert  man  die  Konstruktion  des  Pascalschen 
arithmetischen  Dreiecks,  so  gelangt  man  zu  den  Polygonal-  und 
Pyramidalzahlen, 

Man  bilde  das  Dreieck: 

<5  1 

d 1 + ^ 1 
S l-f2d  2 + d 1 
6 l + 3d  3-f3d  3 + d 1 

d l-f4d  4 + 6d  6 + 4d  4 -f- d 1 


in  dem  jedes  Element  einer  Zeile  durch  Addition  der  beiden 

PasoAl,  Bepertoriom.  I.  9.  Aufl.  4 


50  Kapitel  II.  Kombinatorik,  Determinanten  und  Matrices. 


in  der  vorhergehenden  Zeile  über  ihm  stehenden  Elemente  er- 
halten wird.  Für  d ==  1 wird  dieses  Dreieck  zum  Pascalscken. 

Wenn  man  als  erste  Diagonale  die  der  Elemente  S ansieht, 
so  sind  die  in  der  dritten  Diagonale  stehenden  Elemente  für 
d = 1 die  Dreiecks-  oder  Trigonalzahlen,  für  d ==  2 die  Vierecks- 
oder  Quadratzdhlen  usw.,  für  d = k — 2 die  k-EckszaJilen.  Diese 
Zahlen  heißen  auch  Polygonalzahlen.  Der  Name  stammt  daher, 
daß  man  ihre  Einheiten  in  der  Form  eines  regulären  Polygons 
anordnen  kann.  Die  m*®  der  Ä:-Eckszahlen  wird  durch  die  Formel 

i»  [(fc  - 2)  -Qc  - 4)]  = (^)  + (^^  - 2)  • (*) 

{k  Anzahl  der  Polygonseiten,  m Seitenlange,  ausgedrückt  in  der 
Anzahl  von  Punkten,  die  auf  der  Seite  liegen) 

gegeben;  die  Summe  der  ersten  m der  Ä:“Eckszahlen  beträgt; 

^m{m  -f  l)  • [{m  — 1)  • (/c  — 2)  + 3]. 

Die  Polygonalzahlen  sollen  altpythagoräischen  ürsprangs 
sein;  mit  ihnen  beschäftigt  haben  sich  jedenfalls  schon  Hypsikles 
(200 — 100  V.  Ohr.)  und  der  Neupythagoräer  Nikomachus 
(etwa  100  n.  Chr.);  von  Diophant,  dem  Vater  der  Arith- 
metik, existiert  eine  kleine  Abhandlung  über  die  Polygonal- 
zahlen (deutsche  Ausgabe  von  G.  Wertheim,  die  Arithmetik  u, 
die  Schrift  über  Polygonalzahlen  des  Diophantus  von  Alexandria, 
Leipzig  1890). 

Jede  ganze  positive  Zahl  läßt  sich  als  Summe  von  k k-Ecks- 
zahlen  dar  stellen.  Diesen  von  P.  Fermat  (Observations  sur 
Diophante,  CEuvres  de  Fermat,  publ.  par  Tannery  (1891)  1,  305, 
vgl.  die  oben  zitierte  Schrift  von  Wertheim,  S.  162)  in  seinem 
Exemplar  der  Diophantausgabe  (1621)  von  Bachetde  Meziriac 
mit  der  Bemerkung  „propositionem  pulcherrimam  et  maxime 
generalem“  ohne  Beweis  angegebenen  Satz  hat  für  k — 3 (die 
Dreieckszahlen)  zum  ersten  Male  Gauß  in  den  Disguisitiones 
arithmeticae , Art.  293  (Leipzig  1801),  Ges.  Werke  1,  348, 
streng  bewiesen.  Daß  jede  ganze  Zahl  als  Summe  von  4 Quadrat- 
zahlen darstellbar  ist  — ein  wohl  zuerst  von  Bachet  de 
Meziriac  erwähntes  Theorem  — , wurde  von  Lagrange  {Nouv. 
Mcm.  de  Vacad.  de  Berlin  1770,  S.  123,  (Eüvres  3,  189\ 
dann  von  Euler  (Acta  Acad.  Petrop.,  1777,  pars  11,  S.  48), 
sowie  von  Gauß,  a.  a.  0.,  bewiesen.  Den  allgemeinen  Fermat- 
.<iGhen  Satz  hat  zuerst  Cauchy  {3Iem.  de  Vinsiitut  de  Paris 
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14,  annee  1813 — lö,  S.  177,  (Euvres  (2)  6,  320)  bewiesen 
und  ihn  dabei  auf  folgende  Weise  präzisiert: 

Jede  ganze  positive  ZaJd  kann  als  Summe  von  k k-Ecks~ 
zahlen  dar  gestellt  werden^  von  denen  nur  vier  von  0 oder  1 ver- 
schiedene Werte  zu  haben  brauchen.  (Modifizierter  Beweis  bei 
Legendre,  Theorie  des  nombres  (1830)  2,  340 — 356.  Zu 
vgl.  Bachmann,  die  Arithmetik  der  quadratischen  Formen, 
Leipzig  1898,  S.  154  fif.) 

Die  Ä-Eckszahlen,  durch  die  Null  ergänzt: 

0,  1,  2 -f  (Ä  - 2),  3 + 3 (Ä  - 2),  4 + 6 (Ä  — 2),  ... 

bilden  eine  arithmetische  Beihe  zweiter  Ordnumg,  d.  h.  die  Reihe 
ihrer  Differenzen: 

1,  1 + (*  - 2),  1 + 2 (fc  - 2),  1+  3 (fc  - 2),  . . . 

ist  eine  arithmetische  Reihe  erster  Ordnung,  die  mit  1 beginnt 
und  die  Zahl  k — 2 zur  Difierenz  zweier  Nachbarglieder  hat. 

Die  in  der  vierten  Diagonale  stehenden  Zahlen  des  oben 
stehenden  Dreiecks  sind  für  d = 1 die  dreiseitigen  Pyramidal- 
oder Tetraedralzahlen,  für  d ==  2 die  vierseitigen  Pyramidal- 
zahlen usw.,  für  ö = k — 2 die  k-seitigen  Pyramidalzahlen.  Wie 
die  Polygonalzahlen  als  Summen  von  Punkten  bei  regulären 
Vielecken,  so  sind  die  Pyramidalzahlen  geometrisch  durch  die 
Lagerung  von  Kugeln  in  Pyramiden  zu  finden. 

Pie  k-seitigen  Pyramidalzahlen  bilden  eine  arithmetische 
Beihe  dritter  Ordnung,  die  Beihe  ihrer  Differenzen  liefert  die 
k-Eckszaklen. 

Die  der  Ä-seitigen  Pyramidalzahlen  lautet: 

im(mH-l)[3  + (*-l)(/c-2)]  = (’”  + ^)  + (Ä;-2)-(”‘+^). 

Die  Summe  der  ersten  m der  Ä:-seitigen  Pyramidalzahlen  beträgt: 

2)  (m  + 1) »» • [(»»- 1 ) (Ä:-  2)  + 4]  = ^ ^)+ (*[-  2)  • ^ 

An  die  eingeführten  Pyramidalzahlen,  die  von  der  ersten  Ord- 
nung heißen,  schließen  sich  solche  höherer  Ordnung,  wenn  man 
weitergehend  arithmetische  Reihen  vierter,  fünfter  usw.  Ordnung 
einführt  oder,  anders  ausgedrückt,  die  in  der  fünften,  sechsten  usw. 
Diagonale  stehenden  Zahlen  des  obigen  Dreiecks  betrachtet. 


heißen  figmlerte 

4* 


Die  Binomialkoeffizienten 


52  Kapitel  ü.  Kombinatorik,  Determinanten  nnd  Matrices. 


Zahlen.  Die  für  k = 2 sich  ergebende  Zahlenreihe  ^ 
liefert  die  Dreieckszahlen:  1,  3,  6,  10,  15,  .... 

Die  Zahlenreihe  ^ stellt  die  dreiseitigen  Pyramidal- 
zahlen  dar. 

Über  figurierte  Zahlen  vgl.  Jacob  Bernoullis  Ars  cm- 
jectandi,  Teil  ü,  Kap.  III. 


Eine  Verallgemeinerung  der  Binomialkoeffizienten  sind  auch 
die  Polynomialkoeffigienten.  Auf  sie  führt  die  Betrachtung  der 
positiven  ganzzahligen  w*®“  Potenz  eines  Polynoms.  Es  ist: 


In  der  Summe  haben  k^,  . . .,  \ alle  ganzzahligen 
positiven  oder  verschwindenden  Werte  zu  durchlaufen,  die  der 
Bedingung  k^  k^  \ = n genügen.  Die  numerischen 


Koeffizienten  ( 


\k  k ^ k ) Pol^nomiaXkoeffiisienten.  Es  ist 

/ n \ n\ 

\}Cx  k^  . . . k^,_^)  k^l  k^l  . 


kvl 


Die  Polynomialkoeffizienten  lassen  sich  dwch  Binomialkoeffizienten 
ausdrücken  mittels  der  Formel: 


Xltjitj  . ..  A/y_j/  \/Ci/  \ /fcj  / \ «'S  / \ 


\—k^...—k^^A 


m 


§ 2.  Historisches  und  Allgemeines  über  Determinanten. 

Die  erste  Idee  zu  jenen  Bildungen,  die  man  heute  Deter- 
minanten nennt,  stammt  von  Leibniz  (zu  vgl.  Cantor,  Vorl.  über 
Gesch.  der  Math.,  2.  Aufl.,  1901,  3, 110).  Eigentlicher  Begründer  der 
Determinantentheorie  ist  Gabriel  Gramer,  der  bei  dem  Problem 
der  Auflösung  eines  Systems  .linearer  homogener  Gleichungen 
in  seiner  Introdiiction  ä Vcmalyse  des  lignes  courbes  (Genf  1750) 
auf  die  Determinanten  geführt  wurde  (zu  vgl.  Cantor  3,  607). 
An  Gramer  knüpften  Bezout,  Yandermonde  und  Laplace 
an.  Lagrange  verwandte  bei  geometrischen  Problemen  (Sur 
les  pyramides  (1773),  f^uvres  3,  661)  weitgehend  Deter- 
minanten. Das  Wort  „determinans“  ist  von  Gauß  (Disquisitiones 
arithmeUcae  (1801),  Sectio  5,  Artikel  154  u.  267)  geprägt,  aber 
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dort  nur  speziell  für  die  Determinante  einer  quadratischen  Form 
von  2 und  3 Variablen  verwandt  worden.  Eine  vollständige 
Darstellung  der  Determinantensätze  um  ihrer  selbst  willen 
gab  Cauchy  in  einer  grundlegenden  Abhandlung,  J.  ec.  'polyi., 
Cah.  17,  29  (1815),  (Euvres  (2)  1,  91;  er  bezeichnete  die  von 
uns  sogenannten  Determinanten  mit  determinant,  später  aber 
auch  mit  resultant  oder  fonction  alternee.  Allgemein  üblich 
wurde  die  Bezeichnung  „Determinante“  durch  Jacobis  funda- 
mentale Arbeit  „De  formaüom  et  proprietatihus  determinantiwm^^ 
{Jomn.  f.Math.  22, 285  (1841),  G-es.Werke  3,  355,  deutsche  Aus- 
gabe mit  Anm.  von  Stäckel  in  Ostwalds  Klassikern  der  exakten 
Wiss.  No.  77). 

Abgesehen  von  der  1851  erstmalig  erschienenen  Monographie 
von  Spottiswoode,*/^^^./*.  51,  209  (1856)  ist  Brioschis 
Teorica  dei  determincmti  das  erste  Werk  über  Determinanten 
(Pavial854).  Wir  zitieren  weiter  das  Handbuch  von  Rich.Baltzer, 
Theorie  u.  Anwendung  d.  Determinanten  (Leipzig  1857 — 1881, 
1. — 5.  Äufl.),  Trudi,  Teoria  dei  determinanti  e loro  applicazioni, 
Napoli  1862,  P.  Gordan,  Vorl.  über  Invariantentheorie,  Bd.  1: 
Determinanten,  Leipzig  1885,  S.  Günther,  Determinanten, 
1875 — 77,  1. — 2.  Aufl.,  Kronecker,  Vorl.  üb.  d.  Theorie  d. Deter- 
minanten, herausg.  von  Hensel,  Leipzig  1903,  E.  Pascal, 
I determinanti,  Mailand  1896,  deutsche  Ausg.  von  Leitzmann  in 
Teubners  SammluMg  3 (1900),  R.  F.'  Scott,  The  theory  of  deter- 
minants  cmd  their  applications.  Second  ed.  by  Mathews  1904. 
Eine  sehr  genaue  Aufstellung  aller  über  Determinanten  bis 
1900  erschienenen  Schriften  findet  man  bei  Th.  Muir,  Quarterly 
Journ.  18,  21,  36,  eine  eingehende  historische  Behandlung  bis 
zum  Jahre  1841  in  dem  Werke  desselben  Yerf.,  The  theory  of 
determincmts  in  the  historical  order  of  development.  London  1906. 
Schließlich  sei  noch  auf  den  Artikel  ^.^Determinanten'"''  von  Netto 
in  der  Enzyklopädie  der  maih.  Wiss.,  Bd.  1,  sowie  dessen  fran- 
zösische Bearbeitung  von  Vogt  in  der  Encyclopedie  des  Sciences 
math.  verwiesen. 


Irgend  ein  System  von  n^  Größen,  die  in  einem  quadra- 
tischen Schema  angeordnet  sind  und  in  ihrer  Gesamtheit 
aufgefaßt  werden  sollen,  nennt  man  eine  quadratische  Matrix. 
(Der  Name  bei  A.  Cayley,  Journ.  f." Math.  50,  282  (1855), 
Coli.  math.  papers,  Cambridge  1889,  2,  185;  der  Idee  nach 
bereits  bei  Euler,  Nov.  Comm.  Petrop.  15,  75  (1771).)  Wir 
betrachten  die  quadratische  Matrix: 
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«11 

«12  . . 

• «1« 

«21 

«22  • • 

• «2n 

«nl 

«»2  • • 

• ««n 

Man  bilde  alle  n\  Produkte  vom  Typus: 


. . a 


nrn'f 


bei  denen  jede  Anordnung  der  Zahlen  1,  2,  . . .,  w 

darstellt,  und  lege  jedem  solchen  Produkt  das  Vorzeichen  -j- 
oder  bei,  je  nachdem  die  Anordnung  der  Indices  • • •> 

zur  ersten  oder  zweiten  Klasse  (zu  vgl.  S.  44)  gehört.  Die 
algebraische  Summe  der  n\  auf  diese  Weise  erhaltenen  Produkte 
heißt  die  Determinante  der  Größen  und  wird  durch  das 
Symbol : 


«21  «22  • • • ^2n 


^'«2  • • • ^nn 


oder 

oder 


(Cayley  (1841),  Coli.  math.  papers  1,  l), 

«11  »28  • • • «n„  (Cauchy,  Jacobi) 

|Ojit  (.■,i  = l,2,..,«) 


(Henry  J.  St.  Smith  (1862),  Coli.  math.  papers,  Oxford  1894, 
1,  229,  Kronecker) 

bezeichnet. 

Alle  Größen  a der  quadratischen  Matrix  mit  dem  gleichen 
ersten  Index  stehen  in  der  nämlichen  Zeile  (Horizontalreihe), 
alle  a mit  dem  gleichen  zweiten  Index  in  der  nämlichen 
Kolonne  (Spalte,  Vetiikalreihe).  Der  gemeinsame  Name  für  Zeile 
oder  Kolonne  ist  Reihe. 

Die  Zahl  n heißt  der  Grad  oder  die  Ordnwng  der  Deter- 
minante'^ die  Größen  a^^^  heißen  ihre  Memente.  Im  besonderen 
nennt  man  «22»  • • •?  %n  ^ Hauptelemcnte.,  ihr  Produkt. 
«11  «22  . . . cf>nn  Hauptglüd  der  Determinante;  die  aus  den 
Hauptelementen  bestehende  Diagonale  der  quadratischen  Matri!s 
heißt  die  Hauptdiagonale.  Zwei  Elemente  a^^  und  «^^  der  Deter- 
minante, die  sich  nur  durch  die  Eeihenfolge  ihrer  Indices  unter- 
scheiden, heißen  honjiigierte  Elemente. 
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Die  Determinante  | | kann  als  Funktion  der  n^  quadratisch 

ge^dneten  Elemente  a^j^  durch  folgende  drei  charakteristische 
Eigenschaften  eindeutig  definiert  werden', 

1.  sie  ist  eine  ganze,  lineare,  homogene  Funktmi  der  Ele- 
mente jeder  Zeile, 

2.  sie  ändert  nur  ihr  Vorzeichen,  wenn  man  irgend  zwei 
Zeilen  miteinander  vertauscht^ 

3.  wenn  = ®22  ^ ‘ ^ ^ anderen  Ele- 

mente 0 gesetzt  werden,  nimmt  sie  den  Wert  1 an.  Statt  der 
zweiten  Eigenschaft  genügt  die  Voraussetzung,  daß  die  Funktion 
verschwinden  soll,  wenn  irgend  zwei  Zeilen  übereinstinmien. 
(Weier Straß,  Ges.  Werke  3,  271;  Zu/r  Determinantentheorie. 
Kronecker,  17,  Vorlesung.  Frobenius,  Journ.  f.  Math. 
129,  179  (1905).) 

Die  Determinanten  lassen  sich  auch  mit  Hilfe  der  Graß- 
mann sehen  Ausdehnungslehre  definieren  (vgl.  H.  Graßmann, 
Ges.  math.  Werke  lg,  herausg.  von  F.  Engel,  Leipzig  1896, 
S.  43  und  400,  ferner  Scott,  The  theory  of  determinants). 

Wenn  in  einer  Determinante  alle  Elemente  einer  Beihe  Null 
sind,  so  ist  die  Determinante  Null. 

Der  Wert  einer  Determinante  bleibt  ungeändert,  wenn  man 
sie  umstürzt,  d.  h.  Zeilen  und  Kolonnen  miteinander  vertauscht. 

Vertauscht  man  in  einer  Determinante  zwei  parallele  Beihen 
miteinander,  so  ändert  die  Determinante  nur  ihr  Vorzeichen. 
Eine  Determinante  mit  zwei  identischen  Parallelreihen  ist  Null. 

Eine  Determinante  wird  mit  einer  Zahl  k multipliziert,  indem 
man  die  Elemente  einer  Beihe  mit  k multipliziert. 

Ändei't  man  das  Vorzeichen  aller  Elemente,  für  .welche  die 
Summe  der  Indices  eine  umgerade  Zahl  ist,  so  ändert  sich  der 
Wert  der  Determinante  nicht.  Multipliziert  man  jedes  Element  a.^ 
der  Determinante  mit  p*~^,  wobei  p eine  beliebige  Zahl  bedeutet., 
so  behält  die  Determinante  ihren  Wert. 

Eine  Determinante  ist  Null,  wenn  die  Edemente  einer  Beihe 
die  nämlichen  Vielfachen  der  Elemente  einer  zu  ihr  parallelen 
Beihe  sind. 

Eine  Determinante  verschwindet , wenn  die  Elemente  einer 
Beihe  die  nämlichen  linearen  Kombinationen  der  Elemente  von 
Parallelreihen  sind,  und  umgekehrt. 

Der  Wert  einer  Determinante  ändert  sich  nicht,  wenn  man 
zu  den  Elementen  einer  Beihe  ein  und  dasselbe  Vielfache  der 
entsprechenden  Elemente  einer  Parallelreihe  hinzufügt. 
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Eine  Betermmante,  in  der  die  Elemente  einer  Beihe  Aggre- 
gate von  m Gliedern  sind,  ist  der  Summe  von  m Betermma/nten 
gleich;  diese  stimmen  mit  der  ursprünglichen  Betermmante  völlig 
überein,  nur  in  der  Beihe  mit  den  Aggregaten  stehen  die  einzelnen 
Summanden. 


Wenn  man  in  einer  quadratischen  Matrix  vom  w*®“  Grade 
7»  Zeilen  und  m Kolonnen  wegläßt,  so  bleibt  eine  quadratische 
Matrix  vom  Grade  n — m übrig;  die  durch  eine  solche  Matrix 
dargestellte  Determinante  heißt  ein  Minor  oder  eine  Sub- 
determinante oder  eine  JJnterdeterminante  oder  eine  Partial- 
determinante n — Grades.  Wenn  ihre  in  der  Hauptdiagonale 
stehenden  Elemente  nur  Elemente  aus  der  Hauptdiagonale  der 
ganzen  Determinante  sind,  so  bezeichnet  man  sie  als  eme. 
Hauptmiterdeterminante. 

Es  gibt  Unterdeterminanten  (n  — m)^  Grades  und 

ebensoviele  Grades,  hiervon  sind  Hauptunterdeterminanten. 
Bildet  man  bei  einer  Unterdeterminante  m*®“  Grades 

bei  der  die  Ordnungszahlen  der  Zeilen  und  Kolonnen  in  ihrer 
arithmetischen  Eeihe  aufeinanderfolgen: 

(ßl  92  9z  ‘ ‘ 9m'>  \ ^*2  ^8  ' ' * ^»n)> 

die  Summe  der  Indices 

= 5^1  + ^2  H ' + -H  + ^2  + • * * + 

SO  heißt  diese  Zahl  der  Index  der  betreffenden  Unterdeterminante 
(Kroneckers  Vorl,,  S.  326);  bei  Trudi  {Teoria  dei  determinanti, 
S.  17)  führt  sie  den  Namen  Charakteristik. 

Eine  ünterdeterminante  ist  gerader  oder  ungerader  Klasse, 
je  nachdem  ihr  Index  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist. 
Zu  jeder  m reihigen  Unterdeterminante 

gehört  eine  n — m reihige 

it  ^9m  + + 2 */n  + 2 ‘ " * 

sie  wird  durch  Unterdrücken  der  Zeilen  und  Kolonnen,  aus 
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denen  die  erste  Determinante  besteht,  gebildet.  Die  Zahlen 

.^1»  ffi’i  • • *5  9m'i  + 9n 

und 

^1,^2,...,  ^rn  + li  ' • "I 

{^9l  92,  ^ 9z  * ‘ ^mi  ^m  + 1 ^»1  + 2 ' * * 9n'i 
\ \ ‘ hfn'i  ^m  + 1 + 2 ^ ^n) 

sind,  von  der  Reihenfolge  abgesehen,  die  Zahlen  1,  2,  . . .,  w. 
Diese  beiden  ünterdeterminanten  heißen  adjimgiert  oder  kom- 
plementär zueinander.  Die  Indices  komplementärer  Determinanten 
sind  entweder  beide  gerade  oder  beide  ungerade  Zahlen. 

Die  algebraische  Ädjungierte  oder  das  algebraische  Kom- 
plement (viele  Autoren  verwenden  auch  die  Bezeichnung  adjun- 
giert  oder  komplementär  im  Sirme  von  algebraischer  Adjtmgierten 
oder  algebraischem  Komplement)  einer  Unterdetermina/nte  ist  die 
zu  der  gegebenen  Unterdeterminante  komplementäre  oder  adjun- 
gierte  mit  dem  positiven  oder  negativen  Vorzeichen,,  je  nachdem 
ihr  Index  eine  gerade  oder  imgerade  Zahl  ist. 

Die  algebraische  Ädjungierte  oder  das  algebraische  Kom- 
plement der  Determinante 

ist  demnach 

das  heißt  der  Faktor  von 

in  der  Entwicklung  der  ursprünglichen  Deterrmnante  A. 

Sieht  man  die  Größen  a^^  als  unabhängige  Variablen  an, 
so  kann  die  algebraische  Ädjungierte  von 

in  der  Form  eines  partiellen  Differentialquotienten,  nämlich 

' 

geschrieben  werden. 

Jede  Determinante  ist  gleich  der  Summe  der  Produkte  sämt- 
licher in  m Zeilen  oder  Kolonnen  enthaltener  m-reihiger  Unter- 
determinanten und  ihrer  algebraischen  Adjungierten  (sogenannter 


58  Kapitel  11.  Kombinatorik,  Determinanten  und  Matrices. 


ZerlegungssaU  von  Laplace,  Recherches  sur  le  calcul  integral 
et  sur  le  Systeme  du  monde,  Hist,  de  Vacad.  des  sdences  1772, 
(Huvres  8,  401,  Paris  1894.  Er  findet  sich  in  speziellerer 
Form  bei  Van  d er  monde  in  einer  Laplaces  Aufsatz  unmittelbar 
voraufgehenden  Abhandlung,  Sur  Velimination,  deutsche  Ausg., 
Berlin  1888,  S.  96).  Betreffs  des  Laplaceschen  Zerlegungssatzes 
vgl.  auch  § 1 1 dieses  Kapitels. 

Die  Summe  der  Produkte  der  in  m Reihen  enthaltenen  Unter- 
determinanten und  der  algehraischen  Adjungierten  der  entsprechenden 
Unter determinanten,  die  aus  anderen  m Parallelreihen  entnommen 
sind,  ist  Null. 

Aus  diesen  Sätzen  folgt  für  m = li  Ist  die  algebraische 
Adjungierte  des  Elementes  a^j,  der  Betermmante  A,  so  gelten  die 
Relationen'. 

^U^lk  + + i"  ^n  -Ank  = i = 1,  2,  . . .,  «. 

Al  + <^iAk^  + (■  An  = * = b 2,  . . n. 

ist  das  Kroneckersche  Symbol.,  das  für  i — k den  Wert  1, 
für  i^k  den  Wert  0 hat  (Kronecker,  Journ.  f.  Math.  68,  276 
(1868),  Ges.  Werke  1,  150). 

Aus  dem  Laplaceschen  Satz  ergibt  sich: 

Eine  Determinante  n^^  Grades,  bei  der  alle  Elemente.,  die 
m Zeilen  (Kolonnen)  mit  n — m Kolonnen  (Zeüen)  gemeinsam 
haben,  verschwinden.,  ist  das  Produkt  einer  Determinante  n — m^”’ 
Grades  und  einer  m*^^  Grades. 

Eine  Determinante  n^‘^  Grades,  bei  der  alle  Elemente,  die 
m Zeilen  (Kolonnen)  mit  mehr  als  n — m Kolonnen  (Zeilen) 
gemeinsam  haben,  verschwinden.,  ist  Null.  * 


Das  Produkt  zweier  Determinanten  gleichen  Grades.,  von 
denen  die  ei/ne  a-j^.,  die  andere  b.j^  zu  Elementen  hat,  läßt  sich 
in  Form  einer  Determinante  gleichen  Grades  mit  den  Elementen 
schreiben,  wobei  c.j.  einem  der  vier  Ausdrücke: 

^ik  = H H ^irfink 

(Komposition  der  Zeilen  von  A mit  den  Kolonnen  von  B) 

==  «e  Al  + «e2^Jfc2  + •••  + 

(Komposition  der  Zeilen  von  A mit  den  Zeilen  von  B) 

<^ik  = + «2i^Ä2  + ••  • + %i\n 

(Komposition  der  Kolonnen  von  A mit  den  Zeilen  von  B) 

= + ^^nfink 

Komposition  der  Kolonnen  von  A mit  den  Kolonnen  von  B^ 
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gleich  sein  kann.  {MultiplikaUonssaU  von  Camhy  und  Binet, 
J.  ec.  polyt,  Gab.  17,  81  u.  111  (1815),  Gab.  16,  287  (1813). 
Vgl.  den  auf  die  charakteristischen  Eigenschaften  der  Deter- 
minante gegründeten  Beweis  in  Weierstraß’  Werken  3,  283, 
ferner  den  Beweis  in  H.  Graßmanns  Werken  Ij,,  400.) 

Durch  Hinzufügen  von  Zeilen  und  Kolonnen  läßt  sich  der 
Grad  einer  Determinante  erhöhen.  In  der  Hauptdiagonale  sind 
lauter  Einser  und  an  den  noch  freien  Plätzen  auf  der  einen  Seite 
der  Diagonale  lauter  Nullen,  auf  der  anderen  Seite  beliebige 
Größen  beizufügeu. 

Hat  man  zwei  Determinanten  ungleichen  Grades  miteinander 
zu  multiplizieren,  so  bringe  man  die  von  niedrigerem  Grade 
auf  denselben  Grad  wie  die  andere. 

Ein  nach  Zeilen  und  Kolonnen  rechteckig  geordnetes  System 
von  Elementen: 


«1,  ... 

«ln 

■ 

«21 

«22  • • • 

«2n 

«ml 

«m2  ••• 

«mn 

abgekürzt  geschrieben: 

II  ^ik  II  (*  = 1,  2,  . . m;  kj=  1,  2,  . . n), 

heißt  eine  rechteckige  Matrix  von  m Zeilen  und  n Kolonnen.  Der 
erste  Index  der  Elemente  charakterisiert  die  Zeile,  der 
zweite  die  Kolonne. 

Die  Definition  einer  Determinante  durch  charakteristiscfie 
Eigenschaften  läßt  sich  auf  rechteckige  Matrices  erweitern.  Hat 
man  eine  rechteckige  Matrix  von  m Zeilen  und  n Kolonnen  mit 
den  Elementen 

a.^  (/  = 1,  2,  . . w;  h =1,  2,  . . n), 

SO  ist  jede , Funktion  der  nm  Elemente  die 

1.  in  bezug  auf  die  Elemente  jeder  Zeile  der  nm  rechteckig 
geordneten  Größen  eine  ganze,  lineare,  homogene  Funktion 
ist,  und 

2.  nur  ihr  Vorzeichen  wechselt,  wenn  man  irgend  zwei 
Zeilen  miteinander  vertauscht, 

eine  lineare  homogene  Verbindung  mit  konstanten  Koeffizienten 
der  Determinanten  m*®“  Grades,  die  man  aus  der  gegebenen  Matrix 
bilden  kann.  Für  m > w liefert  die  Matrix  keine  Determinante 
^ten  Qj-a^es;  die  gesuchte  Funktion  ist  Null.  Für  m — n er- 


60  Kapitel  II.  Kombinatorik,  Determinanten  und  Matrices. 

hält  man  die  mit  einem  von  den  Größen  a unabhängigen  Faktor 
multiplizierte  Determinante  der  Größen;  die  Festlegung  der 
Konstanten  geschieht  in  diesem  Fall  durch  die  auf  S.  55  er- 
wähnte dritte  Bedingung  (vgl.  Frobenius,  Journ.  f.  Math. 
129,  179  (1905),  Hensel,  ebenda  126,  73  (1903),  Kronecker, 
18.  Vorlcs). 

Die  angegebene  Definition  kann  zum  Beweis  des  oben  er- 
wähnten Laplaceschen  Zerleguugssatzes  und  des  erweiterten 
Multiplikationstheorems  (siehe  unten)  dienen. 

Hat  man  zwei  rechteckige  Matrices  mit  m Zeilen  und 
n Kolonnen  und  stellt  die  Summe  der  Produkte  der  Elemente 
einer  Zeile  der  einen  Matrix  und  der  entsprechenden  Elemente 
einer  Zeile  der  anderen  Matrix  her,  so  ergeben  sieb  m*  Größen. 
Diese  bilden,  wenn  man  sie  in  eine  quadratische  Matrix  ordnet, 
eine  Determinante  m*®“  Grades;  sie  heißt  das  ZeüenproduM 
der  leiden  rechteckigen  Matrices. 

Erweiterter  Multiplikationssatz: 

Bas  Zeilenprodukt  zweier  rechteckiger  Matrices  von  m Zeilen 
tmd  n Kolonnen  ist  für  m < n gleich  der  Summe  der  Produkte 
der  Beterminanten  m^”'  Grades,  die  in  der  einen  Matrix  enthalten 
sind,  in  die  entsprechenden  Beterminanten  Grades  der  anderen 
Matrix  (Cauchy  u.  Binet),  hingegen  für  m'^n  gleich  Null 
(Jacobi,  de  formatione  et  proprietatibus  determinemtium,  Art.  13 
u.  14). 

Jede  Unterdeterminomte  einer  Beterminante,  die  das  Produkt 
zweier  Beterminomten  ist,  kann  als  Zeilenprodukt  zweier  recht- 
eckiger Matrices  emgesehen  werden.  Ist  also 

s = n 

(t,  ^=1,  2,  ...,  n), 

« = 1 

SO  ist  die  Determinante; 

i kl  ^^4  //j  • • • Ä„, 

das  Zeilenprodukt  der  zwei  rechteckigen  Matrices; 


• • • 

^9in 

blAj  h^hi  • • • 

5«  hl 

^9i^  • • • 

^9in 

und 

5iä4  52*4  • • • 

hfl  *4 

^9m  « 

bih^  . . . 

5»  Am 

■ Die  Determinante  B,  deren  Elemente  die  algebraischen 
Adjungierten  der  Elemente  a^j^  einer  gegebenen  Determinante  Ä 
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sind,  heißt  nach  Cauchy  (J.  ec.  polyt,  Cah.  17,  64  (1815), 
CEuvres  (2)  1,  125)  im  Anschluß  an  Gauß^  JDisquisiUones  arith- 
meticae,  Art.  267  u.  268,  die  zur  gegebenen  adjtmgierte  Beter- 


Die  adjimgierte  Betermmcmte  einer  Beterminante  w*’”  Grades 
ist  die  n — Potenis  der  ursprimglichen  (Cauchy,  a.  a.  0., 
S.  82,  im  speziellen  Fall  n — 3 bereits  bei  Lagrange  (1773), 
(Euvres  3,  665,  sowie  bei  Gauß,  Bisquisitiones  arithmeticae, 
Art.  267). 

Nennt  man  zwei  Unterdeterminanten  der  Determinante  Ä 
und  ihrer  adjungierten  D,  die  aus  den  gleichen  Zeilen  und 
Kolonnen  vonA  und  B gebildet  sind,  einander  entsprechend,  so 
läßt  sich  sagen: 

IMe  helieUge  in  B enthaltene  Unterdetermmante  vom 

Grade  ist  gleich  der  m — 1*^  Potenz  der  ursprünglichen 
Beterminante,  multipliziert  mit  derjenigen  Unterdeterminante  von  Ä, 
die  der  algebraischen  Adjungierten  von  B^  entspricht;  also: 

(^gl-  § dieses  Kapitels.  Jacobi,  Formel  12  des  Art.  ll  de 
formatione  et  proprietatihus  determi/nmtiuvh , vorher  (1834)  im 
Journ.  f.  Math.  12,  9,  Ges.  Werke  3,  201.) 

Für  m = n — 1 folgt: 

Bie  algebraische  Adjimgierte  eines  Elementes  A*  von  B ist 
gleich  a^j^,  multipliziert  mit  der  n — 2^^  Potenz  von  A. 


dB 

dA 


A« 


-2 


ik 


"ik- 


Für  w = 2 ergibt  die  Jacobi  sehe  Formel  die  häufig  ver- 
wandte Relation: 


Aus  den  Cauchy- Jacobischen  Resultaten  folgt: 

Werm  eine  Beterminante  den  Wert  Null  hat,  so  werden  auch 
ihre  adjtmgierte  Betermincmte  sowie  deren  sämtliche  Unterdeter- 
mmmten  zweiten  umd  höheren  Grades  Null. 

Multipliziert  man  zwei  Beterminanten  umd  ihre  adjtmgierfen 
Beterminamtm  auf  amaloge  Weise,  so  ist  das  zweite  Produkt  die 
adjwngierte  Beiermmante  des  ersten  Produktes. 
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Sylvester  scher  Determinantensatz  (Sylvester,  Philos. 
Magazine  (1851),  Coli.  mafh.  papers  1,  243,  Frobenius,  Jowrn. 
f.  Math.  86,  53-  (1879)  u.  114,  189  (1895)):  Sei 


so  ist 

wobei 

und 


«11 

«12  ... 

■ ^iTO 

%1 

«22  . . • 

■ ^2  TO 

^2ß 

^ml 

«to2 

«to/9 

«^2  • • 

' ^am 

«a/9 

+ 2,  TO  + 2 • • 

II 

n — m — l 


11  ^22 


. . . a. 


^ ± «11  «2 


Die  Determinante  kann  man  als  geränderte  Deter- 

minante ansehen.  Es  ist 

i = m k = m 

^aß  ~ ^aß^m  ~~  2 2 ^ik^iß^ak-» 


i=l  k = l 


wobei 


(<  = 1,  2, . . . , nt ; A:=  1,  2, . . . , m). 


Hieraus  folgt  die  häufig  verwandte  Formel: 


«11 

«12  . 

••  «ITO 

«1 

«21 

«12  . 

> • <*2to 

«2 

«TOl 

«to2  • 

• ' «TOTO 

«TO 

^1 

«^2  • 

••  ^TO 

0 

i=m  k = m 

^ 2 2^ik'^i'^k'i 


i = l k = l 


(vgl.  von  Lehrbüchern  etwa  H.  Weber,  Algebra  1,  95  u.  115). 


Verschwinden  bei  einer  Deteiminante  alle  Unterdeterminanten 
j _j-  iten  hingegen  nicht  sämtliche  Grades,  so  heißt 

nach  Frobenius  (Journ.  f.  Math.  86,  148  (1879))  l der  Bang 
der  Determinante. 

Man  kann  auch  vom  Bange  einer  3Iatrix 

II  a^)^  II  (t  = 1,  2,  . . m;  Är  = 1,  2,  . . n) 
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sprechen.  Eine  Matrix  |la,-;fc||  ist  vom  Bange  l,  wenn  alle  Deter- 
minanten l + l*'"  Grades,  die  sie  enthält,  imd  daher  auch  alle 
Determinanten  höheren  Grades  Null  sind,  hingegen  nicht  alle 
Determinanten  Grades  verschwinden.  Damit  eine  Matrix  ||a,t|| 
den  Rang  l hat,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  sie  wenigstens 
eine  Determinante  Z*®“  Grades,  etwa 

-4i 

^ dl  ^11  ^22  • • • 

enthält,  die  nicht  verschwindet,  und  daß  aJle  diejenigen  Deter 
minanten  verschwinden,  die  sich  aus 

^ dz  ^11  ^22  • • • öf» 

durch  Hinzufügen  einer  neuen  Zeile  und  einer  neuen  Kolonne 
bilden  lassen,  also  alle  Determinanten 

^ dl  ^22  " • 

wobei  Q und  6 nur  alle  Zahlen,  die  größer  als  l sind,  durch- 
laufen {Satz  von  KronecTcer,  Jou/rn.  f.  Math.  72,  152  (1870), 
Ges.  Werke  1,  238). 

§ 3.  Symmetrische  und  schiefe  Determinanten.  Jacobische 
Symbole.  Hermitesche  Determinanten. 

Wenn  so  heißt  die  Determinante  symmetrisch'., 

ist  a.j^=^  — a^.  (i  ^ /c),  so  wird  sie  schief  genannt  (Cayley, 
Jowrn.  f.  Math.  32,  119  (1846),  Coli.  math.  papers  1,  332)  und 

ist  schließlich  (i  = Ä;),  also  a^^  = 0,  so  heißt  sie 

schief  symmetrisch  (Cayley,  Journ.  f.  Math.  38,  93  (1849), 
Coli.  math.  papers  1,  410),  halbsymmetrisch  oder  alternierend. 

Das  Quadrat  einer  jeden  Determinante  kann  als  symme- 
trische Determinante  dargestellt  iverden. 

In  einer  symmetrischen  Determinante  sind  die  algebraischen 
Adjwigierten  zweier  konjugierter  Elemente  a.j^  und  a^^.  einander 
gleich;  mithin  ist  die  adjungierte  Determinante  einer  symmetrischen 
Determinante  ebenfalls  symmetrisch. 

Wenn  in  einer  symmetrischen  Determinante  alle  Haupt- 
wnterdeterminanten  u/nd  r -j-  1^^'^  Grades  verschwinden,  so 
verschwinden  alle  Unterdeterminanten  r^^  u/nd  höheren  Grades 
(G.  Frobenius,  Journ.  f Math.  82,  242  (1877),  S.  Gundel- 
finger,  ebenda  91,  229  (1881),  G.  Frobenius  lli,  192  (1895)). 
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Eine  schief  symmetrische  Determinante  von  wigeradem  Grade 
ist  Null;  ihre  adju/ngierte  Determinante  ist  symmetrisch. 

Eine  schiefsymmetrische  Determinante  geraden  Grades  ist 
das  vollständige  Quadrat  einer  ganzen  rationalen  Funktion  ihrer 
Elemente  a^^  (Cayley,  Journ.  f.  Math.  38,  93  (1849),  Cöll.  math. 
papers  1,  410),  vgl.  auch  Mertens,  Journ.  f.  Math.  82,  207 
(1877);  die  adjungierte  Determinante  einer  schief  symmetrischen 
Determinante  geraden  Grades  ist  ebenfalls  schiefsymmetrisch. 

Der  Ausdruck,  dessen  Quadrat  die  schiefsymmetrische  Deter- 
minante geraden  Grades  ist  und  der  bereits  von  Jacobi,  Jcmrn. 
f.  Math.  2,  356  (1827)  u.  ebenda  29,  237  (1845),  Ges.  Werke  4, 
26  u.  420  behandelt  wurde,  heißt  nach  Cayley  die  Jacohische 
{Journ.  f.  Math.  38,  94  (1849))  oder  Pf  aff  sehe  {Journ.  f.Matk. 
60,  300  (1855))  Funktion  oder  nach  Scheibner  {Leipz.  Ber. 
(1859),  151)  HaTbdeterminante. 

Die  Anzahl  der  Glieder  einer  Jacobi  sehen  Funktion,  deren 
Quadrat  eine  schiefsymmetrische  Determinante  w*®“  Grades  ist, 
beträgt  1 • 3 • 5 •••(??  — 3)  (w  — l).  Jedes  Glied  ist  ein  Produkt 

aus  ^ Faktoren,  deren  Indices  zusammen  sämtliche  Zahlen  der 

Reihe  1,  2,  . . .,  sind.  Unter  den  Gliedern  befindet  sich  auch 
das  Glied  a^^a^^a^Q  ...  a^_^  wählt  man  dieses  Glied  mit  dem 
positiven  Vorzeichen,  so  ist  die  Quadratwurzel  aus  der  schief- 
symmetrischen Determinante  eindeutig  bestimmt.  Den  auf  diese 
Weise  festgelegten  Jacobi  sehen  oder  Pf  aff  sehen  Ausdruck  be- 
zeichnet man  nach  Jacobi  durch  das  Symbol  {1  2 3 . . . n).  Das 
Symbol  {l  2 3 ...  n)  berechnet  sich  rekurrent  mittels  der  Formel: 

(1  2 ...  w)  = (1  2)  (3  4 ...  t^)  -I-  (1  3)  (4  5 ...  w 2)  -f 

-f  (1  ä)  (fc  -f- 1 Ä -f  2 . . . ^ 2 . . . /c  — 1)  -f-  • • • (1  w)  (2  3 . . . w — 1) ; 

hierbei  bedeuten  (1  2),  (1  3), . . .,  {ln)  die  Elemente  «12»  • • •>  ®in- 

Das  Vorzeichen  eines  Jacobi  sehen  Symbols  ändert  sich, 
wenn  man  zwei  Elemente  miteinander  vertauscht. 

Ist  in  emer  schief  symmetrischen  Determinante  m der  höchste 
Grad  nichtver schwindender  Unterdeterminanten  (d.  h.  die  Deter- 
minante ist  vom  Range  m),  so  ist  m notwendig  eine  gerade  Zahl 
und  unter  den  nichtverschwindenden  Unterdeterminanten  Gi'ades 
befinden  sich  auch  Hauptunterdeterminanten. 

Wenn  in  einer  schief  symmetrischen  Determinante  alle  Haupt- 
Unterdeterminanten  2r^^^  Grades  Null  sind,  so  verschwinden  auch 
alle  Unter determinanten  2r  — 1*^  Grades  (Frobenius,  Journ. 
f.  Math.  82,  242  (1877)).  Vgl.  hierzu  auch  die  Anmerkungen  von 
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-F.  Engel  in  H.  Graßmanns  Ges.  math.  Werken  lg,  490  sowie 
E.  V.  Weber,  Vorl.  üh.  das  Pfaffsche  Problem,  Teubners  Samml.  2, 19  ff. 

Jede  schiefe  Determinante,  deren  Hauptelemente  gleich  1 sind, 
ist  eine  Summe  von  Quadraten  (Cayley,  Journ.  f.  Math.  38,  96 
(1849),  Coli.  math.  papers  1,  413). 


Eine  Determinante,  bei  der  die  Elemente  a.^f^  und  a;^.  kon- 
jugiert imaginär,  die  Elemente  a^-  im  besonderen  reell  sind, 
beißt  eine  Hermitesche  Determinante  (Hermite,  Journ.  f.  Math. 
47,  345  (1854),  52,  39  (1856)  u.  53,  183  (1857),  C.  B.  41 
(1855),  181).  Sie  hat  stets  einen  reellen  Wert. 

Bei  emer  Hermiteschen  Determinante  sind  die  algebraischen 
Adßmgmien  zweier  konjugierter  Elemente  a^^  und  aj^^  konjugiert 
imaginär;  mithin  ist  die  adjungierte  Determinante  einer  Hermite- 
schen Determinante  wieder  ei/ne  Hermitesche  Determinante. 

Die  Gleichtmg: 


^11-  r 

«12 

• «1» 

«21 

«22  —X.. 

«2n 

««1 

«„2 

• «nn~^ 

hat,  wenn  die  Determinante  der  a.^  eine  Hermitesche  ist,  nur  reelle 
Wurzeln  (Hermite,  G.  41,  181 — 183);  für  jede  w fache 
Wurzel  der  Gleichung  verschwinden  auch  alle  Unterdeterminanten 
n — n — 2*®^,  . . .,  — m 1^®^  Ordnung  der  linksstehenden 

Determinante  (Clebsch,  Journ.  f.  Math.  57,  327  (1860),  ebenda 
62,  232  (1863),  Christoffel,  ebenda  63,  255  (1864)). 

Nimmt  man  die  Elemente  einer  Hermiteschen  Determinante 
reell  an,  so  entsteht  eine  reelle  symmetrische  Determinante.  Dieser 
besondere  Fall  ergibt  den  für  allgemeines  n zuerst  von  Cauchy 
{Exerc.  de  math.  4,  140,  (EuVres  (2)  9,  174),  für  w — 3 schon 
1773  von  Lagrange  (^CEuvres  3,  605)  aufgestellten  Satz: 

Dir  GleicJmng: 

an  ^ «12 

®21  ^22  ~ 

hat,  wenn  die  Determinante  der  a symmetrisch  ist  und  die  a 
reelle  Größen  sind,  nur  reelle  Wurzeln;  man  nennt  diese  Gleichung 
die  Säkulargleichung.  Von  den  mehrfachen  Wurzeln  hat 

Pascal,  Repertorium.  I.  2.  Aufl.  5 


*'2n 


= 0 
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Weier  Straß  {Monatsh.  d.  Berl  Äkad.  (1858)  213,  (1868) 
336,  (1879)  430,  Ges.  Werke  1,  238,  2,  42,  3,  139)  zuerst 
bewiesen:  Für  jede  m fache  Wurzel  der  Gleichung  verschwinden 
alle  Unterdeterminanten  n — n — his  n — m Ord- 

nwng  der  linksstehenden  Determmante. 

Die  Säkulargleichung  ist  für  w = 3 bei  der  Bestimmung 
der  Hauptachsen  der  Flächen  2*®’^  Ordnung  wichtig.  Literatur 
über  diese  Gleichung  findet  man  bei  Clehsch-Lindemann, 
Yeyrl.  über  Geometrie  2,  168,  Leipzig  1897.  Vgl.  ferner  die 
im  § 9 dieses  Kapitels  über  Scharen  reeller  quadratischer  und 
Hermitescher  Formen  angegebenen  Eesultate. 

Nimmt  man  die  Elemente  einer  Hermiteschen  Deter- 
minante rein  imaginär  an  und  unterdrückt  den  Faktor  i,  so 
entsteht  eine  redle  schiefsymmetrische  Determinante.  Der  für 
eine  Hermitesche  Determinante  ausgesprochene  Satz  drückt 
sich  in  diesem  besonderen  Fall  folgendermaßen  aus. 

Die  Gleichung: 

— X ai2  <»13  • • • 

»21  ^ »23  • • • _ Q 

®n2  ^nS  • • • ^ 

hat,  wenn  die  Determinante  der  a schief  symmetrisch  ist  u/nd  die 
a reelle  Größen  sind,  nur  rein  imaginäre  Wurzeln;  für  jede 
m fache  Wurzel  der  Gleichumg  verschwinden  auch  alle  Unterdeter- 
minanten n — 1^'',  n — . . . , n — m 1^'’  Ordrnmg  der 

linksstehenden  Determinante. 

§ 4.  Spezielle  Determinanten. 

Eine  von  Hankel  näher  untersuchte  Determinante  (Hankel, 
Diss.,  Göttingen  1861),  auf  die  Jacobi  schon  1835  im  Jowm. 
f.  Math.  15,  kam  (zu  vgl.  Kronecker,  Ges.  Werke  2,  105), 
wird  auf  folgende  Art  gebildet: 


»0 

»2  • • • 

p- 

«1 

»2 

»3  •• 

- «n 

“«-1  % 

^n  + 1 • • 

• ®2n-2 

das  Element  ist  gleich  »i+i_2»  also  nur  von  der  Summe 
der  Indices  abhängig.  Man  nennt  diese  Determinante  ortho- 
symmetrisch  (Hankel),  persymmetrisch  (Sylvester,  Phüos. 
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''i  ■ • 

(1853),  Coli.  matJi.  papers,  Cambridge  1904,  1,  448 
584)  und  in  neuerer  Bezeichnung  rekurrierend  (Frobenius, 
^’Jomn.  f.  Math.  114,  200  (1894)). 

Bildet  die  Differenzen: 


Ao(»)  = 

0^1  ctg. 

1 

> 

A («  = 

~ ^k-V  - 

SO  erhält  man 

V(2) 


. A(2) 


A(0)  AW  Af  Af . . . A(f_-/) 
A(i)  A<2)  A(^)  . . . A(”) 

12  3 n 


A(/)  Af 


A(”  + 

• • n+l 


A(«  - 1)  A(”)  A^” + A^^  ” “ 

w-l  « “n  + l • • • “2n-2 

die  rekurrierende  Determinante  der  Größen  a2»-2 

ist  also  gleich  der  rekurrierenden  Determinante  der  Differenzen 


AW,  A(i),  A(2),  , A(2«-2). 

0 ’ 1 ’ 2 » “2n-2 

/Smc?  die  Differenzen  n^^  Ordnung  Null,  so  tvird 

n(n  — 1) 

P=(-l)-^[A(«-‘)r; 


sind  schon  die  Differenzen  niedrigerer  als  n^^  Ordnung  Null,  so 
wird  V — 0. 

Eekurrierende  Determinanten  spielen  in  der  Invarianten- 
theorie (vgl.  Pascal,  die  Determinanten,  S.  70),  beim  Sturm- 
schen  Theorem  und  der  Diskriminantenbildung  (vgl.  das  Kapitel 
über  Algebra)  eine  wichtige  Rolle. 


Eine  spezielle  Form  der  rekurrierenden  Determinante  ist 
die  zyklische  Determinante.  Sie  hat  die  Gestalt: 

«1  «2  . . c a^ 
a^  a^  . . . a-^ 

...  a^ 


% • • • ®n-l  i 


5^ 
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Jede  zyklische  Determi/nante  vom  G-rade  läßt  sich  i,. 
ein  Produkt  von  n Faktoren^  die  von  den  n Elementen  a rational 
ahhängen,  zerlegen,  nämlich 

(«-!)  («-2) 

J,=  (— 1)  2 

hierbei  ist: 

(p{z)  = «1  4-  V + H 

und  «j,  «2?  • • •?  “n  Wurzeln  von  /*  = 1. 

Anstatt  der  zyklischen  Determinante  betrachtet  man  häufig 
die  aus  ihr  durch  Zeilen  Vertauschung  hervorgehende,  bei  der  in 
der  ersten  Kolonne  die  Elemente 


^11  ^«-1»  ^n-2’)  • • ^2 

stehen;  sie  ist  in  bezug  auf  die  Nebendiagonale  symmetrisch. 
Man  nennt  diese  von  der  obigen  nur  durch  das  Vorzeichen 

(«-!)(«- 2) 

(-1)  * 


verschiedene  Determinante  eine  Zirkulante.  Literatur  in  Pascals 
Determinanten,  § 20. 


Die  Vandermondesche  oder  Cauchysche  Determinante 
wird  durch; 


A(ai,a3,  = 


1 

1 

1 

. 1 

«1 

«8 

• «« 

a^^-K, 

dargestellt.  Für  w = 3 ist  sie  von  Vandermonde  (1770), 
Resolution  des  equations,  deutsche  Ausg.,  Berlin  1888,  S.  8 ein- 
geführt und  dann  für  allgemeines  n von  Oauchy,  J.  ec,  polyt., 
Cah.  17,  S.  48,  (Euvres  (2)  1,  109,  untersucht  worden.  Vgl. 
auch  Jacobi,  de  fimctionibus  alternantibus^  Joum.  f.  MaJh.  22, 
360  (1841),  Ges,  Werke  3,  439,  deutsche  Ausgabe  von  Staeckel 
in  Ostwalds  Klassikern  der  exakten  Wissenschuften  No.  77,  S.  50.  . 

A ist  gleich  dem  DifferenzenproduTä  von  — — Faktoren:  I 

A=/7(a^-aj)  J 

hJ  ' 1 
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^ ist  ©iji®  alternierende  Funktion  der  Größen  <*1,  »2»  • • *1 
w^]ine  Funktion  von  n Größen  Ug,  . . heißt  alternierend 

(Cauchy,  a.  a.  0.,  S.  30),  wenn  sie  bei  allen  Vertauschungen 
der  n Größen  höchstens  ihr  Vorzeichen  ändert.  Die  Cauchy- 
sche  Determinante  ist  für  die  LHslmminante  einer  algebraischen 
Gleichung  (vgl.  Algebra)  von  größter  Wichtigkeit. 

Das  (^adrat  einer  Cauchy  sehen  Determinante  ist  gleich 

«0  ^1  ^2  • • • ^«-1 

h h • • • 

53  53  • • • ^n  + i ’ 

^«-1  ^»  + 1 • • • ^2n-2 

also  eine  rehurrierende  Determinante,  wobei 
S(  = 0,‘  + «2*  -I h 0„‘. 


Die  Näherwngsbrüche  des  Kettenbruches 

n A. 

führen  auf  die  sogenavmte  Kettenbruchdeterminante 
a,  feg  0 0 0 ...  0 
•—  1 a 
0—] 

0 


n 


feg  0 0 ...  0 


a^  fe^  0 


j 


Der  Kettenbriwh 


0 — 1 «4  feg  ...  0 

Ö 0 0 . . . --1 


ist  gleich  dividiert  durch  das  algebraische  Komplement  des 

A 

Elementes  u,  in  der  Determinante  A-  sein  Wert  ist  also  -0-7  * 

' 

da^ 

Definiert  man  = -f  1 und  A^  — a^,  so  bestehen  die 
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BeJcursionsformeln  ( 'i 

A + KA-2  (v  = 2,0,4,...)'.',l| 

Betreffs  Literatur  sei  verwiesen  auf  Pascal,  Determincmten, 

S.  156  und  Günther,  Determinanten,  2.  Aufl.,  S.  123,  sowie 
vorzüglich  auf  Th.  Muirs  bis  1880  gehende  historische  Be- 
handlung der  Kontinuanten  (EdMurgh  M.  S.  Proc.  25,  129, 
648).  Die  Kettenbruchdeterminanten  heißen  auch  Kontinuanten 
(Muir,  a.  a.  0.,  S.  668);  für  \ — ' • • = 1 erhält  man 

die  sogenannten  einfachen  Kontinuanten,  mit  denen  die  Theorie 
bei  Sylvester  {Philos.  Magazine  (1853),  Coli.  math.  papers  1, 
616)  anfängt.  Mit  einfachen  Kontinuanten  und  ihrer  Verwendung 
für  Zahlentheorie  beschäftigt  sich  die  Straßburger  Dissertation 
von  R.  E.  Moritz  (1902). 


Wir  geben  noch  die  Werte  einiger  arithmetischer 
minanten,  d.  h.  solcher,  die  aus  besondere n Zahlen  gebildet  sind 
und  besondere  Zahlenwerte  haben. 

Die  aus  Binomialkoeffizienten  gebildete  Determinante 


-P  -f-  -r  + 2 


+ m -j- 1^  -}-  »w  -f-  2^ 


I /c  4-  2 m — 1\  /c  -f  2 m\ 
i V m J \ m } 


-f  2 m -{-  1^ 

/c  -f-  3 m — 1\ 
\ m j 


hat,  unabhängig  von  c und  m,  den  Wert  1 (zu  vgl.  Baltzer, 
Determinanten,  5.  Aufl.,  S.  24). 

Die  Zeipe Ische  Determinante 


ist  gleich 


/m\  / m \ 

\p)  + 1/ 

\jp  +r/ 

rr)ct:)' 

/m-f-l\ 
'\P  + r) 

! fm  + r\  /m  + r\ 

V p )\p^l)  * 

/m  + r\ 

/m-^r\  / 

m -{-  ?*  — 1\ 

/m  -f-  r — -f"  1\ 

Vr  + l/  \ 

r+1  ) ' 

■'V  r+l  / 

(p  + n ( 

• ■ r + 

Vr  + l/  l 

r-f  1 / 

\r  + J 
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vgl.  Günther,  Determinanten,  S.  80  und  Pascal,  Deter- 
j minanten,  S.  133,  sowie  Netto,  Lehrt),  der  Kombinatorik,  S.  256). 
Die  Sternsche  Determinante  (Journ.  f.  Math.  66, 285  (1866)) 


ist  gleich 


(?)  (?)  (?) 

(?)  (?)  -■■(?) 

(.;.)(.?.)■(.'-.) 

A 


wobei  A die  Vandermondesche  oder  Caiichysche  Determinante 
der  Größen  ajg,  . . .,  bedeutet. 

Die  Smithsche  Determinante  (Henry  J.  St.  Smith,  Cöll. 
math.  papers  2,  161,  Oxford) 


(1,  1)  (1,2)  ...  (1,«)  I 

(«,  1)  (n,  2)  ...  («,  n)  ! 


in  der  unter  (i,  j)  der  größte  gemeinsame  Teiler  der  beiden 
gamen  positiven  Zahlen  i,  j verstanden  wird.,  ist  gleich 

9 (1)  (2)  ...  9 («), 

worin  (p(k)  die  Anzahl  der  Zahlen  bedeutet,  die  kleiner  als  k 
und  zu  k relativ  prim  sind. 

Determinanten  der  Form: 


«10 

— t 

0 

0 . 

..  0 

«20 

«21 

— t 

0 . 

. . 0 

«30 

«81 

«32 

~t  . 

..  0 

«»0 

«nl 

«n2 

«n3  • 

• •'  ««,« 

sind  von  E.  Pascal  {Bend.  Ist.  Lomb.  (2)  40,  293  (1907)) 
studiert  worden.  Die  Kulerschen,  die  Bernoullischen  (vgl.  Kap.  XX) 
und  andere  von  E.  Pascal  {Bend.  Ist.  Lomb.  (2)  40,  461)  ein- 
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geführte  Zahlen  lassen  sich  als  spezielle  Determinanten 
aus  Binomialkoeffizienten  gebildet  sind,  darstellen. 

Für  derartige  Determinanten  gelten  die  Relationen: 


11 


' + + 


wobei 


Ä„  = H h 


a. 


ist  und  die  Summe  über  alle  möglichen  Werte  der  Zahlen  i, 
die  den  Ungleichungen : 


genügen,  zu  erstrecken  ist. 

Bedeuten  ^2»  • • willkürliche  Größen  und  multipliziert 
man  jedes  Element  einer  Determinante  mit  ^ 

so  wird  hierdurch  selbst  mit  multipliziert. 


§ 5.  Systeme  linearer  Gleichungen. 

Gegeben  sei  das  System  von  m linearen  Gleichmigen  mit 
den  n Unbekannten 

«11  -h  %2  ^2  + • • * + «1  = Vly 

«2 1 ^1  "i“  «2  2 ^2  ‘ ■ * "i“  ^2  n ~ ^2  > 


+ ^m2^2  4-  • • • + a.r^n^n  = 

Die  Matrix  ,,  ,, 

11«^.^  II  {/  = l,2,...,m;  1 = 1,2,...,») 

soll  die  Matrix  der  Koeffizienten  heißen  und  den  Bang  l besitzen 
(vgl.  S.  62).  Eine  der  nicht  verschwindenden  Determinanten 
Grades,  die  in  der  Matrix  l|«,i||  enthalten  sind,  sei  die 
Determinante  : 


«11 

«12  • 

. . a^^ 

AL  = 

«21 

«22  • 

• • «2i 

«n 

«i2  • • 

. a^i 

1)  Durch  geeignete  Bezeichnung  der  Variablen  und  entsprechende^^ 
Anordnung  der  vorgelegten  Gleichungen  ist  es  stets  zu  erzielen,  daß 
eine  der  nicht  verschwindenden  Determinanten  Z*®“  Grades  die  Deter- 
minante A wird.  \ 


§ 5.  Systeme  linearer  Gleichnngen. 
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Seiner  Natur  nach  ist  l jedenfalls  nicht  größer  als  die  kleinere 
der  Zählen  m nrnd  n. 

Damit  die  gegebenen  Gleichungen  endliche  Lösungen  besitzen, 
also  sich  nicht  widersprechen,  ist  im  Fälle  l<^m  das  Verschwinden 
aller  Determinanten: 

%2  • • • 

^21  ^2  2 • • ‘ 

^11  ^12  ' • • Vl 
%1  ®^2  • * • ^ql  Vq 

notwendig  und  hinreichend;  hierbei  hat  q alle  Zählen,  die  größer 
als  l sind,  zu  durchlaufen.  Für  l = m haben  die  gegebenen 
Gleichungen  stets  endliche  Lösu/ngen. 

Diesem  Theorem  kann  man  nach  dem  Kroneckerscheh 
Satz  (S.  63)  folgende  gleichwertige  Fassung  geben: 

Damit  die  gegebenen  Gleichungen  miteinander  vereinbar  sind, 
d.  h.  endliche  Lösungen  zulassen,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
daß  die  Matrix: 


▼H 

tH 

Vl 

«21  «22  • • 

• 

y2 

• ^mn 

ym 

denselben  Bang  l hat,  wie  die  Matrix  der  Koefßzienten: 


«11 

«12  • 

• • «1« 

«21 

«22  • 

• • «2« 

«ml 

«m2  • 

• • «w« 

(Frohenius,  Journ.  f.  Math.  86,  171  (1879),  Satz  IV). 

Ist  l der  gemeinsame  Bang  der  zwei  angegebenen  Matrjces, 
so  reduziert  sich  das  System  der  m gegebenen  Gleichungen  auf 
\^das  der  ersten  l von  ihnen.  Die  Lösungen  des  Systems  bilden 
n — l- fache  Mannigfaltigkeit;  l der  Unbekannten  lassen 
(Sich  nämlich  als  lineare  Funktionen  der  übrigen  n — l,  die  völlig 
willkürliche  Werte  erhalten  können,  ausdrücken. 
l Die  Werte  von  iCg»  • • -i  tverden  durch  die  Formel: 

Ai 

1 5 

i 
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gegeben;  dabei  bedeutet  A.  die  aus  Ä hervorgehende  Determinante, 
wen/n  man  die  Größen  der  i*^  Kolonne  von  A durch: 


Vi  = Vi 
Vi  = 2/2 


a. 


‘'l,i  + 2‘^i  + 2 
2,*  + 2^;  + 2 


Vi  Vi  + 

ersetzt.  Es  ist  also: 


*^,*  + 2 ^1  + 2 • * • — 


r — ^ A^jy^  -| [-  Aiiy{ 

^ 2»  • • •»  *)  1 

hierbei  bedeutet  A.j^  die  algebraische  Adjimgierte  des  Elementes 
in  der  Determinante  A,  d.  h. 

1 = auAi  + »uAi  + f-  a,iAi- 

Den  Größen  • • -i  können  beliebige  Werte  bei- 

gelegt  werden. 

Ist  im  besonderen  der  gemeinsame  Bang  l gleich  der  Anzahl  n 
der  Unbekannten,  so  reduzieren  sich  die  gegebenen  Gleichungen 
auf  ein  System  von  n Gleichungen  mit  n Unbekannten  . . .,  x^ 

und  nicht  verschwindender  Determinante  A: 

«11  + Ol2®2  + • • • + «1,*»  — «'l  “ 0, 

<*21®1  + ®22^  + ■ ■ ■ ■!■  — ^2=0, 


«»1  + »«8 »2  + • • • + - 2/,  = 0. 

Die  y werden  die  y selbst,  und  es  gibt  nur  ein  einziges  aus 
den  Gleichungskoeffizienten  und  den  bekannten  Termen  rational 
gebildetes  Wertsystem  für  ajg,  . . .,  a?^,  das  den  Gleichungen 
genügt: 


X,.  == 


A^iVi-ir  A^iy^  H f-  A^i y„ 


(*•  = 1, 2 «), 


(Formel  von  Gabriel  Gramer,  Introduction  d Vanalyse  des 
Ugnes  courbes  1750,  Append.,  S.  657).  In  diesem  Falle  kann  man 
sich  die  Lösung  durch  folgende  Regel  merken:  Man  schreibe; 
die  Matrix 


«11  «12  • 
«21  <*22  • 


« 


nl  ^n2 


• • »2« -2^2 
• • «««  — 2/n 


/: 
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hin;  : ' • ' : 1 verhalten  sich  alsdann  wie  die  mit  ab- 

wechselnden Vorzeichen  versehenen  Determinanten,  die  man  aus 
der  angegebenen  Matrix  durch  sukzessives  Streichen  der  ersten, 
zweiten,  usw.  schließlich  letzten  Kolonne  erhält. 


Lineare  homogene  Gieichtmgen.  Sind  ==  ^2  = — = 2^»»  = 0, 

so  hat  man  ein  System  von  m linearen  homogenen  Gleichungen: 

«^*2^2  H (»  = 1,2,...,»1) 


mit  n ünbehannien.  Soll  ein  solches  System  eine  v<m  der  selbst- 
verständlichen Lösung  x^  ~ x^  = * — x^  — 0 verschiedene 

Lösung  zulassen,  so  ist  hierzu  nur  notwendig,  daß  die  Matrix 
der  Koeffizienten: 


«11 

«12  • 

^21 

«22  • 

. . «2« 

^nil 

^»»2  • 

■ • <^,nn 

den  Bang  l •<  n hat. 
Sind 


6/‘),  b,y\ 

b^%  b,m  . . 


irgend  q Systeme  von  partikulären  Ljösungen  der  hemogenen 
Glewhu/ngen,  d.  h.  wird  das  Gleichung ssystem  erfüllt^  wenn  man 
• • - j ^2?  • •»  Stellen  auch: 


WO  ÄJg , • . • , willkürliche  Konstanten  bedeuten,  ein  Lösungs- 
system dar. 

Irgend  Q ^n  Systeme  partikulärer  Lösungen  heißen  un- 
abhängig^ wenn  es  keine  Konstanten  Cj,  Cg,  . . .,  c^  gibt,  welche 
den  n Gleichungen: 


“1"  ^2 "1“  ~ ^ (;ir  = 1,  2,  . . .,  w) 

genügen.,  ohne  daß  alle  q Grqßen  Cj,  gleichzeitig  ver- 


76  Kapitel  II.  Kombinatorik,  Determinanten  und  Matrices. 


schwinden,  q Lösungssysteme  sind  dann  und  mir  dann  Unear 
unabhängig.,  wenn  der  Bang  der  Matrix: 

b,m  6,0) . . . ö„o) 

6,0)  6,0)  . . . bW 

6/«)  6,'w  . . . 6>) 

genau  gleich  p ist. 

Sind  die  q Lösungssysteme'  unabhängig,  so  sind  die  q linearen 
homogenen  Funktionen:  1 

6,<‘')xi  + 6,(“)»2  H h 6,(‘')®„  («  = 1, 8, . . . I 

nicht  in  linearer  Dependenz  und  umgekehrt  (vgl.  S.  83).  HH'^' 

Hat  die  Matrix  . 

||a,-jt|l  (*  = 1,  2,  i = 2,...,n)  ■ 


des  homogenen  Gleichungssystemes  den  Bang  l<C.n,  so  besitzt  das 
Gleichungssystem  genau  n — l unabhängige  Systeme  partikulärer 
Lösungen 

(«  = 1,2,...,«-*). 

Biese  kann  man  aus  l geeigneten  Gleichungen  des  Systemes 
finden;  die  übrigen  m — l Gleichungen  kann  man  einfach  fort- 
lassen. 

Bie  allgemeinste  Lösung  lautet: 

Al  -f  + • • • + «=1,2,...,«), 


wobei  ^1,  k^_j  willkürliche  Konstanten  bedeuten.  Aus 

der  allgemeinen  Lösung  erhält  man  jede  Lösung,  indem  man 
ÄJj,  itg?  • • •>  \-i  bestimmte  Werte  erteilt. 

Ist  l der  Rang  der  Matrix 

II  a^j^  II  {i  = 1,  2, . . .,  m ; t = 1,  2, . . .,  «) 


und  verschwindet  die  Determinante 

^ it  <*11  ^22  • • • 

nicht,  so  findet  man  n — l Systeme  unabhängiger  Lösu/ngen  auf 
folgende  Weise:  Man  wähle  willkürlich  n{n  — ?)  Größen 


Uj.{i)  (a  = 1,  2,  = 1,  2, ....  /i  - I), 

die  nur  der  Bedingung  zu  genügen  haben,  daß  die  Determinante: 
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•••  «1« 

• • • 

... 

einen  von  Null  verschiedenen  Wert  hat.  n(n  — l)  derartige 
Größen  lassen  sich  auf  unendlich  viele  Weisen  finden, 

z.  B.  indem  man 



und  alle  anderen  Größen  = 0 wählt.  Sind  die  alge- 
braischen Adjungierten  der  Elemente  der  Determinante  D, 
ist  also 

^ ± “ll  “22  • • • ««» 

die  adjungierte  Determinante  von  D,  so  bilden  die  n (n  — t)  Ele- 
mente der  n — l letzten  Horizontalreihen  der  adjungierten  Deter- 
minante von  D n — l Systeme  unabhängiger  Lösungen  des 
homogenen  Gleichungssystems,  Man  hat: 

H ^ ^kn^in  ^ («•  = ? + 1,  ^ + 2, . . n;  * = 1,  2, . . .,tn) 

und  die  Matrix 

W^kiW  {k  = l + l,l  + 2,...,n-,  /=l,2,...,n) 

besitzt  den  Rang  n — l. 

Aus  den  voraufgehenden  Theoremen  ergeben  sich  folgende, 
besonders  häufig  benützte  Sätze: 

Damit  ein'  System  von  n linearen  homogenen  Gleichungen 
^ mit  der  gleichen  Anzahl  von  Unbekannten  Lösungen  besitzt, 
jdie  nicht  sämtlich  Null  sind,  ist  das  Verschwinden  der  aus 
'^^den  Koeffizienten  des  Gleichungssystemes  gebildeten  Determinante 
notwendig  und  hinreichend.  Ein  System  linearer  homogener 
Gleichungen  mit  weniger  Gleichungen  als  Unbekannten  kann  stets 
^urch  Werte  befriedigt  werden,  die  nicht  sämtlich  Null  sind. 

, Hat  man  n — 1 lineare  homogene  Gleichungen: 


«11 

«12 

«21 

«22 

^11 

«12 

?7i(i) 

Cri(2) 

DjW 

■') 
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mit  n Unbekannten  imd  hat  die  zugehörige  Matrix  der  Koeffi- 
zienten 

= * = 1,2,...,«) 


den  Bang  n — 1,  so  ergibt  sich: 

• ^2  • • • • • ^«  = • ^2  • • • • • 


A2, . . . , -4^  sind  die  mit  abwechselnden  Vorzeichen  genommenen 
Determinanten,  die  aus  der  Matrix  durch  sukzessives  Streichen 
der  ersten,  zweiten,  tisw.  letzten  Kolonne  hervorgehen. 

Bei  der  Behandlung  eines  Systemes  linearer  Gleichungen 
gelangte  Leibniz  {Brief  an  V Hospital,  1693)  zu  den  Deter- 
minanten. Die  Auflösung  Linearer  Gleichungen  mittels  Deter- 
minanten in  dem  sogenannten  allgemeinen  Fall,  d.  h.  dem,  der 
nicht  alle  Besonderheiten  umfaßt,  ist  von  Gramer  gegeben 
worden.  Für  ein  System  von  n linearen  Gleichungen  mit  der 
nämlichen  Anzahl  von  Unbekannten  sagt  noch  Jacobi  {de 
formatione  et  proprietatibus  deterimnantium , Art.  7 (1841), 
deutsche  Ausg.  von  Stäckel  in  Ostwalds  Klass.  der  exakten 
Wiss.):  „Man  hat  also,  wenn  die  Determinante  verschwindet, 
noch  eine  Mannigfaltigkeit  von  Fällen  sehr  verschiedener  Natur 
zu  unterscheiden,  und  man  müßte  algebraische  Kriterien  für  die 
einzelnen  Tälle  angeben.  Das  scheint  jedoch  für  eine  beliebige 
Anzahl  linearer  Gleichungen  recht  weitläufig  zu  sein.“  Die 
allgemeine  Behandlung  linearer  homogener  Gleichungen  mit 
Hülfe  von  Unterdeterminanten  hat  zuerst  Kronecker  ge- 
geben (Baltzer,  Determinanten,  2.  Aufl.  (1864),  S.  62);  man 
vgl.  ferner  Frobenius,  Journ.  f.  Math.  82,  236  (1877).  Die  Be- 
dingungen für  die  Auflösbarkeit  eines  Systemes  linearer  un- 
homogener Gleichungen  geben  in  allgemeiner  Form  Fontene, 
Nouv.  ann.  (2)  14  (1875),  sowie  Rouche,  C,  B.  81  (1875). 
Der  Begriff  „Rang“  stammt  von  Frobenius,  Journ.  f.  Math. 
82,  239  (1877)  u.  86,  148  (1879),  vgl.  auch  ebenda  129, 
175  (1905). 

Von  Lehrbüchern  verweisen  wir  auf  die  Darstellungen  be: 
H.  Weber,  Algebra  1,  96,  Kronecker,  19.  Vorl.  über  Determ. 
Gordan,  Vorl.  über  Invariantenfheorie  1,  101,  E.  v.  Webei 
Vorl.  über  das  Bf  aff  sehe  Broblem,  Teubners  Sammlung  f 
1900,  S.  6. 
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§ 6.  Das  Beolineii  mit  Matrices.  Zusammenhang 
zwischen  Matrices,  linearen  Substitutionen  und  bilinearen 

Formen. 

Die  Gesamtheit  der  in  einem  quadratischen  Schema 


«1^  «12  • 

. . «1„ 

«21  ®22  • 

• • «2« 

^«1  ^«2  • • 

• ^nn 

angeordneten  Elemente*  hei  denen  der  erste  Index  die 
Zeile,  der  zweite  die  Kolonne  charakterisiert,  heißt  eine 
quadratische  Matrix  vom  Grade  oder  der  Ordnumg  n und  soll 
nach  Cayley  zusammengefaßt  mit  einem  einzigen  Buchstaben  A 
bezeichnet  werden.  „Mairices  gleichen  Grades  verhalten  sich,  wie 
man  sehen  wird,  wie  einzelne  Größen^'  (Cayley,  Fhü.  Trans. 
(1858),  Coli.  math.  papers  2,  475).  Die  im  folgenden  betrachteten 
Matrices  sollen  stets  von  gleichem  Grade  vorausgesetzt  werden. 
Sollte  dies  von  Anfang  an  nicht  der  Fall  sein,  so  füge  man 
den  Matrices  niedrigeren  Grades,  um  den  Defekt  zu  beseitigen, 
Zeilen  und  Kolonnen  bei,  deren  Elemente  lauter  Nullen  sind. 
Auf  die  nämliche  Weise  sollen  rechteckige  Matrices  in  quadratische 
umgestaltet  werden,  so  daß  die  Voraussetzung,  die  Matrices  sollen 
quadratisch  sein,  keine  Beschränkumg  involviert. 

Für  quadratische  Matrices  gleichen  Grades  kann  man  ein 
symbolisches  Bechnen  definieren. 

Eine  Gleichung  A = B zwischen  zwei  Matrices  n^^  Grades 
soll  besagen,  daß  jedes  der  n^  Elemente  von  A gleich  dem  ent- 
sprechenden von  B ist  Sind  die  Elemente  von  B mit  b^j^  be- 
zeichnet, so  ist  die  Gleichimg  A ==  B mit  den  n^  Gleichungen 

a-j^  = b^j^  A = 1, 2, . . n) 

. gleichbedeutend. 

Die  Addition  zweier  beliebiger  Matrices  A und  B gleichen 
Grades  n mit  den  Elementen  a^j^  und  5^.^  wird  auf  folgende 
Weise  definiert:  Man  bilde  die  neue  Matrix  S vom  w*®“  Grad  mit 
den  n^  Elementen  5,.;^  ~ Matrix  S heißt  die 

Summe  von  A und  B;  man  schreibt  8 = A B . Diese  Summen- 
bildung ist  kommutativ,  d.  h.  es  besteht  die  Gleichung 

A^B^B-V  A. 


80  Kapitel  11.  Kombinatorik,  Determinanten  und  Matriees. 

Für  drei  Matrices  C gilt  das  assoziative  Gesetz,  d.  h.  es  ist 

.4  + (5  + C)  = (4  + jB)  + 0. 

Aus  zwei  Matrices  A . mit  den  Elementen  a^J^  und  B mit 
den  Elementen  von  gleichem  Grade  n kann  eine  neue 
Matrix  Q mit  den  Elementen  von  dem  nämlichen  Grade 
gebildet  werden,  deren  Elemente  gleich 

^il\ * + <*<2  ^2Jfc  + • • * + Kk  * = b 2, . . n) 

definiert  sind.  Biese  Matrix  Q heißt  am  A vmd  B homponiert ; 
man  sagt  Q ist  das  Produkt  von  A und  B und  schreibt  sym- 
bolisch Q = AB. 

Bie  symbolische  Gleichung  Q — AB  ist  gleichhedeutend  mit 
den  n^  Gleichungen  -:k 

t = n 

Qik  ==  ^ 2, . . .,  n); 

<=1 

die  Elemente  von  Q entstehen  aus  denjenigen  der  Matrices  A 
und  B,  indem  man  die  Zeilen  von  A mit  den  Kolonnen  von  B 
komponiert.  In  den  Anwendungen  ist  nur  diese  Art  der  Ver- 
knüpfung von  Wichtigkeit.  Bedeutet  | §|  die  Beterminante  van 
so  ist  nach  dem  Multiplikationssatz  für  Beterminanten : 


Ferner  ist  als  Zeilenprodukt  zweier  rechteckiger  Matrices  (zu 
Vgl.  S.  60)  die  Determinante 


2 ± 2..»,  • • • 2»™*«  = 2 ■ <‘S:: 

(Tj  flfj  . . . Om 


in  der  Summe  auf  der  rechten  Seite  ist  jede  Kombination  der 
Zahlen  1,  2,  . . . , w zu  m zn  setzen. 


bedeutet  die  Betermmsrnte  ^ ± ag-^^ag^a^ ...  ag^Om, 

Bl\hl’.'.'.lZ  bedeutet  die  Determinante  ^ i ba^h,  ba^h^  . . -bamhm- 

Jede  TJnierdeterminante  m^^  Grades  von  | | ist  demnach 

eine  ganze  lineare  homogene  Funktion  sowohl  der  Unterdeter-  J 
minanten  m*^^  Grades  von  \A\  als  auch  der  von  |J3|v  i 

Die  definierte  symbolische  Multiplikation  erfüllt  das  asso-  ' 
ziative  Gesetz,  d.  h.  sind  A,  B,  C drei  Matrices  gleichen  Grades, 
so  ist  A(BC)  = {AB)C. 
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Die  definierte  Multiplikation  genügt  auch  dem  distributiven 
Gesetz,  d.  h.  für  irgend  drei  Matrices  Ä,  B,  C gleichen  Grades 
gelten  die  Relationen: 

{Ä  + B)0==AC+Bö, 

C{A  + CÄ+  CB. 

Hingegen  ist  die  erklärte  ^mbolische  Multiplikation  im  all- 
gemeinen nicht  hommutativ,  d.h..  AB  ist  im  allgemeinen  von  BA 
verschieden.  Findet  im  besonderen  für  zwei  Matrices  A und  B 
die  Gleichung  AB  ~ BA  statt,  so  heißen  A und  B vertausch- 
bar oder  kommutativ. 

Eine  Matrix,  bei  der  alle  Elemente  mit  Ausnahme  der 
Diagonalelemente  Null  sind,  diese  aber  sämtlich  den  nämlichen 
Wert  haben,  heißt  eine  Biagonalmatrix  und  soll  durch  die 
in  der  Diagonale  enthaltene  Zahl  q bezeichnet  werden.  Die- 
jenige Diagonalmatrix,  bei  der  alle  Diagonalelemente  gleich  1 
sind,  heißt  die  Einheitsmatrix  und  soll  nach  Probenius’  grund- 
legender Arbeit  ( Über  lineare  Substitutionen  wnd  bilineare  Formen, 
Journ.  f.  Math.  84,  1 (1878))  durchgehend  mit  F bezeichnet 
werden.  Ist  A eine  beliebige  Matrix  und  q eine  Diagonal- 
matrix, so  ist  ==  d.  h.  eine  Biagonalmatrix  ist  mit 
jeder  Matrix  vertauschbar ; A^  hat  die  Elemente  q • a-^.  Im 
besonderen  ist  für  die  Einheitsmatrix:  AE  = EA  ~ A. 

Nur  wenn  die  Determinante  einer  Matrix  A nicht  ver- 
schwindet, kann  eine  Matrix  Z der  Gleichung  AZ  = E genügen. 
Für  jede  Matrix  A von  nicht  verschwindender  Beterminante 
existiert  eine  eindeutig  bestimmte  Matrix  Z,  für  die  AZ  = E 
ivird;  sie  ist  mit  A vertauschbar  und  soll  mit  A~^  bezeichnet 
werden.  Biese  Matrix  A~^,  deren  Elemente 

_ i 


lauten,  heißt  die  zur  Matrix  A reziproke  oder  inverse  Matrix. 

ist  hierbei  die  algebraische  Adjwngierte  des  Elementes  a^^. 
der  Beterminante  | A | , also 


8U\ 

8«ik 


Bie  reziproke  Matrix  zu  A~^  ist  A,  d.h.  (A~^)~^  = A,  die 
reziproke  Matrix  des  Produktes  AB  lautet  B~^A~^. 

Unter  A^  versteht  man  die  Matrix,  die  man  durch  r malige 
Zusammensetzung  von  A mit  sich  selbst  erhält;  sie  wird  die 

Pascal,  Repertorium.  T.  2.Aufl.  6 
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Potenz  von  Ä genannt.  Ist  die  Determinante  von  A nicht 
Null,  so  entstellt  durch  r malige  Zusammensetzung  von 
eine  Matrix,  die  mit  A~’'  bezeichnet  wird.  A^  und  A~*'  sind 
reziprok.  Sowohl  für  positive  als  auch  für  negative  Werte  der 
Exponenten  f\  und  gilt  die  Relation: 

A*'^ . A^^  = A^^  • A^^  = 

Zu  jeder  quadratischen  Matrix  A gehört  eine  lineare  homo- 
gene Substitution.  Eine  lineare'  homogene  Substitution  n^^  Grades 
ist  diejenige  Operation,  die  n Variable  durch  n lineare  hmnogene 
Funktionen  von  n neuen  Variablen  ersetzt.  Bezeichnet  man  die 
n ursprünglichen  Variablen  mit  , 2/2?  •••>  2/^1  ^ neuen  mit 

.Tj,  ajg,  . . so  lautet  die  lineare  homogene  Substitution, 

deren  Koeffizienten  man  sich  durch  die  Matrix  A gegeben  denkt: 

2/1  ~ + ^12^2  "t"  “h  ^in^ni 

^ ^22^2  "t"  ' * * "I”  ®'2n^«» 

= «»1«1  + «»2»2  + h 

Bei  einer  Substitution  ist  die  Variablenbezeichnung  u/n- 
wesenÜich;  die  Eigenschaften  werden  ausschließlich  durch  das 
System  der  Koefßzienten  a^^.  bedingt.  Daher  bezeichnet  man  die 
Substitution  einfach  mit  demselben  Buchstaben  A wie  die  zuge- 
hörige Matrix.  Sollen  bei  abgekürzter  Bezeichnung  der  Substi- 
tution auch  die  Variablen  hervor  gehoben  werden,  so  schreibt  man: 

(i)  = A (»)  oder  («/j,  y^)  = A (»j,  x„). 

Die  Gleichung  («/)  = A (x)  ist  im  Sinne  der  Gleichheit 
von  Matrices  erfüllt,  wenn  man  unter  (a?)  die  Matrix 

0^1  0 0 ...  0 
a?2  0 0 . . . 0 

Ö 6 . , . Ö 

n 

und  unter  («/)  die  analoge  Matrix  versteht  und  A (a;)  als  Produkt 
der  zwei  Matrices  A und  (a?)  auffaßt  (vgl.  Molien,  Math.  Ann. 
41, 149  (1893)  oder  Wellstein,  Arch.  f.  Math.  (3)  5,  230  (1903)). 

Die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  unter  den  Größen 
Vif  Vi’)  ' ' Vn  gleich  dem  Bange  l der  Matrix  A (zu  vgl. 
S.  63).  Hierzu  ist  zu  bemerken,  daß  man  von  l 1 (l  n) 


§ 6.  Zusammenh.  zwisch.  Matrices,  lin.  Substitut,  ü.  bilin.  Formen.  83 


linearen  homogenen  Funktionen  ^«2,  • • •» 

n Variablen  ifg,  . . sagt,  sie  sind  in  Imearer  Depen- 
denz,  falls  es  Konstante  Cag,  . . gibt,  die  nicht  sämt- 

lich Null  sind,  so  daß  identisch,  d.  h.  für  jeden  Wert  von 

^1?  ^2?  • • •?  ^n' 


wird;  die  lineare  Abhängigkeit  von  2 

also,  daß  die  n linearen  homogenen  Gleichungen; 


H + i 


erfordei’t 


S%i 


+ c. 


“«ä'*'  + 


('■  = 1,!2, 


ein  Lösungssystem  haben,  dessen  Elemente  c 

nicht  sämtlich  Null  sind.  Ist  im  besonderen  die  Determinante 


^ i ^11  ^22  • • • 

nicht  Null  und  die  Determinante  von  Ä: 

L^L=^±“i1  «22  •••“»« 

vom  Range  ?,  so  sind  die  ersten  l Funktionen  y^^  y 2-,  • 

linear  unabhängig  und  «^^+25  • • •,  lassen  sich  durch 

Vii  Vii  • • 1 Vi  linear  und  homogen  mit  konstanten  Koeffizienten 
ausdrücken. 

Die  Determinante 

l■4|=^±  «11  «22  ^ 

der  Matrix  A heißt  die  Substitutionsdeterminante  oder  der  Modul 
der  Substitution.  Ist  die  Substitutionsdetermincmte  | d.  | =1=  0 , so 
kann  man  die  Substitution  («/)  = A (x)  nach  den  Variablen 
iCj,  a;2,  .,  x^  auf  lösen  und  findet:  (x)  = hierbei  ist 

A~^  die  zu  A reziproke  Matrix.  Die  zwei  Substitutionen 
(p)  — A (x)  und  (x)  ==  A~  ^ (p)  heißen  reziprok  oder  invers. 

Hat  man  eine  zu  der  Matrix  A zugehörige  Substitution 
(x)  = A (x)  und  führt  für  die  Variablen  x^\  x^^  . . .,  a;/  vermöge 
einer  zur  Matrix  B gehörigen  Substitution  (x^  = B (x")  neue 
Variablen  x^'^  . . .,  xj'  ein,  so  erhält  man  eine  neue  Sub- 
stitution (aj)  ==  Q (x'\  deren  Koeffizienten 

^ik  = + ®*2^2i  + b ^irfink 

lauten.  Die  resultierende  Substitution  Q besitzt  mithin  die  Matrix  AB 
und  wird  daher  auch  als  Produkt  der  zwei  Substitutionen  A und  B 
bezeichnet. 
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Hat  man  eine  lineare  homogene  Substitution  (ic)  = A (jc'), 
so  ist  es  oft  zweckmäßig,  für  die  Variablen  x und  x neue 
Variablen  y und  y durch  zwei  lineare  Icogrediente^)  Substitutionen, 
d.  h.  solche  mit  gleichen  Matrices,  einzuführen: 


Hl  + 

Vl  = H + 

oder  abgekürzt: 

W)  = p («'). 


(i=l,2,. 
{.  = 1,2,. 


und  die  resultierende  Substitution  {y)  — C (y')  zu  betrachten. 
Von  der  3Iatrix  F wird  hierbei  nur  vorausgesetzt,  daß  die  Deter- 
minante von  P nicht  verschwindet.  Infolge  der  Voraussetzung 
I P|  =)=  0 existiert  (ic)  = und  man  findet:  C ~ FAF'"^. 

Hat  mam  irgend  zwei  Matrices  oder  Substitutionen  A und  0 
und  kann  man  eine  Matrix  oder  Substitution  P von  nicht  ver- 
schwindender Determinante  finden,  daß  C FAF~^  wird,  so 
heißt  C mit  A ähnlich,  konjugiert  oder  gleichberechtigt.  Ähnliche 
Substitutionen  werden  bisweilen  auch  als  äquivalent  bezeichnet; 
jedoch  wird  der  Begriff  „äquivalent“  auch  im  weiteren  Sinne 
(vgl.  S.  89)  verwandt  und  soll  daher  im  folgenden  nicht  als 
mit  ähnlich  gleichbedeutend  benützt  werden. 

Aus  G = PAP-i  folgt  A = P-^GP  und,  da  (P-^)"^  =P 
ist,  so  ergibt  sich,  daß  die  Ähnlichkeit  von  A und  C eine  gegen-, 
seitige  ist. 

Alle  mit  einer ' Substitution  ähnlichen  Substitutionen  bilden 
eine  Klasse  ähnlicher  Substitutionen,  so  daß  zwei  Substitutionen 
derselben  Klasse  stets  untereinander  ähnlich  sind. 

Bezeichnet  q eine  Diagonälmatrlx  n*^  Grades  und  sind  A 
und  C zwei  ähnliche  Systeme  w*’”  Grades,  so  sind  auch  qE  — A 
und  qE  — G ähnliche  Mokices,  wie  aus 


— C = pp;  - PAP- ^ = P (pP7  - A)  p- ^ 

folgt.  Die  nähere  Untersuchung  der  zu  einer  Substitution  A 
ähnlichen  Substitutionen  verlangt  daher  die  Betrachtung  der 
Determinante  der  Matrix  pP/— A,  d.  h.  der  Determinante  mit 
den  Elementen 

9 ^ik  ~ ^ik  ® ^ 

1)  Anstatt  kogredient  verwendet  man  auch  die  Bezeichnung 
^jcongruent'^  (Kroneckex,  Berl.  Monatsb.  1874,  Ges.  Werke  1,  424). 
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Für  irgendeine  Substitution  A heißt  die  Determinante  | — -4  |, 

die  eine  ganze  rationale  Funktion  n*^  Grades  von  q ist,  in  An- 
lehnung an  Cauchy  die  charakteristische  Fmiktion  der  Sub- 
stitution oder  Matrix  A (Frobenius,  Journ.  f.  Math.  84,  10); 
entsprechend  heißt  die  Gleichung  \qE  — J.|  = 0 die  charakteris- 
tische Gleichung  oder  nach  L.  Fuchs  (ebenda  66,  133  (1866), 
Ges.  Werke  1,  172)  die  Fundamentalgleichung  der  Substitution  Ä. 
Grenzen  für  die  reellen  u/nd  imaginären  Teile  der  Wurzeln  der 
Fundamentalgleichung  bei  J.  Bendixsonu.  A.  Hirsch,  Acta  math. 
25,  359  u.  367  (1902)  u.  Bromwich,  ebenda,  30,  297  (1906). 

Ist  9)  (())  = I — .4  I die  charakteristische  Funktion  der 
Matrix  4,  die  vom  w*®“  Grade  sei,  und  & (q)  der  größte  gemein- 
same Teiler  aller  Unterdeterminanten  n — 1*®^  Grades  der  Deter^ 
minante  \qE  — 4 | , so  ist 


i(9)  = 


y (e) 

&{q) 


eine  ganze  rationale  Funktion  von  sie  heißt  der  w^®  Elementar- 
teiler der  charakteristischen  Funktion  von  4 (vgl.  S.  103).  Sei 
1 (())==  Iß  -j-  so  besteht  die  Gleichung  : 

1o42  + 1,4^^-i  + ...-1-1^  = 0. 

Diese  Gleichung  ist  die  Gleichung  niedrigsten  Grades,  der  die 
Matrix  4 genügt;  sie  heißt  die  reduzierte  charakteristische  Glei- 
chung der  Matrix  4 oder  auch  die  Grundgleichung.  Ist  % (4)  =*  0 
irgendeine  Gleichung,  der  die  Matrix  4 genügt,  so  ist  % (^)  durch 
X (^)  teilbar.  Dieser  grundlegende  Satz  der  Theorie  der  Matrices 
stammt  von  Frobenius,  Journ.  f.  3Iath.  84,  11,  vgl.  besonders 
Sitzungsb.  d.  Berl.  Akad.  (1896),  606,  ferner  Ed.  Weyr, 
Monatsh.  f.  Math.  1,  187  (1890),  sowie  0.  Perron,  Math.  Ann. 
64,  249  (1907).  Da  q>{Q)  ==  l(^)  • 'Ö’((>)  und  1(4)  ==  0 ist,  so 
ist  natürlich  qp  (4)  = 0.  Die  Eigenschaft  jeder  Matrix  4,  ihrer 
charakteristischen  Gleichung 


9>  (?)  = 9"  + 9)1  ‘ -I f-  9>«  = 0 (9>„  = (—  1)”  I ^ I) 

ZU  genügen,  ist  zuerst  von  Cayley  in  der  auf  S.  79  genannten 
Arbeit  (Cöll.  math.  papers  2,  482)  ausgesprochen  worden. 

In  innigstem  Zusammenhang  mit  der  charakteristischen 
Gleichung  steht  der  Begriff  eines  linear  u/nabhängigen  Systemes 
von  Matrices.  Ein  System  von  Matrices  4^,  4^,  . . .,  A^  heißt 
linear  abhängig,  wenn  m numerische  Konstanten  . . ., 
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existieren,  die  nicht  gleichzeitig  verschwinden,  so  daß 

+ h (^m^m  ^ 

wird.  Ist  allgemein : 

""  II  il  («  = b 2,  ■ • •,  m;  i,  * = 1,  2,  . . «), 

SO  ist  die  obige  symbolische  Gleichung  gleichbedeutend  mit  den 
gewöhnlichen  Gleichungen: 

+ fa«™  + • • • + = 0 «.‘  = 1.2,,,,,»). 

Jedes  nicht  linear  abhängige  System  von  Matrices  oder 
bilinearen  Formen  beißt  linear  unabhängig.  Mehr  als  n^  Matrices 
^jten  gtets  linear  abhängig.  Unter  den  Matrices 

^ten  lassen  sich  auf  unendlich  viele  Weisen  n^  linear  un- 

abhängige angeben;  ein  solches  System  J-j,  . . .,  .4^*  hat 
die  Eigenschaft,  daß  jede  Matrix  C in  der  Form 

0 = -f  + • • • + 

erscheint,  wobei  q,  Cg?  . • numerische  Konstanten  bedeuten. 

Die  Existenz  der  charakteristischen  Gleichung  besagt,  daß  unter 
den  Potenzen  J.®,  A^^  . . A”~^,  A^  einer  Matrix  w*®“  Grades 

höchstens  n linear  unabhängig  sind. 

Verschwindet  die  charakteristische  Gleichung  einer  Matrix  A 
für  die  s verschiedenen  Werte  01,^2,...,«,,  so  kann  man 
s Matrices,  die  „Frobeniusschen  Kovarianien‘\  konstruieren. 
Diese  Matrices  besitzen  die  Eigenschaft,  daß  keine  von  ihnen 
verschwindet,  sie  ferner  linear  unabhängig  sind, 

J5:=.Ä-,  + ^ + . = 0 (i^k) 

und 

J.  = + «2^2  -4-  • • • -j-  a^K^  -f  Aq 

wird.  Hat  die  reduzierte  charakteristische  Gleichung  lauter 
verschiedene  Wurzeln,  so  ist  ==  0,  sonst  wird  wenigstens 
eine  Potenz  von  Aq  identisch  Null.  Vgl.  Frobenius,  die 

schiefe  Invariante  einer  bilin.  od.  quadr.  Form,  Journ.  f.  Math.  86, 
44  (1879),  Über  vertauschbare  Matrices,  Sitzungsb.  d.  Berl.  Akad. 
(1896),  609,  Study,  Behurrierende  Beihen  und  büin.  Form., 
Monatsh.  f.  Math.  2,  23  (1891),  Wellstein,  Über  die  Frobeniui^ 
schm  Kovarianten,  ArcJi.  f.  Math.  (3)  5,  229  (1903). 

Über  die  Elementarteiler  der  charakteristischen  Funktion 
und  die  Normalform  linearer  homogener  Substitutionen  vgl.  § 8. 
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Vertauscht  man  die  Zeilen  und  Kolonnen  der  Matrix  Ay 
so  erhält  man  die  zu  A transponierte  oder  konjtigierte  Matrix 
oder  Substitution.  Sie  wird  mit  A'  bezeichnet  5 ihre  Koeffi- 
zienten a'ik  sind  gleich  ahi*  Die  m Ä transponierte  Substitution 
ist  die  ursprüngliche  Substitution  A.  Sind  A und  D'  die  zu 
A und  B transponierten  Substitutionen,  so  ist  B'  A die  trans- 
ponierte Substitution  von  AB.  Der  Zusammenhang  zwischen 
reziproker  und  transponierter  Substitution  drückt  sich  durch  die 
Gleichung  (^“^)'  = (-<4.")”^ 

Sind 

_ 

“ \ A 

die  Koeffizienten  der  zu  A reziproken  Substitution  A~^y  so 
hat  A'~^  in  der  Zeile  und  Ä:*®"  Kolonne  die  Koeffizienten 


Die  Substitution  A'~^  heißt  zu  A kontragredient. 

Notwendig  und  hinreichend,  damit  zwei  Substitutionen 

{y)^A{x)  und  (J)^B{X) 

kontragredient  sind,  ist  das  Bestehen  der  Identität 

+ 2/2^2  H + Vn^n  = + ^2^2  -f  • • • 

Sind  A'~^.und  B'~^  die  zu  A und  B kontragredienten 
Substitutionen,  so  lautet  die  zu  AB  kontragrediente  A'~^B'~^. 

Unter  Ä versteht  man  diejenige  Substitution,  die  aus  A 
hervorgeht,  indem  man  alle  Koeffizienten  von  A durch  die  zu 
ihnen  konjugiert  imaginären  ersetzt.  Ä heißt  die  zu  A konjugiert 
imaginäre  Substitution. 

Hat  A im  besonderen  reelle  Koeffizienten,  so  ist  A mit  A 
identisch. 

Jeder  Matrix  A vom  Grade  mit  den  Elementen  a^^^  läßt 
sich  eine  bilineare  Form 

i = n k = n 

i = l Ä=:l 

zuordnen  (das  Studium  solcher  Formen  beginnt  mit  Jacobis 
Aufsatz  im  Journ.  f.  Math.  53,  265  (1857),  Ges.  Werke  3,  583). 
Eine  solche  Form  hängt  von  zwei  Bethen  von  Variablen  , iTg , . . . , 

Vi’)  y 21  ' ' Vn  ^^benso  wie  die  aus  den  Elementen  a^j. 
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gebildete  quadratische  Matrix  oder  eine  dem  Koeffizientensystem 
zugeordnete  lineare  Substitution  soll  auch  die  bilineare  Form 

i = n k — n _ 


t=l  k=l 


mit  dem  Buchstaben  Ä bezeichnet  werden.  (Die  Verknüpfung 
von  Matrices  und  bilinearen  Formen  verdankt  man  Frobenius, 
Journ.  f.  Math.  84,  1.) 

Hat  man  irgendeine  bilii:^.eare  Form 


so  heißt 


t = TC  k — n 

i=l k=l 
i = n k — n 

i=l k=l 


W: 


die  zu  Ä transponierte  oder  konjugierte  bilineare  Form.  Wird 
unter  stets  die  zu  konjugiert  imaginäre  Größe  verstanden, 
so  heißt 

i=:n  k = n 

t = l * = 1 

die  zu  Ä konjugiert  imaginäre  bilineare  Form.  Ist  die  Deter- 
minante I A I von  A von  Null  verschieden,  so  existiert  die  zu  A. 
reziproke  oder  inverse  Form 

ii=n  k — n 

*=i  *=i 


sowie  die  zu  A kontragrediente  bilineare  Form 

7 = n k = n 

7=1  k=l 


Eine  bilineare  Form 

i = n A = n 

*•  = 1 A = 1 

heißt  symmetrisch , falls  a^J^  = a^^,  und  alternierend , falls 
=*  — aj^f  ^ ^Iso  im  besonderen  = 0.  Die  Form  A 
wird  durch  die  symbolische  Gleichung  A = A'  als  symme- 
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irisch,  durch  A = — Ä als  alternierend  charakterisiert.  Die 
symbolische  Gleichung  .4^  = ui  definiert  eine  Hermitesche  Form. 
Transformiert  man  eine  bilineare  Form 

i=n k=n 

<*<**<% 

/ = ! * = 1 ^ 

(die  Bezeichnung  ist  mit  Bücksicht  auf  § 8 gewählt,  zu  ygl. 
S.  106)  durch  die  zwei  linearen  homogenen  Substitutionen: 

+Pin^n 

und 

ö : = äii  Vi  +QiaPs  + h (■  = i-  >•  • • ••  »> 

in  die  bilineare  Form 

t=n i=n 

F-2  2 

f=l  * = 1 

so  sagt  man,  die  Form  D geht  durch  die  Substitutionen  P und  Q 
m F über.  Dmn  bestehen  die  Gleichungen: 

$=n t=n 

fik  ~ ^ Psi^st^tk 
«=1 <=1 

oder 

«=1 i=l 

wenn  man  ==>  Pj^.  setzt.  Ist  P'  das  zu  P transponierte  System, 
so  kann  man  die  Gleichungen  in  die  eine  symbolische  Glei- 
chung P = P'2)§  zusammenfassen. 

Besteht  zwischen  zwei  Matrices  F und  D eine  Gleichung 
F = BJ)Q,  d.  h.  kann  man  F dadurch  aus  D herleiten,  daß 
man  D vom  und  hinten  mit  zwei  beliebigen  Matrices  B und  Q 
komponiert,  so  heißt  F ein  Vielfaches  von  D und  D ein  Teiler 
von  F.  Zwei  Systeme  D und  F heißen  äquivalent,  wenn  sowohl  F 
ein  Vielfaches  von  D,  als  auch  D ein  Vielfaches  von  F ist. 

Bei  den  Begriffen  des  Vielfachen  und  der  Äquivalenz  führt 
man  für  die  Koeffizienten  von  B und  Q auch  noch  Beschrän- 
kungen ein,  die  von  der  Natur  der  Koeffizienten  von  I)  und  F 
abhängen,  wie  z.  B.  die  Koeffizienten  von  B und  Q sollen  reell 
oder  ganzzahlig  sein.  In  diesem  Paragraphen  sollen  die  Koeffi- 
zienten von  B und  Q keiner  Beschränkung  unterworfen  werden. 


(i,  k^  l,if. . n) 


{i,  i — 1, 2, . . .,  n)f 
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sondern  beliebige  Größen  sein  können.  Der  § 8 wird  Ton 
besonderen  Arten  der  Äquivalenz  handeln. 

Der  Bang  des  Vielfachen  F ist  stets  gleich  oder  Meiner  als 
der  Bang  des  Teilers  D. 

Zwei  Matrices  F u/nd  D sind  dann  md  nur  dann  äqui- 
valent, wenn  sie  gleichen  Bang  haben;  in  diesem  Fall  gibt  es 
zwei  Matrices  B und  Q von  nichtverschwindenden  Determinanten, 
so.  daß  einerseits  F — BDQ  und  andererseits  wegen  des  'Nicht- 
verschwindens der  Determinanten  \ B | und  \ Q | auch  D = B~^FQ~^ 
wird.  Im  besonderen  ist  dne  Matrix  A vom  Bange  l der  Emheits- 
matrix  l^^  Grades  mit  den  Elementen 

6.^  = 1,  ==  0 (»,t  = 1, 2, . . .,  i) 

äquivalent. 

Setzt  man  P'  = B,  so  hat  man  die  Ausgangsgleichung 
F=P'DQ.  Überträgt  man  die  letzten  Sätze  in  die  Sprache 
der  bilinearen  Formen,  so  erhält  man  folgende  Theoreme: 

Hat  man  eine  öilineare  Form 

ts=n  k = m 

t=l *=1 

(durch  Hinzunahme  von  Elementen  0 kann  man  zum  Zweck 
der  symbolischen  Produktbildung  die  bilineare  Form  mit  zwei 
Reihen  von  gleich  vielen  Variablen  geschrieben  denken)  vom 
Bange  l und  transformiert  sie  durch  die  zwei  linearen  homo- 
genen Substitutionen: 

1-  PiA  = J.  2.  • • •,  ») 

U/nd 

Q •yi  = Q-iiVi'  + Qa  2/2'  H + Vm  = b 2,  • • •,  m) 

in  die  neue  bilineare  Form 

n k = m 

i = l jb  = l 

so  hat  diese  den  gleichen  oder  niedrigeren  Bang  wie  D.  Ver- 
schwinden die  Determinanten  von  P und  Q nicht,  so  haben,  da 
man  dann  auch  F durch  P~^  und  Q~^  in  D zurüclctransfor- 
mieren  kann,  D und  F den  gleichen  Bang.  Man  kann  im  be- 
sonderen stets  zwei  derartige  Substitutionen  P und  Q von  nicht 
verschwindenden  Determincmtcn  aus  wählen.,  daß  D in  die  Einheits- 
form + x^y^  H h x^yl  übergeht. 
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I Zwei  bilineare  Formen  gleichen  Banges  lassen  sich  stets  durch 

I zwei  lineare  homogene  Tra/nsformationen  von  nicht  verschwindenden 
Determinanten  ineinander  überführen. 

Damit  zwei  bilineare  Formen,  die  von  gleichvielen  Variablen- 
paaren abbängen,  diirch  kogrediente  Transformationen,  d.  h. 
durch  die  nämlichen  Substitutionen  für  die  zwei  Yariablen- 
reihen,  ineinander  überfuhrbar  sind  (also  P=Q),  müssen  die 
Formen  D und  F,  außer  im  Range  übereinzustimmen,  noch 
weiteren  Bedingungen  genügen  (zu  vgl.  S.  116).  Für  zwei 
symmetrische  oder  alternierende  büineare.  Formen  ist  die  bloße 
ÜberemsUmmtmg  des  Banges  ihrer  Determinanten  für  die  ko- 
grediente Transformation  ausreichend. 

Hat  man  eine  rechteckige  oder  quadratische  Matrix 

(/  = l,  2,...,  n;  * = 1,  2, m), 

SO  ist  es  bisweilen  vorteilhaft,  sie  in  der  Form: 


Al  A2  • 

Al  A2  • 

••  Ap 

1 Al  A2  * 

* * Al» 

zu  schreiben.  Die  A mit  zwei  unteren  Indices  stellen  selbst 
rechteckige  Matrices  dar,  alle  A mit  dem  gleichen  ersten  Index 
haben  dieselbe  Anzahl  Horizontalreihen,  alle  A mit  dem  näm- 
lichen zweiten  Index  besitzen  die  gleiche  Anzahl  Vertikalreihen. 
In  den  Anwendungen  ist  der  Fall  am  wichtigsten,  daß 
All,  ^22,  • • M lauter  quadratische  Matrices  sind.  Sind  alle 
Elemente  einer  Matrix  A^j^  Null,  so  setzt  man  für  A*  einfach  0. 

Ist  A eine  Matrix,  die  sich  auf  Diagonalsysteme  reduziert 
und  deren  andere  Elemente  ausschließlich  Nullen  sind; 


Al 

0 

0 . 

..  0 

0 

A2 

0 . 

. . 0 

0 

0 

eo* 

. . 0 

0 

0 

0 

Ai» 

so  verwendet  man  die  von  A.  Hurwitz  (H.  Kreis,  Gontrihution 
d la  fheorie  des  sysUmes  lineaires,  These,  Zürich  1906)  ange- 
gebene Bezeichnung 
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oder  schreibt  auch 


Al  4-  ^22  + {■  Ap’ 

(An  -^225  • • *5  Ap  1 • 


Analog  wie  bilineare  Formen  mit  zwei  Reihen  von  ver- 
schieden vielen  Variablen  (S.  90)  kann  man  auch  eine  lineare 
homogene  Substitution  mit  zwei  Reihen  von  verschieden  vielen 
Variablen  einführen: 

=»=  -f  H h 

= «21^1  ^22^2  H + 


Vn  = ««1^1  -f  ««2^2  + •••  + «, 


man  kann  ihr  die  rechteckige  Matrix 


1 %1 

«12  ' 

••  ^'im 

««1 

«n2-« 

• ^nm 

oder  zum  Zweck  der  symbolischen  Rechnung  für  » > wi  die 
quadratische  Matrix 

llAi^lt? 

für  w < m die  quadratische  Matrix 

Al 

0 

zuordnen. 

Das  symbolische  Rechnen  mit  Matrices  ist  eine  Schöpfung 
Cayleys  (vgl.  den  Anfang  dieses  Paragraphen);  inwieweit 
W.  R.  Hamilton  durch  seine  Lectures  on  quaUrvmns  (1853) 
als  Cayleys  Vorgänger  anzusehen  ist,  entnehme  man  den 
historischen  Bemerkungen  von  Tab  er  {Am.  J.  math.  12,  337 
(1890))  und  von  Bromwich  {Bull.  Am.  math.  Soc,  7,  311  (1901)), 
sowie  dem  Schluß  des  § 7.  Laguerres  „Galcul  des  systemes 
line'aires**  {J,  ec.  pölyt,  Cah.  4:2,  215  (1867),  (Ewwes  1,  221) 
ist  Cayleys  Untersuchungen  analog.  Die  tiefgehendste  Behand- 
lung des  in  diesem  Paragraphen  besprochenen  Gegenstandes 
stammt  von  Frobenius  (vgl.  das  Zitat  auf  S.  81  u.  88). 

Von  Lehrbüchern  verweisen  wir  auf:  Muth,  Theorie  u/nd 
Anwendung  der  JElementarteiler^  Leipzig  1899,  S.  20,  Kronecker, 
20.  u.  21.  Vorlesung  üb.  Determinanten,  Weber,  Algebra  2,  163. 
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§ 7.  Bilineare  Formen  und  höhere  komplexe  Zahlen. 

Die  Lehre  von  den  höheren  komplexen  Zahlen,  die  bereits 
im  ersten  Kapitel  vom  allgemeinen  arithmetischen  Standpunkt 
aus  behandelt  wurde,  ist  mit  der  Theorie  der  bilinearen  Formen 
auf  das  engste  verknüpft.  ^ 

Die  Matrices 

Jp;.*  (<,*  = 1,2,...,*») 


vom  w*®“  Grade,  von  denen  jede  nur  in  der  Zeile  an  Stelle 
die  1,  sonst  lauter  Nullen  enthält  oder  die  ihnen  entsprechenden 
bilinearen  Formen  sind  offenbar  linear  unabhängig  (vgl. 

S.  85).  Für  ihre  Komposition  gelten  die  Relationen: 

(1)  (^ii  = 1?  hj  = h ^j)  (<,  = 1, 2, . . .,  n). 


Mittels  der  w®  Formen  kann  jede  bilineare  Form 

i=n  k = n 

1 = 1 * = 1 


in  der  Form 


♦ = » * = n 

1 = 1 * = 1. 

dargestellt  werden. 

Die  Größen  lassen  sich  als  die  w*  unabhängigen 
Einheiten  eines  komplexen  Zahlensystems  (vgl.  Kap.  I,  § 4) 
ansehen.  Hierbei  werden  die  „Einheitsprodukte“  durch  die 
Relationen  (l)  bestimmt;  diese  sind  so  beschaffen,  daß  die 
Multiplikation  assoziativ  ist. 

Jede  hüineare  Form 


i = 11  k = n 

i=l *=1 


Jccmn  demnach  als  komplexe  aus  u/nahhcmgigen  Einheiten  ge- 
bildete  ZaM  aufgefaßt  werden. 

Wird  die  bilineare  Form 

i=n k=n 

1=1 *=1 


ebenfalls  als  komplexe  Zahl  interpretiert  und  multipliziert  man  A 
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und  B nach  den  Multiplikationsgesetzen  für  komplexe  Zahlt 
so  erhält  man  mit  Benutzung  von  (l): 


i i=:n  k = n j = n l = n 


i=i  k=i  j=i  1=1 

i = n k = n j=n  l = n 

i=l  k = l j = l 1 = 1 

i — n l = n s-=in  i = n l = n 

-2 2 2<^u  K 2 2 

t = i j = i .,  = 1 i-i  i-i 

falls 

.•t  = n 

(»■»*  = 

gesetzt  wird. 

Deutet  man  die  komplexe  Zahl 

t=i 


als  bilineare  Form,  so  ist  C nichts  anderes  als  das  Produkt  AB 
der  zwei  bilinearen  Formen  A und  B.  Die  Komposition  hilinearer 
Formen  Grades  erscheint  demnach  als  identisch  mit  der  Mul- 
tiplikation besonderer  komplexer  Zahlen  mit  n^  Einheiten. 


Gi^  G^,  . . G^  seien  q linear  unabhängige  bilineare  Formen 
oder  Matrices  gleichen  Grades  n.  Von  ihnen  wird  vorausgesetzt, 
sie  sollen  die  Eigenschaft  haben,  daß  sich  ihi’e  Produkte 

G^  G^  (*,  Ä = ii  2, . . 

linear  und  homogen  durch  die  q Grundformen  selbst  darstellen 
lassen.  Es  sei  also: 


(2) 


a.G. 


tk  1 ' «i  2 ' 


• + 


(*,  k = 1,  2,.. (»), 


wobei  die  Größen  numerische  Konstanten  bedeuten.  Infolge 
des  assoziativen  Gesetzes  bei  der  Multiplikation  hilinearer  Formen 
besteht  die  Gleichung: 


iGiGk)G^  = Gi{Gj^Gj. 

Aus  ihr  folgt,  wenn  man  für  die  Produkte  ihre  Werte  nach  (2) 
setzt  und  die  vorausgesetzte  lineare  Unabhängigkeit  der  Grund- 
formen beachtet,  daß: 
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(f,  l,  r,m  = l,  2, 


j wird.  Aus  diesen  Grleichungen  erhellt  (vgl.  Kap.  I,  § 4): 

1 Sind  a^y  irgendwelche  numerische  Konstante^), 

i so  kann  jede  aus  den  Grundformen  G^y  G^y  , , .y  G^  gehUdeie 
I bilineare  Form  6^^  + <*2  ^2  + * * * + eine  aus  den 

\ „Einheiten^*  G^y  G^y  . . .,  G^  gebildete  komplexe  ZaM  cmgesehen 
werden. 

Umgekehrt  wollen  wir  zeigen,  wie  jeder  höheren  komplexen 
I Zahl  eine  bilineare  Form  zugeordnet  werden  kann.  Sei  eine 
i aus  den  q unabhängigen  Einheiten  e^y  . . e^  gebildete  kom- 
! plexe  Zahl  a^e^-^rCi^h  + ‘ gegeben.  Für  .die  „Einheits- 

^ Produkte“  mögen  die  Formeln 


= 2,.  ..,  q) 


gelten,  wobei  die  Größen  den  Gleichungen  (3)  genügen. 

Man  konstruiere  die  q bilinearen  Formen  oder  Matrices 
p*®“  Grades; 

(«=1, 

r = l wi  = 1 


Betrachtet  man  die  Produkte  G^Gj^  für  i,  Ä =*=  1,  2,  . . .,  p, 
so  wird; 

rz=qtn  = qs=^q 

2 2 2 

# r = 1 r«  = 1 s = 1 

r = q m.  = q s = q 
r=:lm=ls  = l 

«=p 

S=1 

Setzt  man 

Cf  — (»  = 1,  2,  . . .,  q), 

so  läßt  sich  jede  aus  den  q Einheiten  e^y  . . .,  e^  gebildete 
komplexe  Zahl  0,^0^ a^e^  + * • * + ols  eine  aus  den  bi- 


1)  Die  Größen  «j,  «g,  . . aq  brauchen  nicht,  wie  im  Kap.  I,  § 4 
vorausgesetzt  wurde,  reell  zu  sein  sie  können  auch  komplexe  Werte 
besitzen. 


. v-i  ' ' '"''■l 
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linear m Grundformen  G^^  G^^  . . G^  gehüdäe  hilincare  Form 
oder  Matrix  Grades  + «2  ^2  + ‘ * * + auffassen. 

Die  so  gewonnenen  Matrices  G^  werden  nicht 

notwendig  linear  unabhängig  sein.  Dies  lehrt  beispielsweise  das 
aus  zwei  Einheiten  e^  und  gebildete  Zahlensystem  mit  der 
Multiplikationsregel: 


= ^1,  ^ ^2?  ^2^2  — ^2* 

Für  dieses  Zahlensystem  wird  die  Einheitsform 

^ = ^iVi  + ^2^2»  G^  = — E. 

■i 

Damit  die  ^ Matrices  trj,  linear  abhängig  sind,  0 

ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Gleichungen: 


nicht  nur  die  Lösungen  = Tg  = • • • = — 0 besitzen.  Be- 

deuten «1,  öTg,  . . .,  a^  willkürliche  numerische  Konstanten,  so 
erhält  man  hieraus  die  q Gleichungen: 


tt=Q  a=q  a-q 

c.ya  l^r)  c^y  a xp  h ya 

1 a la  ' 2 a 2a  ' ' q a q a 


0 (r  = l,2,...,p). 


Aus  diesen  ^Gleichungen  schließt  man:  Sind  die  ^bilinearen  • 
Formen  G^,  G^,  . . G^  in  linearer  Dependenz,  so  muß  die 
Determinante: 


y'a 

ct  ta 


a = l 


(»,  r = 1,  2,  . . q) 


für  jede  Wahl  der  Größen  «g,  . . .,  a^  verschwinden. 

Verschwindet  diese  Determinante  nieht  identisch,  so  ist  dies 
eine  ausreichende  Bedingung  für  die  lineare  UnabhängigJceit  der 
bilinearen  Formen  Gj,  Gg,  . . .,  G^. 

An  Stelle  der  bilinearen  Formen  G^,  Gg,  . . .‘,  G^  kann  man 
auch  die  Formen: 

r = q m — q 

2^'i^Ayr  

/•  = 1 rAi  = 1 


einführen.  Bildet  man  die  Produkte  H.H^  für  i,  Ä ==  1,  2,  . . 
so  wird  • 

«=1 


'i 

■± 


'i 
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Setzt  man  e^  = so  läßt  sich  jede  aus  den  q Emheiten 
Icomplexe  Zahl  a^e^ a^e^ • * • + 

als  eine  bilineare  Form  aiH^-]-  a^H^  h interpretieren. 

Setzt  man  voraus,  daß  die  Determinante: 


! r 


y\ 

a a% 


(*,  /•  = 1,  2,  ...,  0 


= 1 


r nicht  für  jede  Wahl  der  Größen  Wj,  «g»  • • verschwindet,  so 

Ssind  die  Ulinearen  Formen  ifj,  linear  unabhängig. 

Die  Determinante  \r\  ist  offenbar  die  Determinante  der 
bilinearen  Form 


+ ^2^2  H“  ■ * * + ^q^q' 


Das  Nichtverschwinden  der  Determinante  | J*  | ist  also  damit 
I gleichbedeutend,  daß  das  Formensystem 


a^Gi  -f  Ogtrg  H h 


bilineare  Formen  mit  nichtverschwindenden  Determinanten  ent- 
hält. Das  Nichtverschwinden  der  finiher  aufgetretenen  Deter- 
minante I A I besagt,  das  das  Formensystem 

aj^H^  + UgHg  4-  • • • 

auch  Formen  mit  nichtverschwindenden  Determinanten  besitzt. 
Mit  Hilfe  der  bilinearen  Formen  G^  und  kann  man  die 
gewöhnlichen  Gleichungen  (3)  in  symbolische  zusammen-r 
fassen,  nämlich : 

G^H^^  — HjnG^  (i,  m = 1, 2, . . 

wobei 

r = (»  A = (» 
r=l A=1 

die  zu  transponierte  Form  ist.  Hieraus  folgt: 

Sind  a^,  «g,  . . .,  a^  und  hj_,  bg,  . . .,  b^  beliebige  Zahlen, 
so  sind  die  zwei  Matrices  a^G^-^-  a^G^  + * • • + a^G^,  und 
b^Hf  -f  4 • • • + b^H^'  stets  vertauschbar. 

Wir  machen  die  für  das  Folgende  wesentliche  Voraussetzung, 
daß  sowohl  das  Formensystem  4 «2  ^2  ‘ 

auch  das  Formensystem  a^G^  a^G^  a^ Gf,  bilineare 

Formen  mit  nichtverschwindenden  Determinanten  enthalten.  Von 

Pascal,  Eopertorium.  I.  2.  Atifl.  7 
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diesen  zwei  Bedingungen  ist  keine  eine  Folge  der  anderen,  wie  | 
das  oben  angegebene  Beispiel  lehrt.  Für  dieses  ist  [ 

~ %2/n  -^2  ~ ^22^2? 

= ^l2/l  + ^22/2»  ^2  = — — ^2^2»  1 

die  Determinante  la^H^  -|■%^2l  Wert  Null,  während  ^ 

die  Determinante  | «j  -|-  ®2  ^2  I Glicht  identisch  Yerschwindet.^J 
Die  Voraussetzung,  daß  die  zwei  Determinanten : . 

I + «2  ^2  ’ * ’ + i ” I I " I 

und  J 

1 öj  iTj  + ÖTg  //2  + • • • + ötp  I = I A I J 

nicht  identisch  verschwinden,  involviert,  daß  sowohl  die  Formen 
ifj,  //g»  • • •»  ^2  7 • • *7  linear  unabhängig 

sein  sollen.  /I 

Wir  beschränken  uns  im  folgenden  auf  die  Betrachtung  1 

jener  bilinearen  Formen  der  Schar  6rj  + ^*2  ^2  + ‘ j 

bei  denen  die  numerischen  Konstanten  «j , «g  ? • • • ? so  gewählt  | 
sind,  daß  die  Determinante  | 6^^  + <*2  ^2  + * ‘ i Dicht  '* 

verschwindet.  Sei  -4  = 6rj  -f-  0^2  "i“  ‘ ‘ ' 4"  solche 

Form.  Wir  suchen  eine  bilineare  Form  I 


^ ~ 4~  ^2^2  4“  ’ ‘ ‘ 4" 

■ 'M 

wobei  , ^2 , • • • , numerische  Konstanten  sein  sollen,  zu  be-  ^ 

stimmen,  daß  das  Produkt  ÄU  = Ä wird.  Die  symbolische  | 
Gleichung  ATJ  = A besagt:  | 

(«iG^i  4-  «2  0^2  4“  • • • 4"  4"  ^2^2  4"  * ' ’ =*  ^ 

a=Qk=Q  J 

= S ^ = »1^1  4-  Öt2^2  4"  • • • 4-  J 

a=l k=l 

Beachtet  man  die  Gleichungen  (2)  und  die  auf  Grund 
unserer  Voraussetzungen  stattfindende  lineare  Unabhängigkeit  von  ^ 
Gj,  Gg,  . . .,  Gg,  so  ergibt  sich,  daß 


"1  ^1:1  + “2 + ---  + %2^<^a = o.  (* - 1. • ■. ü) 

a = l cr=:l  a = l 


wird.  Da  die  Determinante: 

\A\  = \a^Gi  4"  <*2 ^2  4"  • • • 4-  ö() I = 


a at 


(»,r  = 1,2,. ..,(») 
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von  Null  verschieden  ist,  haben  die  zuletzt  angegebenen  q Glei- 
r chungen  endliche,  eindeutig  bestimmte  Lösungen  u^j  U2j  . . 

U ist  offenbar  die  Einheitsform.  Wir  haben  also  bewiesen: 
: das  Formensystem  a^Cr^ -{■  enthält  stets  die  Ein- 

heitsform E. 

Sei  + ag  Gg  + • • • wiederum  eine  bilineare 

Form  von  nichtversch windender  Determinante,  so  kann  man 
innerhalb  des  aus  Gj,  Gg,  . . .,  gebildeten  Formensystemes 
eine  Form  V==  v^G^-f- v^G^  + • • • + zu  bestimmen  suchen, 

so  daß  numerische  Konstanten  bedeuten  ’\ind 

ÄV  = E wird.  Aus  dieser  symbolischen  Gleichung  gehen  die 
Q gewöhnlichen  Gleichungen: 

a=l  a=l  a=l 

hervor.  Hierbei  sind  die  durch 

E — u^G^  U2G2  ’ Ufj Gq 


testgelegten  numerischen  Konstanten.  Da  die  Determinante 


Ml 


a = l 


{i,  r = 1,  2, . . .,  j) 


von  Null  verschieden  ist,  sind  die  ^ Gleichungen  lösbar  und 
bestimmen  eindeutige,  endliche  Werte  V2,  . . v^.  F ist 

offenbar  die  reziproke  Matrix  von  Ä. 

Wir  haben  das  Resultat: 

Verschwinden  die  zwei  Determinanten 


I "i"  ^2^2  ‘ 4"  I und  agi/g  + • * • -j-  a^Hg  j 

nicht  für  alle  Werte  «i,  ag,  . . .,  «^,  so  ist  die  Gesamtheit  @ 
aller  Matrices  + ^2^2  4*  * * ' 4"  von  nichtversch  win- 

denden Determinanten  bei  der  Produktbildung  nicht  nur  in  sich 
abgeschlossen,  sondern  enthält  auch  das  Einheitselement  und 
zu  jeder  Matrix  die  reziproke.  Die  Gesamtheit  aller  in  & ent- 
haltenen Matrices  bildet  also  (Kap.  III,  § 1)  eine  Gruppe. 

Verschwinden  die  zwei  erwähnten  Determinanten  nicht  iden- 
tisch, so  bildet  auch  die  Gesamtheit  § aller  Matrices 

a^H^  4“  «2^2  4"  • * ' 4* 

von  nichtverschwindenden  Determinanten  eine  Gruppe 

1* 
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Jede  Matrix  der  Gruppe  § ist  mit  jeder  Matrix  der  Gruppe 
die  von  den  transponierten  Matrices  der  Gruppe  gebildet  wird, 
vertauschbar,  (§  und  sind  in  Lies  Terminologie  reziproke 
Gruppen.  Lie-Engel,  Theorie  der  Transformationsgruppen, 
Leipzig  1893,  3,  751  u.  779.) 

In  der  Sprache  der  höheren  komplexen  Zahlen  besagt  das 
Nichtverschwinden  der  zwei  Determinanten,  dafi  im  Gebiet  der 
behandelten  höheren  komplexen  Zahlen  die  Umkehrung  der 
Multiplikation  als  vordere  und  als  hintere  Division  im  allge- 
meinen eindeutig  möglich  ist. 

Verschwinden  eine  oder  beide  der  Determinanten  |P|  und  | Aj, 
so  führe  man  noch  zu  den  q Einheiten  weitere 

Einheit  Oq  ein.  Für  die  Multiplikation  mit  dieser  Einheit  mögen 
die  Regeln 

e^e^  = = e,.  (<  = o,  i,  s, 

gelten.  Betrachtet  man  die  p + 1 Einheiten  «o»  ^8»  • • 

so  sind  die  Konstanten  Xfl  für  sie  auf  folgende  Weise  bestimmt: 

(.  = 0,1,2,...,^), 

alle  weiteren  AC*]  = 0 , bei  denen  ein  Index  0 ist,  und,  falls 
keine  der  Zahlen  i,  fe,  s gleich  Null  ist,  sind  A(*^  die  durch  die 
Gleichimgen  (2)  bestimmten  Größen. 

Definiert  man: 


r SS  Q m — Q rssQ  m = Q 

^«-22  =2  2 Vr  {-»  = 0. 1.  f), 

r=0  ms=0  r = 0 TO  = 0 

SO  ist 

<?o  = -^^0  “ ®o»o  + -I 1-  2'«- 

Mithin  verschwindet  keine  der  zwei  Determinanten 

I »0^0  + + * * * + dqG^  I und  I -f  .1-  . . . a^jBT^  | 


für  alle  Wei-te  «q,  a^,  «j,  . . .,  denn  für 

<Zq  = 1 , = * • • — ~ a^  0 

nehmen  diese  Determinanten  den  Wert  1 an. 

Wenden  wir  die  obigen  Sätze  an,  so  erhalten  wir  das 
Resultat: 
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= 2, 

(t,r  =1,2,...,(>) 

oder  beide  Null,  so  bildet  die  Gesamtheit  Q^q  aller  Matrices 

a^G^  + üfjG^ 

vom  Q 1^”  Grade  mit  nichtverschwindenden  Determinanten  eine 
Gruppe.  Eben  dieses  tri/ft  für  die  Gesamtheit  aller  Matrices 

+ diHi  + • • • 4- 


und 


r|  == 


iX  ^ U 1 

ya  i«  i 

a ta  \ 

« = i I 

c-  = (j 

a at 

a = l 


vom  1^”  Grade  mit  nichtverschwindenden  Determincmten  zu. 

Auf  die  Deutung  höherer  komplexer  Zahlen  durch  Matrices 
hat  bereits  (1858)  Cayley  (CoU.  math.  papers  3,  491)  in  seiner 
grundlegenden  Arbeit  über  Matrices  (vgl.  den  voraufgegangenen 
§ 6)  für  den  Fall  der  Quatemionen  hingewiesen.  Die  vier 
Matrices  zweiten  Grades: 


1 0 

0 i 

i 0 

0 1 

0 1 

J h = 

i 0 

> h — 

0 —i 

, ig  — 

-1  0 

verhalten  sich  bei  ihrer  Komposition  wie  die  Quatemionen- 
einheiten  (vgl.  S.  16).  Die  weitere  Deutung  komplexer  Zahlen  durch 
Matrices  verdankt  man  0.  S.  Peirce  {Am.  J.  math.  4,  221  (1881)) 
und  Ed.  Weyr  {Prager  Der.  (1887)).  Die  Verknüpfung  höherer 
komplexer  Zahlen  mit  Gruppen  geht  auf  Poincare  {C.  B.  99 
(1884),  740)  und  Study  {Monatsh.  f.  Math.  1,  283  (1890)) 
zurück.  Wir  nennen  ferner:  S cheffers,  Math.  Ann.  39,  293 
(1891),  ebenda,  41,  601  (1893),  Molien,  ebenda,  41,  83  (1893), 
43,  308  (1893).  Wegen  weiterer  Litteratur  über  den  Zusammen- 
hang höherer  komplexer  Zahlen  und  bilinearer  Formen  sei  auf 
Studys  Artikel  in  der  Enzyldopädie  der  math.  Wiss.  1,  147 
„Theorie  der  gemeinen  und  höheren  Komplexen  Größen“  verwiesen. 
Zur  Ergänzung  führen  wir  noch  die  rein  algebraischen  Arbeiten 
von  Frobenius,  Theorie  der  hyperkomplexen  Größen  {Sitzwngsb. 
d.  Berl.  Akad.  (1903),  504  u.  634).  an.  Von  Lehrbüchern 
vgl.  man:  Lie-Scheffers,  Vorl.  über  kontinuierliche  Gruppen, 
Leipzig  1893,  S.  610. 
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§ 8.  Die  Theorie  der  Elementarteiler  und  die 
bilinearen  Formen. 

Sind  A und  B zwei  quadratische  Matrices  w*®"  Grades  mit 
den  Elementen  und  so  ist  unter  -4 -f- (vgl.  S.  81) 
die  Matrix  mit  den  Elementen  -f-  zu  verstehen.  Die 
Behandlung  einer  solchen  Matrix  A ^ ^B^  deren  Elemente 
ganze  Funktionen  ersten  Grades  eines  Parameters  ^ sind,  führte  ^ 
Weierstraß  (Zur  Theorie  der  quadratischen  wnd  bilinearen 
Formen,  Monatsb.  d.  Berl.  Ahad.  (1868),  mit  Veränderungen 
abgedruckt  in  Ges.  Werken  2,  19)  auf  seine  berühmte  Theorie 
der  Elementarteiler. 

Unser  Ausgangspunkt  soll  im  folgenden  ein  rein  zahlen- 
theoretischer sein ; hierdurch  erhält  man  die  Begriffe  der  Theorie 
wohl  am  klarsten  und  durchsichtigsten.  Alsdann  legen  wir  dieo 
Allgemeinheit  dar,  die  diesen  Ideenbildungen  zukommt,  und  ge- 
langen erst  am  Schlüsse  durch  Spezialisierung  zu  dem  Stand- 
punkt, den  Weierstraß  eingenommen  hat. 

Wir  betrachten  die  quadratische  Matrix: 

D = ||c?,.Jl  = 2, ...,«) 

vom  Grad  n.  Ihre  Elemente  d^j^  sollen  ausnahmslos  ganze  Zahlen, 
sowohl  positiv  als  negativ,  einschließlich  der  Null  sein.  Die 
Matrix  D habe  den  Rang  ?,  d.  h.  alle  ihre  ünterdeterminanten 
vom  l -j-  1*®“,  jedoch  nicht  sämtliche  vom  ^*®*^  Grad  seien  Null. 

6 bedeute  im  folgenden  eine  ganze-  positive  Zahl,  die  ^ l 
ist,  mit  bezeichnen  wir  (den  positiv  gewählten)  größten  ge- 
meinsamen Teiler  sämtlicher  ünterdeterminanten  ö*®“  Grades 
von  D.  Ist  / = w,  so  ist  Tj  = und,  vom  Vorzeichen  abge- 
sehen, die  Determinante  der  Matrix  D.  Ist  Z < w , so  setze  man 

Definition  I:  Die  Größen  Tj,  Tg,  . . .,  T„  heißen  der  erste, 
zweite,  . . .,  Determinantenteiler  des  Systems  der  d^j^  oder  der 
Determinante  D. 

Jede  (»reihige  Unterdeterminante  D^  ist  eine  lineare  homo- 
gene Funktion  von  Ünterdeterminanten  des  6 — 1*®“  Grades. 
Mithin  ist  der  größte  gemeinsame  Teiler  aller  D^  durch 
den  größten  gemeinsamen  Teiler  aller  teilbar. 

Lehrsatz  I:  Der  Quotient 

-JjL-  (a  = 2,3,...,0 

■^a-1 

des  ö*"”  Determinantenteilers  durch  den  6 — ist  eine  ganze  Zahl. 
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Definition  II:  Die  Größen 

=*=  , E^j  = j,  ((7  = 2,  3,  . . l),  E^  ^1^  — 0 (</  = 1,  2, . . n — i) 

heißen  die  zusammengesetzten  Elementarteiler  des  Systems  der 
d^j.  oder  der  Determinante  D.  E^  heißt  der  erste,  E^  der 
Ziveite,  . . E^  der  ^ 

mcntarteiler.  Die  Anzahl  der  nichiv  er  schwindenden  Elementar- 
teiler gibt  ebenso  wie  die  der  nichtv  er  schwindenden  Determinanten- 
teiler den  Bang  von  D an. 

Die  Bezeichnung  der  Größen  E^.,  E^^  . . E^^  als  zusammen- 

gesetzte Elementarteiler  ist  Muths  Werk  „Theorie  und  Aniven- 
dung  der  Elementarteiler“ , Leipzig  1899,  S.  13,  entlehnt.  Der 
Name  Elementarteiler“  ist  von  Frobenius  {Journ.  f.  Math. 
86,  148  (1879))  eingeführt  worden;  die  Bezeichnung  zusammen- 
gesetzter Elementarteiler  wird  jedoch  in  seiner  grundlegenden 
Arbeit  (vgl.  a.  a.  0.  S.  163)  in  anderer  Bedeutung  als  hier 
verwandt.  Die  Größen  E^\  E^,  . . .^  E^^  finden  sich  bereits  (1861), 
ehe  Weierstraß  seine  klassische  Arbeit,  aus  welcher  der  Name 
Elementarteiler  stammt,  publiziert  hatte,  in  Henry  J.  St.  Smiths 
zahlentheoretischen  Untersuchungen  über  lineare  Gleichungen  mit 
ganzzahligen  Koeffizienten  (Smith,  Colt.  math.  papers  1,  391). 

Von  Smith  stammen  auch  schon  folgende  Sätze: 

Lehrsatz  II:  In  der  Beihe  der  zusammengesetzten  Elementar- 
teiler E^^  . . .,  Ej^  ist  jeder  Elementarteiler  E^  durch  den  ihm 
voraufgehenden  E^_^  (a  = ;,r-i,...,2)  ohne  Best  teilbar  (Smith, 
a.  a.  0.,  S.  396). 

Lehrsatz  III:  Die  zusammengesetzten  Elementarteiler  lassen 
sich  nicht  nur  als  Quotienten 


größter  gemeinsamer  Teiler  definieren,  sondern  sie  selbst  sind 
auch  größte  gemeinsame  Teiler:  Dividiert  man  jede  Unter deter- 
minante  6*^”'  Grades  D„  von  D durch  den  größten  gemeinsamen 
Teiler  der  in  D^  enthaltenen  Unterdeterminanten  6—1^^  Grades, 
so  ist  der  größte  gemeinsame  Teiler  aller  dieser  Quotienten  gleich 
dem  Elementartciler  E^^  (Smith,  a.  a.  0.,  S.  396). 

Aus  dem  Lehrsatz  II  folgt:  E^"^  Ej_^  > ^ 

Mithin  ergibt  sich:  Sind  die  Werte  der  l zusammengesetzten, 
nichtversch  winden  den  Elementarteiler  in  irgend 

welcher  Eeihenfolge  gegeben,  so  braucht  man  sie  nur  ihrer  Größe 
nach  zu  ordnen,  um  zu  entscheiden,  welcher  der  o*®  ist. 
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Lehrsatz  IV:  Komponiert  man  zwei  oder  mehrere  ganzzahlige 
Matriccs,  so  ist  der  6^  Elementarteiler  des  Produktes  durch  den 
Qten  Elementarteiler  eines  jeden  FaJctors  des  Produktes  teilbar. 

Aus  dem  Satz  II  folgt:  Jeder  zusammengesetzte  Ele- 
mentarteiler (ff  = ist  nur  durch  solche  Primzahlen 

teilbar,  die  auch  E^  ohne  Rest  teilen.  Hieraus  ergibt  sich: 

Lehrsatz  Y:  Ist  p^o  die  höchste  Potenz  einer  Primzahl  p, 
die  in  E^,  = ,i)  ohne  Rest  auf  geht,  so  genügen  die 

Zahlen  e„  den  Ungleichungen 


— 1 ^ — 2 ’ ’ ‘ ^ ^1* 

Diese  Fundamentaleigenschaft  ist  von  Cayley  (1856) 
{lourn.  f.  Math.  50,  314,  Coli.  math.  papers  2,  *217)  ange- 
geben worden.  ^ 

Definition  III:  Ist  p^o  die  höchste  in  E^  (ff  = z,z-i,...,i)  ent- 
haltene Potenz  einer  Primzahl  p,  so  heißt,  falls  von  Null 
verschieden  ist,  jeder  Fahtor  p-o  nach  Weierstraß  ein  Elementar- 
teiler oder  eine  elementare  Invariante  des  Systemes  d^^  oder  der 
Determinante  D.  Die  Primzahl  p wird  die  Grundzahl  oder  Basis, 
e^j  der  Exponent  oder  Grad  des  Elementarteilers  p^o  genarmt. 

Es  empfiehlt  sich  oft,  die  Elementarteiler ^®ff  mit  Frobenius 
{Journ.  f.  Math.  86,  162)  zum  Unterschied  von  den  zusammen- 
gesetzten Elementarteilern  als  einfache  Elementarteiler  zu  be- 
zeichnen. Spricht  man  von  Elementarteilern  ohne  Zusatz,  so 
meint  man  die  eben  definierten  einfachen  Weier  st  r aß  sehen 
(Kronecker  verwendet  in  den  Monatsh.  d.  Berl.  Akad.  (1874), 
Ges.  Werhe  1,  405  die  Bezeichnung  „einfacher  Elementarteiler“ 
in  ganz  anderem  Sinn;  nach  ihm  hätte  man  Elementarteiler 
mit  dem  Exponenten  1 so  zu  nennen). 

Die  drei  durch  die  Definitionen  I,  II,  III  eingeführten 
Größensysteme,  nämlich  die  Determinantenteiler  die  zusammen- 
gesetzten Elementarteiler  E^  und  die  einfachen  Elementarteiler 
bestimmen  sich  gegenseitig  eindeutig. 

Die  zusammengesetzten  Elementarteiler  E^  sind  durch  die 
Definition  II  aus  den  Determinantenteilern  abgeleitet  worden. 
Sämtliche  einfache  oder  Weier  str  aß  sehe  Elementarteiler  erhält 
man  durch  die  Zerlegung  des  ersten,  zweiten  usw.  bis  Z*®“  Ele- 
mentarteilers in  die  (von  Null  verschiedenen)  Potenzen  ver- 
schiedener Primfaktoren.  Ist  E^  = p^ö  • q^'q,  • r^'a  . • • , wobei 
p,  r,  . . . lauter  verschiedene  Primzahlen  bedeuten,  so  sind  die 
Größen 
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r^"a^  ...  (a  = 1,  2, . . .,  i) 

die  sämtlichen  einfachen  oder  Weierstraßschen  Elementarteiler. 

Aus  den  zusammengesetzten  Elementarteilern  ergeben  sich 
die  Determinantenteiler  T auf  Grund  der  Relationen: 


T„  = E„  ■ ■■■E, 


Sind 


l + jU 


i+iii 


{o  = 1,  2, . . .,  0» 

0^  = 1,  2,...,n-0. 


sämtliche  einfache  Eleraentarteiler  von  D — ihr  Produkt  muß  Tj 
sein  — , die  nach  fallenden  Potenzen  von  1?,  g',  . . . geordnet  sind: 

(ßi  ^ ^ ^1-2  ^ ^ ^ ^ 1 ^ ^ /_2  ^ * * *’  * ' *)>  • 


so  ist  Ej^  = E^_i  = • ' ' = E^_^^  durch  den  Rang  von  D be- 
stimmt. E^  ist  das  Produkt  der  höchsten  Potenzen  sämtlicher 
einfacher  Elementarteiler  von  I>,  also  gleich  p^i  • q^'i  • ••  •,  E^_^ 
das  Produkt  der  zweithöchsten  Potenzen  sämtlicher  einfacher 
Elementarteiler,  also  gleich  p^i-i  • q*^'i  - 1 • • • • , usw. 

Alle  diese  Sätze  sind  weitgehender  Verallgemeinerung  fähig. 
Sie  beruhen  auf  der  eindeutigen  Zerlegbarkeit  der  ganzen  posi- 
tiven Zahlen  in  Primfaktoren  und  der  Existenz  des  größten 
gemeinsamen  Teilers  von  zwei  oder  mehreren  ganzen  Zahlen, 
sei  ein  Bationalitätsbereieh  oder  Zahlkörper  (vgl.  Algebra), 
• • -5  seien  Ä Variable.  Sind  die  Größen  cc  Zahlen  aus  Sl, 
so  heißen  Summen  von  Gliedern  der  Form: 


wobei  rg,  . . r^^  ganze  positive  Zahlen,  einschließlich  der  Null, 

bedeuten,  ganze  Funktionen  in  Sl.  Diese  lassen  sich  in  reduzible 
(zerlegbare)  und  irreduzible  (unzerlegbare)  unterscheiden.  Die 
ersteren  sind  als  Produkte^  aus  mehreren  ganzen  Funktionen  in  ü 
darstellbar,  die  anderen  nicht.  Die  reduziblen  Funktionen  lassen 
sich  in  eine  endliche  Anzahl  irreduzibler  Faktoren  zerlegen,  die 
selbst  ganze  Funktionen  in  sind;  jede  reduzible  Funktion 
bestimmt  ihre  irreduziblen  Faktoren  bis  auf  multiplikative  Kon- 
stanten eindeutig.  Hierauf  gründet  sich  der  Begriff  des  größten 
gemeinschaftlichen  Teilers  von  zwei  oder  mehreren  ganzen  Funk- 
tionen in  er  ist  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  eindeutig 
bestimmt  (vgl.  beispielsweise  H.  Weber,  Algebra  2,  563). 
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Die  Elemente  der  Matrix 

B = ||ci.;5.|l  (»-,^=1,2,...,«) 

seien  ganze  Funktionen  in  Sl  von  h Variablen.  Auch  hierfür 
läßt  sich  nach  den  obigen  Angaben  der  größte  gemeinsame 
Teiler  sämtlicher  Unterdeterminanten  u*®“  Grades  von  B de- 
finieren. Die  Determinantenteiler  sind,  abge- 

sehen von  konstanten  Faktoren,  die  hier  die  Rolle  der  Einheit 
spielen  und  für  das  Folgende  als  unwesentlich  anzusehen  sind, 
eindeutig  bestimmt.  Ebendasselbe  gilt  für  die  durch  die  De- 
finition II  eingeführten  zusammengesetzten  Elementarteiler.  An- 
statt der  Primzahlen  p treten  im  Falle  der  ganzen  Funktionen 
in  Sl  die  irreduziblen  ganzen  Funktionen  von  k Variablen  mit 
Koeffizienten  aus  Sämtliche  einfache  oder  Weier  str  aß  sehe 
Element'arteiler  erhält  man  durch  die  Zerlegung  jedes  zusammen- 
gesetzten Elementarteilers  in  die  (von  Null  verschiedenen) 
Potenzen  verschiedener  irreduzibler  Faktoren.  Ist 

= p^o  q^'o  • r*^"a  • • • • , 

wobei  die  Basen  jp,  q^  r,  ...  lauter  voneinander  verschiedene 
irreduzible  ganze  Funktionen  mit  Koeffizienten  aus  sind, 
d.  h.  solche,  die  sich  nicht  nur  um  multiplikative  Konstanten 
unterscheiden,  so  sind 

'^"^'1  • • • ((T  = l,  2,  ...,  0 

die  sämtlichen  einfachen  oder  Weier  str  aß  sehen.  Elementarteiler. 
Alle  früher  angegebenen  Lehrsätze  behalten  ihre  unveränderte 
Gültigkeit,  wenn  man  Matrices  betrachtet,  deren  Elemente  ganze 
Funktionen  von  k Variablen  mit  Koeffizienten  aus  einem  Ratio- 
nalitätsbereich  VI  sind. 

B und  F seien  zwei  Matrices  mit  je  n^  gleichartigen  Ele- 
menten d^^  und  fiki  entweder  seien  beide  Größensysteme  da 
und  ganzzahlig  oder  beide  ganze  Funktionen  von  k Variablen 
mit  Koeffizienten  aus  dem  gleichen  Rationalitätsbereich  VI.  Be- 
steht zwischen  F und  B eine  symbolische  Gleichung  F = RBQ, 
wobei  R und  Q Matrices  mit  gleichartigen  Elementen  wie  den- 
jenigen von  F und  B sein  sollen,  so  soll  auch  bei  dieser  Be- 
schränkung der  Elemente  von  R und  § für  F"  der  Ausdruck 
Vielfaches,  für  B Teiler  verwandt  werden  (zu  vgl.  S.  89).  Waren 
die  Elemente  von  R und  Q willkürlich,  so  galt  nur  der  Satz, 
daß  der  Rang  des  Vielfachen  F stets  gleich  oder  kleiner  als  der 
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des  Teilers  D ist.  Bei  der  Beschränkung  der  Elemente  von  B 
und  Q ergibt  sich  nach  Satz  IV: 

Lehrsatz  YI:  Eine  Matrix  F ist  nur  dann  ein  Vielfaches 
einer  Matrix  1),  wenn  ihre  zusammengesetzten  Elementarteiler  Ef 
Vielfache  der  entsprechenden  Elementarteiler  E.  von  D sind^  also 
Ei  = y iE.  ^ ivobei  die  y.  ganze  Größen  (also  ganze  Zahlen  oder 
ganze  Funktionen)  einschließlich  der  Null  sind. 

Dem  Obigen  entsprechend  mögen  zwei  Matrices  D und  E 
mit  gleichartigen  Elementen  äquivalent  heißen,  wenn  sowohl  F 
ein  Vielfaches  von  D als  auch  D ein  Vielfaches  von  F in  dem 
engeren  Sinne  ist.  Aus  Satz  VI  folgt 

Lehrsatz  VII:  Ztvei  Matrices  D und  F mit  gleichartigen  Ele- 
menten hönnen  nur  dann  äquivalent  sein,  wenn  die  entsprechenden 
zusammengesetzten  Elementarteiler  E.  und  Ef  gleich  sind. 

Die  in  dem  letzten  Satz  ausgesprochene  Bedingung  für  die 
Äquivalenz  zweier  gleichartiger  Matrices  ist  zwar  notwendig,  aber 
nicht  hinreichend.  Gegenüber  zuweit  gehenden  Behauptungen  in 
dieser  Hinsicht  scheint  es  angebracht,  an  einem  Beispiel  zu 
zeigen,  daß  trotz  der  Gleichheit  der  Eleynentarteiler  eine  Matrix 
nicht  Vielfaches  einer  anderen  zu  sein  braucht. 

Sei  D die  Matrix 


?1?2  0 

0 1 


und  F die  Matrix 


für  F und  D sind,  falls  und  q.j,  unabhängige  Variable  be- 
deuten und  Sl  der  Bereich  aller  Zahlen  ist,  die  zusammen- 
gesetzten Elementarteiler  J5/’i  = 1,  E^  = gleich.  Ange- 

nommen F sei  Vielfaches  von  D,  nämlich  F *=  BDQ^  wobei  die 
Elemente  und  der  zwei  Matrices  B und  Q ganze  Funk- 
tionen der  zwei  Variablen  (>j,  ^>2  sind.  Aus  \D  \ = folgt 
I i2|  ' I §1  = 1.  Da  das  Produkt  zweier  ganzer  Funktionen  nur 
dann  gleich  1 ist,  falls  sie  Konstante  sind,  muß  | i?  | ==  Konst., 

I § I = sein.  Mithin  existiert  P=  Q~\  und  die  Elemente 

von  P sind  wegen  | ö | “ ^ = Konst,  ganze  Funktionen  von  und  ^2 
Die  symbolische  Gleichung  jFP  = ergibt  die  vier  gewöhn- 
lichen Gleichungen: 


9lPll  Q1P12  — ^125  Q2P2t  — ^'2iQiQ21  Q2P22  '^22' 
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Folglich  wird  die  Determinante: 


B\ 


^1 1 2 

^11  ^li^l2 

^21^'2  2 

^21  Q2P22 

Diese  Determinante  verschwindet  für  — (>2  = 0 . Sie  soll 
aber  unabhängig  von  . , pg  einen  von  Null  verschiedenen  kon- 

stanten Wert  besitzen.  Mithin  ist  die  Annahme,  daß  F Viel-, 
faches  von  I)  ist,  widerlegt.^) 

Beschränkt  man  aber  die  Elemente  und  f.j^  der  zwei  Matrices ' 
D und  F darauf,  game  Zahlen  oder  ga/nze  Funktionen  einer  einzigen 
Variablen  q mit  Koeffizienten  aus  VI  zu  sein,  so  sind  die  in  den 
Sätzen  VI  und  VII  ausgesprochenen  Bedingungen  auch  ausreichend. 
Im  folgenden  wird  stets  ausnahmslos  vorausgesetzt,  daß  wir  es 
mit  Matrices,  deren  Elemente  ganzzahlig  oder  ganze  Funktionen 
einer  einzigen  Variablen  q mit  Koeffizienten  aus  VI  sind,  zu  tun 
haben.  Wir  formulieren 

Lehrsatz  VT:  Eine  Matrix  F,  deren  Elemente  ganze  Zahlen 
oder  ganze  Funläionen  einer  einzigen  Variablen  q mit  Koeffizienten 
aus  VI  sind,  ist  dann  und  nur  dann  Vielfaches  einer  gleichartigen 
Matrix  D,  wenn  ihre  zusammengesetzten  Elementar  teil  er  Ef  Viel- 
fache der  entsprechenden  Elementarteiler  E^  von  D sind,  also 
E'i  = y^E^^  wobei  y^  ganze  Größen  (also  ganze  Zahlen  oder  ganze 
Punktionen  einer  einzigen  Variablen)  einschließlich  Null  sind. 


1)  Das  obige  Beispiel  läßt  sich  auch  auf  folgende  Weise  be- 
handeln: Würde  D Vielfaches  von  F sein,  so  müßte  dies  auch  noch 
statthaben,  wenn  man  die  zwei  unabhängigen  Variablen  und  9^ 
gleichsetzt.  Sind  F^  und  die  sich  aus  F und  B für  er- 

gebenden Matrices,  so  hat 

' Pi  0 

0 Ql 

die  Elementarteiler  E^  =[(>1,  E^  ==  hingegen  besitzt 


2 0 

1 


die  Elementarteiler  E^  — 1,  E^  = Qf . Da  der  Elementarteiler  A7.  = 1 
von  Bq  nicht  Vielfaches  des  Elementarteilers  E^  = (),  von  F^  ist,  kann 
nach  Satz  VI  B^  nicht  Vielfaches  von  Fq,  also  B nicht  Vielfaches 
von  F sein.  Daß  bei  Funktionen  von  zwei  oder  mehr  Variablen  die 
in  den  Sätzen  VI  und  VII  ausgesprochenen  Bedingungen  nicht  aus- 
reichen, hat  seinen  Grund  darin,  daß  bei  Funktionen  von  zwei  und 
mehr  Variablen  der  größte  gemeinsame  Teiler  nicht  alles  den  Funk- 
tionen „Gemeinsame“  erschöpft. 
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Lehrsatz  VII':  Die  notwendige  und  zugleich  hinreichende  Be- 
dingu/ng  für  die  Äquivalenz  zweier  gleichartiger  Matrices  mit  Ele- 
menten, die  ganze  Zahlen  oder  ganze  Funlctmien  einer  einzigen 
Variablen  mit  Koeffizienten  aus  Sl  sind,  läßt  sich  in  folgende  drei 
gleichwertige  Formen  einhleiden:  Übereinstimmung  in  den  Deter- 
minantenteilern oder  in  den  zusammengesetzten  Elementarteilern 
oder  im  Bang  und  den  einfachen  Elementarteilern. 

Hat  die  Determinante  einer  Matrix  oder  linearen  homogenen 
Substitution  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  den  Wert  1, 
so  heißt  die  Matrix  oder  Substitution  unimodular.  Hat  man 
Matrices  oder  Substitutionen,  deren  Koeffizienten  ganze  Funk- 
tionen einer  Variablen  q sind,  so  bezeichnet  man  diejenigen  von 
ihnen,  deren  Determinanten  von  q unabhängig  und  von  Null 
verschieden  sind,  als  unimodular.  Man  beweist,  daß  für  zwei 
nach  Satz  VII'  äquivalente  Matrices  D und  F mit  gleichartigen 
Koeffizienten  in  der  symbolischen  Gleiehumg  F BDQ,  wobei  B 
und  Q Koeffizienten  derselben  Art  wie  F und  D haben  die 
Matrices  B und  Q stets  unimodular  ivählbar  sind;  für  wni- 
modulare  Systeme  B und  Q existieren  B~^  und  Q~^  und  sind 
ebenfalls  unimodular.  Es  wird  D = B~^FQ~^. 

Überträgt  man  (zu  vgl.  § 6)  im  Falle  von  Matrices  mit 
ganzzahligen  Elementen  diese  Sätze  in  die  Sprache  der  Theorie 
der  bilinearen  Formen,  so  erhält  man  die  Theoreme: 

Lehrsatz  VIII:  Zwei  büineare  Formen  mit  ganzzahligen  Ko- 
effizienten sind  dann  und  nur  dann  äquivalent  in  dem  Sinn,  daß 
sie  gegenseitig  durch  ganzzahlige  (im  allgemeinen  nicht  Tcogrediente) 
Substitutionen  ineinander  transformierbar  sind,  wenn  die  ent- 
sprechenden zusammengesetzten  Elementarteiler  der  Matrices  der 
Koeffizienten  der  beiden  Formen  gleich  shid.  Für  die  zusammen- 
gesetzten Elementarteüer  kann  man  auch  die  Determinantenteiler 
oder  den  Bang  und  die  einfachen  Elementarteiler  treten  lassen. 
Im  Falle  der  Äquivalenz  können  die  zwei  bilinearen  Formen  stets 
auch  ganzzoMig  unimodular  ineinander  übergeführt  werden.  Die 
Äquivalenz  läßt  sich  auf  rationalem  Wege  (durch  Aufsuchung 
größter  gemeinsamer  Teiler)  entscheiden,  und  die  überführenden 
unimodularen  Substitutionen  lassen  sich  rational  ermitteln. 

Hieraus  folgt  Lehrsatz  IX:  Eine  gegebene  biUneare  Form 
mit  ganzzahligen  Koeffizienten,  bei  der  die  aus  den  Koeffizienten 
gebildete  Matrix  die  zusammengesetzten,  nichtverschwindenden  Ele- 
mentarteiler 
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hat,  läßt  sich  durch  ganzzahlige,  wnimodularc  (im  allgememen 
nicht  hogrediente)  Substitutionen  für  die  zwei  Varidblenreihen  in 

y^' V E^x^ijI 

transformieren. 

Die  Fätze  VIII  und  IX  bleiben  unverändert  gültig,  wenn 
man  überall  anstatt  der  ganzzahligen  Koeffizienten  ganze  Funk- 
tionen in  einem  beliebigen  Rationalitätsbereich  Sl  einer  einzigen 
Variablen  q voraussetzt. 

Also: 

i=n k=n 

* = 1 i = 1 

und 

iz=n  k = n B 

*=1 k=l 

seien  zwei  bilineare  Formen,  deren  Koeffizienten  ganze  Funk- 
tionen beliebigen  Grades  einer  einzigen  Variablen  q sind.  Die 
Faktoren  der  einzelnen  Potenzen  von  q in  den  ganzen  Funk- 
tionen und  fik  sollen  einem  Rationalitätsbereich  Sl  angehören. 
Die  zwei-  bilinearen  Formen  heißen  äquivalent,  wenn  sie  durch 
Substitutionen  ineinander  überführbar  sind,  deren  Koeffizienten 
ganze  Funktionen  von  q sind  Zwei  bilineare  Formen  der  eben 
beschriebenen  Art  sind  dann  und  nur  dann  äquivalent,  wenn 
sie  die  gleichen  zusammengesetzten  Elementarteiler  haben.  Zwei 
solche  äquivalente  bilineare  Foi-men  lassen  sich  auch  stets  durch 
Substitutionen  ineinander  überführen,  deren  Koeffizienten  ganze 
Funktionen  in  der  einen  Variablen  q sind  und  deren  Deter- 
minanten einen  von  q unabhängigen  konstanten  Wert  haben. 

Setzt  man  die  Elemente  von  D und  F nicht  als  beliebige, 
sondern  als  lineare  Funktionen  des  Parameters  q voraus,  so 
kann  man  die  Resultate  noch  verschärfen  und  ist  bei  dem 
Weierstraßschen  Standpunkt,  von  dem  wir  zu  Beginn  des 
Paragraphen  sprachen,  angelangt.  Die  Elemente  d^^^  von  Z)  seien 
von  der  Form 

(.-.»  = 1,  2,... ,n) 

und  die  Elemente  f^J^  der  äquivalenten  Matrix  F von  der  Form 

Die  Größen  und  h^^  bedeuten  beliebige  Konstanten 

aus  dem  Rationalitätsbereich  Man  beweist,  daß,  wenn  die 


§ 8.  Die  Theorie  der  Elementarteiler  u.  die  bilinearen  Formen.  1 1 1 

zwei  Determinanten  und  |/?^.;^|  nicht  verschwinden,  in  der 

Gleichung  F = RDQ  die  Systeme  li  und  Q so  gewählt  werden 
können,  daß  nicht  nur  ihre  Determinanten,  sondern  auch  ihre 
einzelnen  Elemente  von  dem  Parameter  q unabhängig  sind. 

Lehrsatz  X:  Stimmen  die  zwei  bilinearen  Formen  A-\-  qB  und 
bei  denen  die  Determinanten  | J5  | und  \H\  nicht  ver- 
schwinden, in  den  zusammengesetzten  Elementarteilern  (oder  den 
Determinantenteilern  oder  den  einfachen  Elementarteilern)  überein, 
so  kann  man  sie  durch  Substitutionen  ineinander  transformieren, 
deren  Koeffizienten  vom  Parameter  q unabhängig  sind. 

Um  Satz  X von  der  Voraussetzung  des  Nichtverschwindens 
der  zwei  Determinanten  \b^j^\  und  zu  befreien,  empfiehlt 

es  sich,  zur  homogenen  Betrachtung  überzugehen. 

Sind  und  Q2  iinbestimmte  Größen,  so  heißt 

i=n k—n 

QiÄ  + ^ ^ (Piaii+ 

i=l  k=i 

eine  Schar  bilinearer  Formen  (Kronecker  (1868),  Ges.  Werke 
1,  166).  A und  B heißen  die  Grundformen  der  Schar  ^ 1, 
Q2  — Q liefert  den  früher  behandelten  unhomogenen  Fall  A + qB). 
Wir  setzen  wieder  D ==  q^A q^B.  Verschwindet  die  Deter- 
minante der  Schar  identisch,  d.  h.  ist  sie  für  jedes  Wertepaar 
und  Q2  Null,  so  heißt  die  Schar  singulär,  im  anderen  Fall 
ordinär.  Eine  singuläre  Schar  ist  dadurch  charakterisiert,  daß 
der  Rang  l von  D kleiner  als  n ist;  bei  einer  ordinären  Schar 
ist  l = n. 

Um  noch  engeren  Anschluß  an  Weierstraß  zu  gewinnen, 
lassen  wir  LI  mit  dem  größten  aller  möglichen  Rationalitäts- 
bereiche zusammenfallen,  d.  h.  LI  bedeutet  die  Gesamtheit  aller 
Zahlen.  Die  Elemente  a^J^.,  b^j^^  f^^  und  g^j.  der  Matrices  A,  J5,  F 
und  G sollen  also  jetzt  beliebige  Konstanten  sein. 

Da  in"  Weier  Straß’  klassischen  Untersuchungen  die  ein- 
fachen Elementarteiler,  mit  denen  er  allein  operiert,  direkt  ein- 
geführt werden,  soll  dies  auch  noch  geschehen:  Ist  l der  Rang 
der  Matrix  D — q^A  Q2B,  so  sei  0 eine  ganze  Zahl,  die  ^ l 
ist.  Weierstraß  selbst  behandelt  nur  den  Fall  l = n,  d.  h.  die 
Determinante  | D | verschwindet  nicht  für  alle  Werte 
Da  LI  der  Bereich  aller  Zahlen  ist,  werden  die  irreduziblen 
Funktionen  p lineare  Funktionen  von  und  Q2..  Wir  setzen 
p — ag^  bQ2  und  verstehen  unter  h^  den  Exponenten  der 
höchsten  Potenz,  mit  dem  die  lineare,  homogene  ganze  Funktion  jp 
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in  allen  Unterdeterininanten  tf*®“  Grades  von  D enthalten  ist. 
Ist  der  größte  gemeinsame  Teiler  sämtlicher  Unterdeter- 
minanten 0*®”  Grades  so  hat  der  Determinantenteiler  die 
Funktion  p genau  in  der  Potenz  zum  Faktor.  Sämtliche 
Unterdeterminanten  sind  durch  p'^o  teilbar,  einige  von  ihnen 
können  auch  eine  höhere  Potenz  von  p zum  Faktor  haben, 
wenigstens  eine  Unterdeterminante  muß  entsprechend  der 
Definition  der  Zahl  die  Funktion  p genau  in  der  Potenz  ent- 
halten. Eine  solche  die  genau  durch  die  Potenz  von  p 
teilbar  ist,  heißt  nach  Frobenius  {über  die  Elementarteiler 
der  Determinanten,  Sitzungsb.  d.  Berl.  Akad.  (1894),  32)  eine 
in  bezug  auf  p reguläre  D^. 

Die  Zahlen  sind,  ganze  positive  Zahlen  oder  Null.  Für 
sie  beweist  man  die  Ungleichung  ^ und,  wenn  h„  — 0 
ist,  so  ist  = • • • = 0. 

Wir  setzen: 

e^  = }i^  ^ 

^1-1  ~ ~ ^-21 


^a  = K-K-l^ 


Hieraus  folgt 


ei 

+ ^0-1  + • • • H"  ^1- 

In  tritt  folglich  p^cr  ==  p^f^  > p^a-\  - p^o- 2 • • - pH 

(^0^  ^0-1  ^ ^0-2'  ■ ‘ ^ ^1)  (Caylejsche Ungleichung,  siehe  S.  104) 

als  Faktor  auf  Jeder  einzelne  der  mit  einem  von  Null  ver- 
schiedenen Exponenten  versehenen  Faktoren 


in  die  jp*«  zerlegt  wurde,  ist  ein  Weier  Straß  scher  oder  einfacher 
Elemcntarteiler.  Hiermit  sind  die  einfachen  Elementarteiler  unter 
Umgehung  der  zusammengesetzten  definiert.  Die  Basen  der 
Weier  Straß  sehen  Elementarteiler  findet  man,  indem  man  als 
Produkt  von  linearen  homogenen  Funktionen  der  Variablen 
und  ^2  und  eines  von  diesen  Veränderlichen  unabhängigen  kon- 
stanten Faktors  darstellt. 

Der  Weierstraßsche  Fundaraentalsatz  lautet: 
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Lehrsatz  XI:  Zwei  Scharen  hilinewer  Formen,  deren  Deter- 
minanten nicht  verschwinden,  sind  da/nn  und  nur  dann  äquivalent 
(d.  h.  durch  von  den  Parametern  unabhängige,  lineare  homogene 
Substitutionen  mit  nichtv  er  schwindenden  Determinanten  gegenseitig 
ineinander  transformierbar),  wenn  die  Determinanten  der  beiden 
Scharen  i/n  ihren  Elementarteilcrn  übereinsiimmen  (Weierstraß 
(1868),  Ges.  Werhe  2,  21). 

Statt  die  einfachen  Elementarteiler  zu  verwenden,  wie  es 
Weierstraß  tut,  kann  man  sich  auch  im  Satze  XI  als  Kriterium 
für  die  Äquivalenz  gleichwertig  der  Übereinstimmung  in  den 
zusammengesetzten  Elementarteilem  E oder  in  den  Determinanten- 
teilem  T bedienen.  Die  letzten  beiden  sind  als  größte  gemein- 
same Teiler  rational  zu  finden,  während  die  Bestimmung  der 
einfachen  Elementarteiler  der  Schar  q^ä  + Zerfällung 

einer  Gleichung  in  lineare  Faktoren,  also  in’ationale  Operationen, 
erfordert.  Über  die  Äquivalenz  zweier  ordinärer  Scharen  bilinearer 
Formen  hann  also  auf  rationalem  Wege  entschieden  werden;  auch 
die  Substitutionen,  die  eine  Schar  in  die  andere  überführen,  sind 
rational  bestimmbar. 

Weierstraß  geht  bei  seinem  Beweisverfahren  durch  das 
Irrationale  hindurch.  Er  transformiert  die  Formensohar  auf 
eine  Normalform,  die  von  den  einfachen  Elementarteilern  ab- 
hängt. Man  kann  stets  eine  ordinäre  Schar  bilinearer  Form 
mit  vorgegebenen  Elementarteilern  konstruieren.  Dies  ergibt  sich 
auch  aus  der  weiter  unten  angegebenen  Normalform  einer 
linearen  homogenen  Substitution.  Frobenius  {Journ.  f.  Math. 
86,  146  (1879))  hat  zuerst  den  Weierstraßschen  Fundamental- 
satz XI  nur  mit  Hülfe  durchaus  rationaler  Operationen  be- 
wiesen (vgl.  auch  Landsberg,  Journ.  f.  Math.  116,  331  (1896)). 
Über  die  an  den  Weierstraßschen  Fundamentalsatz  anknüpfende 
Literatur  vgl.  man  Muth,  Theorie  und  Anwendung  der  Elementar - 
teiler.,  S.  60.  Wir  heben  hier  nur  die  Arbeit  von  Stickelberger, 
Journ.  f.  Math.  86,  20  (1879),  hervor. 

Aus  dem  Weierstraßschen  Fundamentalsatz  XI  folgt: 

Damit  es  möglich  sei,  die  Formenschar: 

» = n k = n 

»=1 *=1 

von  nichtverschwindender  Determinante  durch  eine  lineare  homo- 
gene Substitution  für  x^j  . . .,  x^  von  nichtverschwindender 
Determinante  imd  eine  amdere  für  • • ••>  Vn  ebenfalls 

nichtverschwindender  Determinante  in  die  Normalform: 

Pascal,  Repertorium.  L 2.  Aufl-  8 
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9l(“l  + • • • + + 

?a(^*l>l'  + H 1-  K^nVn) 

ZU  transformieren,  ist  notwendig  wnd  hinreichend,  daß  die 
Determinante  | ^ik  + nur  Elementarteiler  mit  den  Ex- 

ponenten 1 besitzt,  d.  h.  jeder  Teiler  «(>1  + der  Determinante 
I ^ik  + ^ik  I > der  in  ihr  s^  1 mal  enthalten  ist,  auch  Teiler 
aller  ihrer  n — n — 2*^^,  bis  n — s Unter determinanten 

ist  (Weierstraß,  a.  a.  0.,  S.  37). 

Die  Äquivalenz  zweier  singulärer  Scharen  bilinearer  Formen 
hat  Kronecker  {Algebraische  Reduhtion  der  Scharen  bilinearer 
Formen,  Sitzungsb.  d.  Bert.  Äkad.  (1890),  1225)  erledigt.  Wir 
geben  das  Resultat  ohne  Benützung  alles  Voraufgegangenen, 
indem  wir  hierbei  auch  noch  die  Äquivalenz  ordinärer  Scharen 
mittels  der  Determinantenteiler  besonders  hervorheben: 

^^=^2  2 ««  + 92  6a)  ^iVk 

i = l k = l 

eine  Schar  bilinearer  Formen  (bei  der  auch  infolge  verschwin- 
dender Koeffizienten  die  Anzahl  beider  Reihen  von  Veränderlichen 
verschieden  sein  kann).  T^  bedeutet  den  größten  gemei/nsamen 
Teiler  aller  Unterdeterminanten  6*^  Grades  {6=1,2,...). 
Verschwindet  die  Determinante  der  Schar  nicht,  so  sind  alle 
diejenigen  Scharen  und  auch  nur.  diejenigen  mit  D äquivalent, 
die  mit  D in  den  so  ermittelten  T^  übereinstimmen  (andere 
Formulierung  des  Weier  str  aß  sehen  Satzes  XI).  Verschwindet 
die  Determinante  von  D für  alle  Werte  von  und 
ist  die  obige  Bedingung  nicht  ausreichend.  Sei  l der  Rang 
der  Determinante  von  D,  so  bestehen  zwischen  den  partiellen 
Ableitungen  von  A + ^2  ^ nach  den  n Variablen  und 
den  n Variablen  genau  zweimal  n — l linear  unabhängige  Re- 
lationen, deren  Koeffizienten  homogene  Funktionen  von  und  ^2 
sind.  Denkt  man  sich  ein  vollständiges  System  von  2n  — 21 
solchen  Relationen  von  möglichst  niedrigem  Grade  in  ^2 
wählt y so  sh'id  alle  außer  in  den  Größen  T^  noch  in  diesen 
Minimalgradzahlen^)  mit  D übereinstimmenden  Scharen  und  auch 
nur  diese  mit  unserer  Schar  D äquivalent  (Kronecker). 

Charakteristische  Kriterien  für  die  Äquivalenz  zweier  singu- 
lärer Scharen  sind  natürlich  auch  die  Übereinstimmung  in  den 

*)  Die  Bezeichnung  stammt  von  Muth,  Theorie  der  Elementar^ 
feiler,  S.  108. 


§ 8.  Die  Theorie  der  Elementarteiler  u,  die  hilinearen  Formen.  115 

Minimalgradzahlen  und  den  einfachen  Elementarteilem  oder  in 
den  Minimalgradzahlen  und  den  zusammengesetzten  Elementar- 
teilern. Sowohl  das  oben  ausführlich  gegebene  Theorem  als 
auch  die  letzte  Bedingung  gest&tten  über  die  Äquivalenz  zweier 
singulärer  Scharen  rational,  nämlich  durch  Aufsuchen  größter 
gemeinsamer  Teiler,  eine  Entscheidung  zu  fällen.  Auch  die 
überfuhr  enden  Substitutionen  sind  rational  zu  finden.  — ‘Für  ge- 
gebenes n kann  man  stets  eine  singuläre  Eormenschar  von 
n Variablenpaaren  konstruieren,  welche  die  vorgeschriebenen 
Minimalgradzahlen  und  Elementarteiler  besitzt. 

Gehören  die  Koeffizienten  der  Gnmdformen  A und  B der 
Schar  einem  Rationalitätsbereiche  Ä an  und  sind 

die  Koeffizienten  der  Grundformen  der  äquivalenten  Schar  eben- 
falls nur  Zahlen  aus  dem  nämlichen  Bereich  il,  so  kann  man 
auch  die  Koeffizienten  der  die  zwei  Scharen  ineinander  über- 
führenden Substitutionen  aus  dem  Rationalitätsbereich  Sl  wählen. 
Will  man  nur  im  Rationalitätsbereich  Sl  operieren,  so  hat  man 
als  Basen  einfacher  Elementarteiler  der  Matrix 

II  Ql  “f“  Q2  II  2, . . .,  n) 

anstatt  der  linearen  homogenen  Funktionen  solche 

homogene  Funktionen  der  zwei  Variablen  pg  Koeffizienten 
aus  Sl  zu  verwenden,  die  bezüglich  des  Rationalitätsbereiehes  Sl 
irreduzibel  sind. 

Die  Untersuchung  einer  ganzzahligen  Matrix,  also  die  rein 
zahlentheoretische  Behandlung  unseres  Gegenstandes,  mit  der 
unsere  Darstellung  anhebt,  verdankt  man  Henry  J.  St.  Smith 
(18  61).  Weier  Straß’ Ausgangspunkt  und  ausschließlicher  Gegen- 
stand der  Untersuchung  ist  eine  ordinäre  Schar  bilinearer  Formen, 
für  die  er  als  charakteristisches  Kennzeichen  der  Äquivalenz  die 
einfachen  Elementarteiler  ersonnen  hat.  Inwieweit  die  Priorität 
der  Entdeckung  der  Elementarteiler  für  Sylvester  (1851)  (Coli, 
math.  papers  1,  219)  in  Anspruch  genommen  werden  kann, 
vgl.  man  bei  Noether,  Math.  Änn.  60,  137.  Durch  Sylvester 
angeregt,  fand  Cayley  die  oben  erwähnte  Ungleichung.  Die 
Brücke  zwischen  den  Untersuchungen  von  Smith  und  Weier- 
straß hat  Frobenius  geschlagen  (Journ.  f.  Math.  86,  146 
(1879),  88,  96  (1880),  SiUungsb.  d.  Berl.Äkad.  (1894),  3l).  Er 
hat  die  große  Allgemeinheit  des  Begriffes  „Elementarteiler“  ge- 
zeigt; ihm  verdankt  man  auch  den  für  die  ganze  Theorie  funda- 
mentalen Satz  IV,  der  für  Matrices  mit  Elementen,  die  ganze 
Zahlen  oder  ganze  Funktionen  einer  oder  mehrerer  Variablen 

8* 
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mit  beliebigen  konstanten  Koeffizienten  oder  Größen  aus  einem 
ßationalitätsbereich  Ä sind,  gilt.  Die  Untersuchung  der  singu- 
lären Scharen  bilinearer  Formen  hat  Kronecker  während  mehr 
als  zwanzig  Jahren  beschäftigt,  bis  er  zu  dem  oben  angegebenen 
abschließenden  Resultate  gelangte. 

Der  Begriff  „Elementarteiler“  ist  im  vorauf^ehenden  immer  nur 
bei  ganzen  Zahlen  oder  bei  ganzen  Funktionen  verwendet  worden. 
Er  läßt  sich  auch  auf  gebrochene  Größen  ausdehnen.  Vgl.  Hensel, 
Journ.  f.  Math.  115,  259  (1895),  sowie  seine  Bearbeitung  der 
Kroneckerschen  Vorlestmgen  über  Determinanten,  Vorl.  21. 

Von  Lehrbüchern  sind  vor  allem  Muth,  Theorie  der 
Elementarteiler,  dann  die  eben  zitierte  Yorlesvmg  von  Kronecker 
und  für  die  zahlentheoretischen  Fragen  Bachmann,  Die  Arith- 
metik der  quadratischen  Formen,  Leipzig  1898,  S.  288,  zu  nennen. 

Am  Schlüsse  des  § 6 wiesen  wir  darauf  hin,  daß  zwei 
beliebige  bilineare  Formen  gleichen  Ranges  nicht  stets  kogredient 
ineinander  transformierbar  sind.  Für  die  kogrediente  Trans- 
formation zweier  bilinearer  Formen  gilt  der  Satz  von  Kronecker 
{Monatsb.  d.  Bert.  Akad.  (1874),  Ges.  Werke  1,  423): 

Damit  zwei  einzelne  bilineare  Formen  A und  B durch  ko- 
grediente Substitutionen  inei/nander  transformiert  werden  können, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  zwei  Scharen 
und  äquivalent  sind;  A'  und  B'  sind  die  zu  A tmd  B 

transponierten  Farmen  (vgl.  den  einfachen  Beweis  von  Frobenius, 
Sitzungsb.  d.  Berl.  Akad.  (1896),  14). 

Zwei  beliebige  bilineare  Formen,  lineare  homogene  Sub- 
stitutionen oder  Matrices  sind  nicht  ähnlich  (vgl.  S.  84).  Über 
die  Ähnlichkeit  zweier  Systeme  geben  wir  noch  folgendes; 

Zwei  Substitutionen  sind  dann  und  nur  dann  ähnlich,  wenn 
ihre  charakteristischen  Funktionen  die  nämlichen  Elemmtarieiler 
haben  (Weier str aß,  Ges.  Werke  2,  21  u.  22). 

Die  charakteristische  Funktion  \qE^  — (7,.  |,  wobei  E^  die 
Einheitsmatrix  e^^  Grades  und  C,-  die  Matrix 


0 0 0 

1 c,.  0 0 

0 1 0 

0 0 1 Ci 0 

0 0 0 0 i c- 


(Sf  Zeilen  und 
Cf  Kolonnen) 
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oder  die  lineare  homogene  Substitution 

ViX  — ViZ  ~ ^£2  ^£^£3?  * * *» 

ist,  hat  den  einigen  Elementarteiler  {q  — die  Deter- 

minante |(7f|  kann  hierbei  von  Null  verschieden  sein  oder  auch 
verschwinden. 

Jede  lineare  homogene  Substitution  oder  Matrix  C,  deren 
charakteristische  Funktion  \qE  — G \ die  Elementarteiler  {q  — 

(?  “ <^2)^’»  • • •?  {9  — ^st  der  zerlegbaren  Substitution 

oder  Matrix  -j-  Cg  -j-  + • * • + C'r  ähnlich; 

(t  = i,2, ...,r)  hat  die  obige  Bedeutung,  Diese  Normdlform  wird 
nur  durch  die  ElementarteUer  von  | (>^  — C\  bestimmt.  Über 
die  Verwertung  dieser  Normalform  in  der  Theorie  der  linearen 
homogenen  Differentialgleichungen  vgl.  etwa  C.  Jordan,  Cours 
d'analyse,  Paris  1896,  3,  173,  J.  Horn,  Geivöhnliche  Differential- 
gleichungen, Samml.  Schubert  50,  Leipzig  1905,  S.  68,  L.  Schle- 
singer, Vorl.  über  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen, 
Leipzig  1908,  8.  Vorl. 

Auch  wenn  die  Substitution  C Koeffizienten  aus  einem 
endlichen  Körper  mit  Größen,  dem  sogenannten  (rJP[i9*], 
hat  (vgl.  Kap.  IH,  § l),  kann  man  für  G Normalformen  von 
der  Art  der  obigen  aufstellen.  Vgl.  C.  Jordan,  Traite  des  sub- 
stitutions  et  des  cguations  algebriques,  Paris  1870,  S.  114 — 126, 
Frobenius,  Journ.  f.  Math.  86,  207  (1879),  L.  E.  Dickson, 
Linear  groups,  Teubners  Samml.  6,  Leipzig  1901,  S.  221.  Auch 
hier  hängen  die  Normalformen  mit  dem  Begriff  „Elementar- 
teiler“ zusammen;  denn  dieser  ist  auch  noch  anwendbar,  wenn 
der  Rationalitätsbereich  Sl  nicht  mehr  unendlich  viele,  sondern 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Konstanten  enthält,  nämlich  das 
GF[p*]  ist. 

Ist  die  Determinante  | G \ einer  linearen  homogenen  Sub- 
stitution nicht  gleich  Null,  so  sind  für  /»^  = + 1?  dl  2,  Ht  • 

(?  - «1*>>  (9  - «!*)S  •••.(?- 

die  Elementarteiler  der  charakteristischen  Funktion  der  Potenz  C*. 
Da  die  Elementarteilerexponenten  , Cg , . . . , für  alle  Potenzen 
von  C die  nämlichen  sind,  lassen  sich  diese  Exponenten  auch 
durch  das  Studium  der  von  G und  seinen  positiven  wie  negativen 
Potenzen  erzeugten  zyklischen  Gruppe  gewinnen.  J.  Wirth,  Frei- 
burger Diss.  (1906). 
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§ 9.  Die  quadratischen  und  Hermiteschen  Formen. 
Die  alternierenden  bilinearen  Formen. 

Eine  symmetrische  bilineare  Form 

7 = n k=:n 

^ = ^ ^ «ik^iVk  i^ik  = «*i) 
i = l k = l 

wird  zur  quadratischen  Form: 

7.  =:n  k = n 

2 "ik^i^k  («i*  = «*.■). 

»=1 k=i 

wenn  man  die  zwei  Variablenreihen  und  . gleichsetzt. 

Die  zu  der  quadratischen  Form 

(»<4=0 

zugehörige  symmetrische  bilineare  Form : 

. 1 / 3/'  , df  . , df\ 

heißt  die  Polarform  von  f.  Zu  der  quadratischen  Form  f ge- 
hört die  symmetrische  Matrix 

■JL  = 11  öfj'j  II  (*t  i = 1»  3»  • • •»  n) 

mit  den  Elementen  ==%*•• 

Die  Determinante  von  Ä: 

('■’*  = !■* 

heißt  die  Determinante  oder  die  Dislcriminante  der  quadratischen 
Form;  2 | J.  | ist  die  Hessesche  Determinante  von  f (vgl.  § 15). 

Ist  ^ so  ist  f eine  ordinäre,  sonst  eine  singuläre 

quadratische  Form. 

Die  quadratische  Form: 


«11 

«12  . . 

• «1« 

Wl 

» = n k = n 

«21 

«23  • - 

' • «2n 

U2 

F ^ .2  ^ik'^i'^k  ~ 

[ 

1=1 Ä=i 

««1 

«»2  • 

' • «nn 

w« 

% 

U2  . 

n 

0 

bei  der  Ak  die  algebraischen  Adjungierten  der  Elemente  in 
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der  Determinante  \Ä\  sind,  heißt  die  zu  f adjungierte  quadra- 
tische Form  (Gauß,  Disquisitiones  arithmeticae,  Artikel  267, 
Ges.  Werke  1,  301,  hat  für  — die  Bezeichnung  „forma  ad- 
juncta“). 

Ist  \A\  = 0,  so  ist  die  adjungierte  Form  F das  volle 
Quadrat  einer  linearen  Form.  Ist  der  Bang  der  Determinante  | Ä | 
kleiner  als  n — 1,  so  verschwindet  F identisch. 

Für  jede  quadratische  Form  f besteht  die  Belation: 


Führt  die  lineare  homogene  Substitution  P: 

*.•  ==  PiA  PinK  ('  = 1. 2.  ■ • ■.  <•) 

iz=.n  k = n 

die  quadratische  Form  ^ ^ quadratische  Form 

f=i *=i 

t = w k = n 

2 2 ^ik^i^k  Über,  so  gehen  die  Polarformen  der  zwei  quadra- 

i=l k=l 

tischen  Formen  durch  P und  eine  zu  P kogrediente  Substitution  in- 
einander über.  Es  besteht  die  symbolische  Gleichung  B = P' AP, 
wobei  P'  die  zu  P transponierte  Matrix  ist. 

Hieraus  folgt:  Die  Determinante  | -B  | ist  gleich  \p\^.\Ä\. 
Ferner  ergibt  sich: 

Zwei  quadratische  Formen  können  dann  und  nur  dann  durch 
eine  lineare  hcmogene  Substitution  von  nichtverschwindender  Deter- 
minante ineinander  übergeführt  werden,  wenn  sie  gleichen  Bang  l 
besitzen.  Insbesondere  kann  jede  quadratische  Form  vom  Bange  I 
in  die  Normalform 

-f  «2%^  H f- 

wobei  «1,  «21  • • *1  lauter  nichtverschwindende , sonst  beliebige 
Größen  sind,  transformiert  werden. 

Das  Problem  der  Reduktion  einer  quadratischen  Form  auf 
eine  lineare  Kombination  von  Quadraten  ist  überall  in  Geometrie 
und  Mechanik,  wo  quadratische  Formen  auftreten,  von  größter 
Bedeutung.  Ein  allgemein  gültiges,  besonders  einfaches  Ver- 
fahren, jede  beliebige  quadratische  Form  in  eine  Summe  von 


At 

A2  ’ 

■•An 

1 n 

^21 

A2  • 

• • An 

Al 

A2- 

••An 

% 

• • 

71 

0 
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Quadraten  umzuwandeln,  besteht  in  einer  sukzessiven  Abtrennung 
von  1 oder  2 Quadraten  (Baltzer,  Determinanten,  5.  Aufl., 
S.  175,  J.  A.  Serret,  Algel)ra,  deutsche  Ausg.  von  Wertheim, 
Leipzig  1878,  S.  350).  Diese  Methode  knüpft  an  Lagrange 
(CEuvres  1,  7,  Becher  dies  sur  la  methode  de  maximis  et  minimis 
(1759))  an  und  wird  daher  auch  als  „Lagrangesche  Trans- 
formation'' (Gundelfinger,  Journ.  f.  Math.  91,  221  (1881), 
ebenda  127,  86  (1904))  bezeichnet. 

Man  kann  die  Variablen  einer  beliebigen  quadratischen 
Form 

iz=n  k = n 

2 2 ^ik^i^k 
i=lk=l 

vom  Range  l stets  in  einer  solchen  Reihenfolge  mit 
bezeichnen,  daß 


von  Null  verschieden  ist  und  in  der  Kette  der  Hauptunter- 
determinanten: 


pp  . J-- 


■I  -I 

• • • » (jj  ^ Ol  ^Oi  Ol » ■^0  ^ s 


nie  zwei  unmittelbar  aufeinanderfolgende  gleichzeitig  verschwinden 
(vgl.  die  beim  letzten  Satz  über  symmetrische  Determinanten  auf 
S.  63  angeführte  Literatur). 

Jede  quadratische  Form 

i=n k=n 

f — ^ 2 ^ik^i^k 

t = l *r=l 


vom  Bange  l Tca/nn,  falls  iT\re  Variablen  solcher  Anordnung  fähig 
sind,  daß  Tceme  der  Größen  J\,  Tg,  . . .,  F^  verschwindet^  in  der 
Form: 


4.  ^ 4.  4.  4_  _Zl_ 

F,  “ FiFj 


dargestellt  werden.  Hierbei  ist 


1 df 


Die  Funhtion  enthält  keine  der  a — l Variablen  x 
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. . . a, 


2 CXoy^ 

1 df 


2 dXa^  («  = 2,3, 


LIL 

'"»"a-l  2 giCa„ 


1 j 


r 


Diese  Transformation  bezeichnet  man  als  Jacobische  Trans- 
formation der  quadratischen  Form  (Jacobi,  Journ.  f.  Math, 
53,  265  (1857),  Ges,  Werke  3,  583,  hat  diese  Transformation 
allgemein  für  bilineare  Formen  aufgestellt). 

Im  Gegensatz  zu  der  an  Lagranges  Namen  anknüpfenden 
Methode,  die  ausnahmslos  bei  jeder  quadratischen  Form  ange- 
wendet werden  kann,  involviert  die  Jacobische  Transformation 
eine  Annahme.  Sie  setzt  voraus,  die  Variablen  der  quadratischen 
Form  f lassen  sich  wenigstens  auf  eine  Weise  so  an  ordnen, 
daß  jede  der  Determinanten  rj,  . . .,  JT^,  rjj  von  Null  ver- 

schieden ist.  Die  Jacobische  Transformation  versagt  z.  B.  schon 
bei  quadratischen  Formen  f deren  Hauptelemente  a^^x  • • •?  öt«« 
sämtlich  verschwinden.  Ist  bei  einer  quadratischen  Form  die 
Jacobische  Transformation  anwendbar,  so  ist  sie  im  Effekt  mit 
Lagranges  Reduktionsmethode  identisch.  Auch  Gauß  {Ges. 
Werke  4,  37,  6,  20,  7a,  248)  hat  sich  bei  seinen  astronomischen 
Untersuchungen  der  Jacobischen  Transformation  für  quadra- 
tische Formen  bedient.  Ihre  Ausdehnung  auf  bilineare  Formen 
wie  die  explizite  Darstellung  der  X^  durch  die  x^  ist  Jacobis 
bleibendes  Verdienst. 


Eine  quadratische  Form  kann  auf  unendlich  viele  Arten 
in  eine  Summe  von  Quadraten  transformiert  werden.  Hat  die 
gegebene  Form  reelle  Koeffizienten  und  soll  die  auf  die  Variablen 
auszuführende  Substitution  gleichfalls  reell  sein,  so  gilt  das  von 
/ Sylvester  {Fhü,  Mag.  (1852),  142,  Fhü.  Trans.  (1853),  481, 
, Coli.  mafh.  papers  1,  380  u.  511)  gefundene  und  von  ihm 
sogenannte  Trägheitsgesetz  der  reedien  quadratischen  Formen: 
^Auf  welche  Weise  auch  immer  eine  beliebige  quadratische  Form 
mit  reeXlen  Koeffizienten  durch  eine  reelle  lineare  homogene  Sub- 
stitution von  nichtverschtvindender  Determinante  in  die  Normalform 
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transformiert  wird,  stets  haben  außer  dem  Bamge  l die  Anmhl  h 
der  Quadrate  mit  positiven  Vorzeichen  u/nd  folglich  auch  die  An- 
zahl l — h der  Quadrate  mit  negativen  Vorzeichen  dieselben  un- 
veränderlichen Werte. 

Das  Trägheitsgesetz  war  bereits  Riemann  aus  Gauß’ 
Vorlesungen  über  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  die 
Rifemann  wahrscheinlich  1846/47  horte,  bekannt  (Riemanns 
Ges.  Werke,  Nachträge,  herausg.  von  M.  Noether  u.  W.  Wirtinger, 
Leipzig  1902,  S.  59).  Auch  Jacobi  war  seit  1847,  also  vor 
Sylvesters  Publikation,  auf  das  Trägheitsgesetz  gekommen,  vgl. 
den  posthumen  Aufsatz  von  Jacobi-,  Journ.  f.  Math.  5B,  275 
(1857),  Ges.  Werke  3,  591,  sowie  den  unmittelbar  voraufgehend 
abgedruckten  Aufsatz  von  Her  mite  (CEuvres  1,  429)  und  die 
an  diese  Aufsätze  anknüpfenden  Bemerkungen  von  Borchardt 
{Ges.  Werke,  S.  469).  ^ 

Die  Zahl  h kann  durch  irgendeine  reelle  Tromsformation 
der  reellen  quadratischen  Form  in  eine  Summe  von  Quadraten 
gefunden  werden.  Eine  Bestimmwng  der  Zähl  h kann  auf 
folgende  Weise  geschehen:  Man  ordne  die  Indices  der  reellen 
quadratischen  Fonn 

i=n  k=n 

t=l Ä=1 

derartig,  daß  nie  zwei  aufeinanderfolgende  der  Determinanten 

gleichzeitig  verschwinden  (vgl.  oben).  Ist  ==  0,  so  haben 
und  ■^+1  entgegengesetzte  Vorzeichen.  Die  reelle  quadra- 
tische Form 

t = n Ä = « 

i = 1 i = 1 

enthält  dann  bei  einer  reellen  Transformation  in  eine  Summe  von 
Quadraten  genau  ebensoviele  negative  Quadrate  (l  — ä),  wie  die 
Reihe  der  angegebenen  Determinanten  Vorzeichenwechsel  aufweist; 
etwa  vereinzelt  auftretende  Nullen  sind  fortzulassen  (Gundel- 
finger,  Zusätze  zur  dritten  Auflage  von  Hess  es  Vorl.  üb.  analy 
Geometrie  d.  Baumes,  Leipzig  1876,  S.  460,  Journ.  f.  Math.  91, 
225  (1881)). 

An  Stelle  der  Größen  F kann  man  eine  allgemeinere,  von 
Darboux  (Journ.  de  math.  (2)  19,  352  (1874),  Gundelfinger, 
Hesses  Vorl.,  S.  459)  stammende  Kette  von  Determinanten  zur 
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Bestimmung  der  Zahl  k verwenden;  in  dieser  Kette  sind  die  F 
als  Spezialfall  enthalten.  Auf  S.  126  findet  man  noch  ein  Kri- 
terium von  Sylvester  zur  Bestimmung  von  7^. 

Die  Zahl  2 h — l heißt  nach  Frobenius,  Über  das  Trägheits- 
gesetz der  quadratischen  Formen,  Journ.  f.  Math.  114, 187  (1895) 
die  Signatur  der  reellen  quadratischen  Form.  Frobenius  gibt 
ein  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Signatur  einer  quadratischen 
Form,  falls  mehrere  aufeinanderfolgende  Determinanten  F ver- 
schwinden. Diese  Methode  schränkt  die  vorherige  Umordnung 
der  Indices  möglichst  ein. 

Die  kleinere  der  zwei  Zahlen  h und  l — 7^  heißt  die  Charak- 
teristik äer  reellen  quadratischen  Form  (A.  Loewy,  Journ.  f. 
Math,  122,  53  (1900)).  Über  Untersuchungen,  die  mit  der 
Charakteristik  der  reellen  quadratischen  Formen  Zusammenhängen, 
vgl.  S.  127  u.  136. 

Ikt  die  Charakteristik  einer  reellen  quadratischen  Form  Null, 
so  heißt  eine  Form  von  nichtverschwindender  Determinante  definit, 
von  verschwindender  Determinante  semidefinit.  Alle  anderen 
reellen  quadratischen  Formen  heißen  indefinit  (Gauß,  Disqui- 
süiones  arithmeticae,  Art.  271). 

Eine  definite  quadratische  Form  nimmt  nur  Werte  eines 
u/nd  desselben  Vorzeichens  an.,  welche  reellen  Werte  man  auch  den 
Variablen  beilegen  mag;  sie  verschwindet  nur,  wenn  man  alle 
Variablen  Null  setzt.  Eine  semidefinite  Form  nimmt  ebenfalls 
nur  Werte  eines  und  desselben  Vorzeichens  an;  sie  verschwindet 
aber  auch,  ohne  daß  man  alle  Variablen  Null  zu  setzen  braucht. 


Ein  wichtiges  Problem  ist  es,  zu  entscheiden,  ob  eine  Schar 
quadratischer  Formen  mit  beliebigen  Koeffizienten: 

i—n  k=n 

^ 2 (9i«u-  + 

*=1 *=1 


durch  eine  lineare  homogene  Substitution  F: 

»i  = »’l'  + Ä2  »2'  + VPtn  K 

von  nichtverschwindender  Determinante  in  eine  andere  Schar 

i=n k=n 

2 2 (9iS'rt  + 

i=l k=l 

transformiert  werden  kann.  Ist  dies  der  Fall,  so  führt  die  Sub- 
stitution P die  Scharen  symmetrischer  bilinearer  Formen: 
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* = n i = n 

izzl  k=l 

und 

1 = n k = n 

2 2 i^lOik  + Q2^hk)^i  Vk 

i=l k=l 

als  Polarformen  kogredient  ineinander  über.  Es  gilt  die  sym- 
bolische Gleichung: 

Mithin  ergibt  sich: 

Alle  für  die  Transformation  der  Scharen  hilinearer  Formen 
(vgl.  S.  113  u.  114)  gefundenen  Bedingungen  sind  auch  für  die 
Transformation  der  quadratischen  Formen  notwendig.  Daß  sie 
auch  ausreichend  sind,  ist  ein  hemerlcenswertes  Besultat,  das  für 
Scharen  von  nichtverschwindender  Determinante  Weierstraß  m 
seiner  oben  (§  8)  mehrfach  zitierten  Abhandlung  aus  dem  J ahre  1868, 
für  solche  von  verschwindender  Determinante  KroneeJeer  (ab- 
schließende Resultate,  Sitzungsb.  d.  Berl.  Akad.  (1890),  1375, 
(1891),  9 u.  33)  getüonnen  hat.  Man  vgl.  vor  allem  Frobenius^ 
fundamentale  Arbeit  ,,  Über  die  kogredienten  Transformationen  der 
büinearen  Formen'*,  Sitzungsb.  d.  Berl.  Akad.  (1896),  7,  dort 
wird  der  eigentliche  Grund  dieser  merkwürdigen  Erscheinung 
aufgedeckt. 

Es  gilt  also  der  Satz: 

Zwei  Scharen  quadratischer  Formen,  deren  Determinanten 
nicht  verschwinden,  lassen  sich  dann  und  nur  dann  ineinander 
transformieren.,  wenn  ihre  Determinanten  in  den  Elementarteilern 
übereinstimmen,  bei  solchen  mit  verschwindenden  Determinanten 
ist  außerdem  noch  die  Gleichheit  der  Afinimalgradzaiilen  er- 
forderlich  (vgl.  hierzu  die  Darstellung  bei  Muth,  Theorie  der 
Elementarteiler,  S.  125). 

Damit  sich  die  Schar  quadratischer  Formen 

ir=n  k = n 

2 (.Qi^Uk  + 

i=lk=l 

von  nichtverschwindender  Determinante  durch  eine  lineare  homo- 
gene Substitution  von  nichtverschwindender  Determinante  in  die 
Gestalt: 

Ql  (ff  1^7  + ff2^7  H + ffn^7)  + 
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lyringen  läßt,  wobei  wnd  \ nie  gleichzeitig  verschwinden 
(i  — 1,  2,  . . w),  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Deter- 

minante I Ql  a^j^  + ^2  ^ik  I Elementarteiler  mit  den  Exponenten  1 
besitzt  (Weier straß,  Ges,  Werke  2,  41 — 42). 

Ist  in  dem  eben  besprochenen  Fall  die  Determinante  von  B 
ungleich  Null,  so  braucht  man  nur 

-2S 

h h =y^»2'.  •••>«, 


zu  setzen,  dann  erhält  man  die  quadratische  Form: 

^ ^2^  + H 1" 

und  die  Einheitsform: 

E=V  + %*  + ---  + ^/. 


Die  Größen 


sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 


>.■*-««!  “0 


(<  = 1,8,...,») 


(f,  % — 1,  2, . . w), 


wie  aus  der  symbolischen  Gleichung P'(jqB—ä)P=^qE — W folgt. 

Ist  die  gegebene  quadratische  Form  B die  Einheitsform  E^ 
so  folgt: 

Man  kann  die  Schar  quadratischer  Formen 
dann  und  nur  dann  in  transformieren,  falls  alle 

Elementarteiler  der  charalrteristischen  Funktion  — J-j  die 
Exponenten  1 haben.  Die  sich  ergebende  symbolische  Glei- 
chung P'P  — E besagt  (vgl.  S.  130),  daß  die  überführende  Trans- 
formation P orthogonal  ist.  Mithin  hat  man  das  Resultat: 

Eine  beliebige  quadratische  Form  kann  dann  und  nur  dann 
orthogonal  in  eine  Summe  von  Quadraten  transformiert  werden, 
falls  alle  Elementarteiler  der  charakteristischen  Funktion  den  Ex- 
ponenten 1 besitzen. 

Die  orthogonale  Transformation  einer  quadratischen  Form 
in  eine  Quadratsumme  haben  für  den  sogenannten  allgemeinen 
Fall,  in  dem  die  charakteristische  Gleichung  von  A nur  ver- 
schiedene Wurzeln  besitzt,  bereits  Cauchy  (Exercices  de  math.  4, 
(1829),  (Euvres  (2)  9,  194)  und  Jacobi  (Journ.  f.  Math.  12, 
1 (1834),  Ges.Werke  3,  191)  zum  Gegenstand  eingehender  Unter- 
suchungen gemacht. 
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Die  charakteristische  Funktion  einer  reellen  quadratischen  1 
Form  (vgl.  die  Angaben  über  die  Säkulargleichung  auf  S.  65)  i 
besitzt  ausschließlich  reelle  Wurzeln  und  Elementarteiler  mit  ' 
den  Exponenten  1.  Hieraus  folgt: 

Jede  reelle  quadratische  Form  Ä kann  reell  orthogonal  in 
die  reelle  quadratische  Form 

formiert  werden;  hierbei  sind  u\^  die  reellen  Wurzeln 

der  Säkulargleichung  \Ä  — p jE  | = 0. 

Hat  die  charakteristische  Funktion  einer  reellen  quadratischen 
Form  A von  n Variablen  die  l^  fache  Wurzel  Null,  so  ist  der 
Bang  l von  A gleich  n — l^.  Nach  dem  Trägheitsgesetz  ist  die 
für  A charakteristische  Zähl  h der  positiven  Quadrate  gleich  der 
Anzahl  der  positiven  Wurzeln  der  Säkulargleichung,  die  Anzahl 
der  negativen  Quadrate  gleich  der  Anzahl  der  negativen  Wurzeln. 

Eine  Gleichung  mit  reellen  Koeffizienten  imd  lauter  reellen 
Wurzeln  besitzt  genau  soviel  positive  Wurzeln  wie  die  Gleichung 
Zeichenwechsel  hat  (vgl.  Kap.  Algebra).  Nun  ist 

M I = (-  1)”  • (?»  - T, e’—  + 1)" T„). 

Hierbei  ist  die  Summe  der  Hauptunterdeterminanten 

_ d^\A\ 


wobei  ig?  • • •?  h Kombination  der  Zahlen  1,  2,  . . .,  w 
zu  s bedeutet.  Es  ist  also  = | A|,  . . ., 

t = l 

+ <*22  + • • ■ + <*««' 

Die  Zahl  h der  positiven  Quadrate  ist  gleich  der  Anzahl  der 
Vorzeichenfolgen  der  Determinantensummen 

(Satz  von  Sylvester,  Thilos . Magazine  (1852),  Coll.math.  papers 
1,  380,  vgl.  Netto,  Vorl.  über  Algebra,  Leipzig  1896,  S.  222, 
H.  Weber,  Algebra  1,  311,  Heffter,  Journ.  f.  Math.  126,  83 
(1903),  Gundelfinger,  ebenda  127,  85  (1904)). 

Für  beliebige  Scharen  quadratischer  Formen  von  nicht- 
verschwindender  oder  von  verschwindender  Determinante  läßt 
sich  stets  eine  Reduktion  auf  kanonische  oder  Normalformen 


^)  Abgesehen  von  den  letzten  Größen  können  in  der  angegebenen 
Kette  nur  isolierte  T den  Wert  Null  annehmen ^ die  am  Ende  ver- 
schwindenden Glieder  sind  fortzulassen,  die  intermediär  verschwin- 
denden Größen  sind  nach  Belieben  positiv  oder  negativ  zu  zählen.  I 
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ausführen,  deren  Natur  durch  die  Elementarteiler  bestimmt  wird. 
Zu  vgl.  Muth,  Theorie  der  Elementarteiler,  S.  124  u.  133. 


Bei  einer  Schar  reeller  quadratischer  Formen  kann  man 
aus  den  Charakteristiken  (vgl.  S.  123)  der  in  der  Schar  ent- 
haltenen Formen  auf  die  Elementarteiler  schließen: 

Ist  B eine  reelle  quadratische  Form  von  nichtverschwmdender 
Determinante,  so  genügen  die  Elementarteiler exponenten  der  Deter- 
minante der  Form  A qB,  falls  A eine  reelle  quadratische 
Form  von  verschwindender  oder  nichtverschwindender  Determinante 
mit  der  Zahl  q'  als  Wert  der  Charakteristik  bedeutet  und  q ein 
reeller  variabler  Parameter  ist,  der  Ungleichheit: 

Hierbei  ist  2 s die  Swmme  der  Exponenten  aller  Elementarteiler, 
deren  Basen  für  einen  imaginären  Wert  des  q verschwinden; 
h durchläuft  in  der  obigen  Summe  die  Exponenten  aller  Elementar- 
teiler ^ deren  Basen  von  einem  reellen,  von  Null  verschiedenen 
Wert  des  q annulliert  werden,  und  li  nimmt  die  Werte  der  Ex- 
ponenten aller  Elementarteiler,  die  für  (>  = 0 verschwinden , an. 

E (— j bedeutet  die  größte  in  E { — ^ — j die  größte  in  - - ■ 

enthaltene  ganze  Zahl.  Die  Anzahl  der  für  ^ = 0 verschwindenden 
Elementarteiler  ist  gleich  n — l,  wenn  B vom  Bange  n,  A vom 
Bcrnge  l ist  (A.  Loewy,  Journ.  f.  Math.  122,  53  (1900)). 

Hat  A den  Rang  n,  d.  h.  |A]  =4=0,  so  fällt  in  der  Un- 
gleichheit rechter  Hand  das  Glied 

fort  (vgl.  F.  Klein,  Bonner  Diss.  (1868),  Math.  Ann.  28,  561 
(1884),  A.  Loewy,  ebenda  52,  588  (1899),  Gött.  Nachr. 
(1900),  298). 

Für  q'  — Q und  | A | =|=  0 (definite  Form)  ergibt  die  Un- 
gleichheit s = 0,  h — 1 (Satz  von  Weier str aß)'.,  für  q'  = 0 
und  I A|  = 0 (semidefinite  Form)  erhält  man  5 = 0,  /^  = 1, 
li  — 1 oder  2 (Gundelfinger,  Suppl.  zu  Hesses  analyt. 
Geometrie  d.  Baumes,  S.  515,  Gundelfinger-Ding'eldey,  Verrles. 
a.  d.  analyt.  Geom.  d.  Kegelschnitte,  Leipzig  1895,  S.  67,  vgl.  auch 
den  bei  Muth,  Theorie  der  Elementarteiler,  S.  184  behandelten 
Fall,  daß  die  Determinante  |A-j-^H|  identisch  verschwindet 
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und  Ä eine  semidefinite  Form  ist).  Wir  formulieren  noch  den  ' 
Satz  von  Weier str aß  {Ges.  Werke  1,  233,  2,  42,  3,  139),  der 
die  im  § 3 besprochenen  Resultate  über  die  Säkulargleichung 
als  Spezialfall  umfaßt: 

Enthält  eine  Schar  reeller  quadratischer  Formen  eine  definite 
Form,  so  besitzt  die  Determinante  der  Schar  ausschließlich  reelle 
Elementarteiler  mit  den  Exponenten  1. 

Mit  der  reellen  Tramformation  zweier  Scharen  reeller 
quadratischer  Formen  ineinander  beschäftigt  sich  Muth,  Jou/rn. 
f Math,  128,  302  (1904). 

Außer  der  bereits  erwähnten  Literatur  sei  noch  die  Mono- 
graphie von  Brom  wich,  Quadratic  forms  and  fheir  Classification 
hy  means  of  invariant  factors,  Cambridge  tracts  (1906)  genannt  a 


Die  voraufgehenden  Untersuchungen  sind  auch  auf  Hermite-  M 
sehe  Formen  ausdehnbar.  Die  Hermitesche  Form 

t = n k = n 

t = 1 i = 1 

bei  der  a^^^  und  a^^^  konjugiert  imaginär,  a^^  reelle  Größen  sind, 
nimmt  für  konjugiert  imaginäre  Werte  und  x^  nur  reelle 

Werte  an.  Sie  kann  auf  unendlich  viele  Arten  durch  zwei 
Substitutionen: 

»i  H 'rPiA 

und 

= Pi\ + Pa ^2'  H + Pin^n  (*■  = b 2, . . n), 


wobei  Pij.  und  p.j^  konjugiert  imaginäre  Größen  sind  und  die 
Determinante  ist,  in  die  Normälform: 


x[x[  -h  x/^  + . • . + 


transformiert  werden. 

Ebenso  wie  für  reelle  quadratische  Formen  gilt  auch  für 
Hermitesche  Formen  das  Trägheitsgesetz : Wie  auch  invmer  eme 
Hermitesche  Form  durch  konjugiert  imaginäre  Substitutionen  in 
die  Normälform  Ubergeführt  wird,  stets  haben  die  zwei  Zahlen  h 
(Trägheitsindex)  und  l (Rang)  dieselben  unveränderlichen  Werte 
(Hermite,  Journ.  f,  3Iath.  52,  40  (1856),  (Euvres  1,  397, 
Erobenius,  Journ.  f.  3Iath.  95,  265  (1883)). 


§ 9.  Die  alternierenden  bilinearen  Formen. 


129 


f 

/ Die  auf  S.  127  besprochene  Ungleichung 

j bleibt  auch  unverändert  gültig,  wenn  A und  B anstatt  reeller 
quadratischer  Formen  Hermitesche  Formen  sind  (A.  Loewj,  Journ. 
f.  Math.  122,  67  (1900)).  Wegen  dieser  Ungleichung  vgl.  auch 
Loewy,  Journ.  f.  Math.  123,  25’8  (1901),  Broniwich,*^JRröC*. 
Lond.  M.  S.  32,  349  (1900). 


Auch  die  alternierenden  bilinearen  Formen  sind  eingehend 
untersucht  worden.  Die  Determinante  einer  alternierenden  bi- 
linearen Form  ist  stets  von  geradem  Rang  (vgl.  S.  64).  Jede 
alternierende  bilineare  Form,  deren  Determinante  den  Rang  2 r 
hat,  kann  durch  kogrediente  Substitutionen  der  zwei  Variabien- 
reihen . in  die  Normalform 


^2  Vl  4-  <2/4'  — ^4^3'  H V^2r-iy2r 


übergeführt  werden. 

Der  2 Eiementarteiler  einer  alternierenden  bilineai’en 

Form 

i=n k=n 

^ 2 ^ik^iVk  (ßik^ 

1=1 i=l 


deren  Koeffizienten  ganze  Zahlen  oder  ganze  Funktionen 

eines  Parameters  q sind,  ist  gleich  dem  (21  — l)*®^.  Der  2 1*® 
Determinantenteiler  (vgl.  S.  105,  Zeile  5)  ist  daher  ein 

Quadrat  (Verallgemeinerung  des  Oayley sehen  Satzes  auf  S.  64). 

Sind  zwei  alternierende  bilineare  Formen,  deren  Koeffizienten 
ganzzahlig  oder  ganze  Funktionen  eines  Parameters  q sind,  im 
Sinne  der  Festsetzungen  auf  S.  109  u.  110  äquivalent,  so  kann 
man  die  Formen  stets  kogredient  ineinander  transformieren. 

Sind  bei  zwei  Scharen  bilinearer  Formen 
q^F  -f-  Weierstraß-Kroneckerschen  Bedingungen  der 

Äquivalenz  erfüllt  und  sind  A und  F symmetrisch,  B und  G- 
alternierend,  so  sind  die  Scharen  ebenso,  wie  wenn  sie  aus- 
schließlich symmetrische  oder  ausschließlich  alternierende  Formen 
enthalten,  kogredient  ineinander  transformierbar. 

Die  über  alternierende  Formen  angegebenen  Sätze  stammen 
von  Kronecker,  Monatsb.  d.  Berl.AJcad.  (1874)  3d7.)Ges.Werlcel, 
423  und  Frobenius,  Journ.  f.  Math.  86,  165  u.  202,  Sitzungsb. 

Pascal,  Repertorium.  I.  2.  Aufl.  9 
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d.  Berl.  Akad.  (1896),  7.  Vgl.  ferner:  E.  v.  Weber,  Süzwngst\  || 
d.  Bayer.  Akad.  (1898),  369,  Muth,  Theorie  der  Elementar-  || 
teiler.,  S.  134,  Journ.  f.  Math.  122,  89  (1900),  Brom  wich,  \j 
Am.  J.  math.  23,  235  (1901).  \ 

\ 

§ 10.  Orthogonale  Substitutionen  und  automorphe 
Transformationen  quadratischer,  Hermitescher  und 
bilinearer  Formen. 

Bedeuten  = Größen,  zwischen  denen  die 

fr Relationen: 

Tn  + • • • 4-  = 1 (i  = 1,2, . . n), 

PilPjl  + Pi2Pj2  H + PinPjn  = ^ (f  iJ  = 1, 2, . . «) 

bestehen,  so  heißt  die  lineare  homogene  Substitution: 

= Pil^l  + Pi2^2  + f-  Pin^n  = b 2,  • • n) 


orthogonal.  Der  Name  stammt  daher,  weil  die  obigen  Formeln 
für  n = 2,  n = 3 ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  in  ein 
ebensolches  transformieren.  Die  Betrachtung  orthogonaler  Sub- 
stitutionen ist  von  Euler  (JVbv.  Gomm.  Petrop.  15,  75  (l77l) 
u.  20,  189  u.  208  (1776),  vgl.  auch  Jacobi,  Bemerkimgen 
zu  einer  Ahh.  Eulers  über  die  orthogonale  Substitution  (Nachlaß), 
Ges.  Werke  3,  601)  begonnen  worden. 

Die  obigen  - ^ Gleichungen  können  gleichwertig  durch 

die  ^ Relationen  (Euler,  Nov.  Comm.  Petrop.  15,  93) 


PuPli  + PtiPiS  + • • • + PniPnS  = 0 ^ j) 

ersetzt  werden. 

Ist  P die  Matrix  der  Koeffizienten,  so  wird  eine  orthogonale 
Substitution  durch  jede  der  symbolischen  Gleichungen  P'P  =*  E 
oder  PP'  — E oder  P'  — P~^  definiert;  E ist  die  Einheits- 
matrix und  P'  die  zu  P transponierte  Matrix. 

Die  symbolische  Gleichung  P'P  = E besagt: 

Jede  orthogonale  Substitution  führt  die  spezielle  quadratische 
Form: 
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4-  ^2^  "i ^ 

in  sich  seihst  über. 

Aus  P~^  — P'  folgt,  daß  die  m P reziproke  Substitution: 

X-=PlA+Pti^i  H i-PnA  («-1,2.  •••-'■) 

lautet  (Lagrange,  Meccmique  analytique,  (Euvres  12,  205, 
vgl.  Jacobi,  Ges.  Werke  3,  603,  ferner  Cauchy,  Exercices  de 
math.  4 (1829),  (Euvres  (2)  9,  193  u.  194). 

Daher  ist  die  algebraische  Adjungierte  eines  Elementes  einer 
orthogonalen  Substitution  gleich  dem  Element  selbst,  wenn  man 
es  mit  der  Substitutionsdeterminante  multipliziert  (Lagrange, 
(Euvres  12,  206,  Jacobi,  Journ.  f.  Math.  12,  9 (1834),  G-es. 
Werke  3,  201). 

Eie  Determinante  einer  orthogonalen  SubstUution  hat  den 
Wert  + 1 oder  — 1 (Lagrange  u.  Jacobi,  a.  a.  0.).  , 

Eine  orthogonale  Substitution  der  Determinante  -j-  1 heißt 
eigentlich  orthogonal,  eine  solche  der  Determinante  — 1 un- 
eigentlich  orthogonal. 

Das  Produkt  zweier  orthogonaler  Substitutionen  gleicher 
(ungleicher)  Art  ist  eine  eigentliche  (uneigentliche)  orthogonale 
Substitution. 

Die  charakteristische  Gleichung 

fiÖ)  = 1?^«  -Äsl  = 0 

einer  orthogonalen  Substitution  mit  den  Koeffizienten  p.j^  ist  eine 
reziproke  Gleichung  (Brioschi,  Journ.  de  math.  19,  253  (1854), 
Faä  di  Bruno,  ebenda  304).  Weiteren  Aufschluß  über  die  Natur 
von  f{p)  gibt  der  Satz  von  Frobenius  {Journ.  f.  Math.  84,  48 
(1878));  Die  Elementarteiler  der  charakteristischen  Funktion  f {p) 
irgendeiner  orthogonalen  Substitution  sind  paarweise  von  gleichem 
Grade  imd  für  reziproke  Werte  Null,  mit  Ausnahme  derjenigen, 
die  für  den  Wert  4-1  imd  — 1 verschwinden  und  einen  un- 
geraden Exponenten  haben.  Ist  umgekehrt  f{p)  ein  Produkt  von 
Elementarteilern  der  angegebenen  Beschaffenheit,  so  gibt  es  eine 
orthogonale  Substitution,  deren  charakteristische  Funktion  in  die 
nämlichen  Elementarteiler  wie  f (p)  zerfällt 

Aus  dem  allgemeinen  Frobenius  sehen  Satz  folgt  das 
von  einigen  Autoren  sogenannte  Stielt jessche  Theorem  (Acta 
math.  6,  319  (1885))  als  Spezialfall  (zu  vgl.  Voss,  Abh.  d. 
Bayer.  Akad.  (1890),  261);  Sind  a^j^  und  die  Elemente 
zweier  orthogonaler  Substitutionen  gleichen  Grades  n,  die  beide 

9* 
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zugleich  eigentlich  (uneigentlich)  sind,  und  ist  die  Determinante 
mit  dem  allgemeinen  Element  -j-  Null,  so  sind  auch  alle 
ihre  Unterdeterminanten  vom  n — 1^®”  Grade  Null. 

Ist  die  Determinante  einer  orthogonalen  Substitution  | = e 

und  ist  — 1 eine  g;  fache  und  + 1 eine  fache  Wurzel  von 
/’(^)  = 0,  so  ist,  wie  sich  aus  dem  Brioschi  sehen  Satz  ergibt: 

(_  ly  = (_  1).  = e (_  1)»; 

Eine  unmittelbare  Folge  des  Satzes  von  Frobenius  ist 
das  in  der  Encgcl.  des  sc.  math.  1,  121  besonders  hervor- 
gehobene Resultat:  Die  ersten  nichtversch windenden  Unterdeter- 
minanten der  Matrix 


sind  bei  einer  eigentlichen  orthogonalen  Substitution  vom  Grad 
w — 21,  bei  einer  uneigentlichen  vom  Grad  n — 2k  — 1,  wobei  k 
eine  ganze  positive  Zahl’  oder  Null  ist. 

Ist  T irgendeine  alternierende  Matrix,  d.  h.  eine  solche  mit 
den  Elementen  ti^^  = — tj^^  {t^.  =^)  und  verschwindet  die  Deter- 
minante I ^ik  -j-  I {^ii  ^ ^7  ^ik  ~ Glicht,  so  ist  die  zu  der 
Matrix: 


(E  + T)“i  • (i^;  — T)  = - JE  -f  2 (E  -1-  T)-i 

zugehörige  Substitution  eigentlich  orthogonal.  Ihre  Koeffizienten 
lauten: 


Pik 


D ’ 


Pi 


hierbei  ist 


Pa 


und  D die  Determinante  I I — I 4*  I * Die  Determinante 
verschwindet  nicht  {Cayleysdhe  Formeln,  Cayley, 
Journ.  f.  Math.  32,  120  (1846),  Coli,  math,  papers  1,  333, 
Frobenius,  Journ.  f.  Math.  84,  37  u.  50  (1878),  sowie  die 
Darstellung  bei  Baltzer,  Determinanten.,  5.  Aufl.,  S.  190). 

Umgekehrt:  Jede  eigentliche  orthogonale  Substitution  mit 
Koeffizienten  p^j^  und  nichtverschwindender  Determinante  \pij^-\- 
läßt  sich  in  die  obige  Gestalt  bringen,  so  daß  die  Koeffizienten 

als  rationale  Funktionen  von  - ^ Parametern  t^j^  erscheinen. 

Die  Cayleyschen  Formeln  versagen  für  alle  uneigentlichen 
orthogonalen  Substitutionen  und  für  alle  eigentlichen  orthogonalen 
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Substitutionen,  deren  charakteristische  Funktion  — 1 zur  Wurzel 
hat.  Jede  orthogonale  Substitution,  die  sich  der  Cayley sehen 
Darstellung  entzieht,  läßt  sich  in  die  Form  eines  Produktes  einer 
durch  die  Cayley  sehen  Formeln  gegebenen  orthogonalen  Sub- 
stitution und  einer  Substitution  der  Form  (*  = i,  2, . . «) 

bringen,  wobei  die  n Größen  die  positive  oder  negative  Einheit 
bedeuten.  Alle  eigentlichen  orthogonalen  Substitutionen  lassen 
sich  auch  aus  den  Cayley  sehen  Formeln  durch  Grenzübergang 
ableiten.  Eine  Behandlung  der  Ausnahmefälle  bei  Frobenius, 
Jmrn.  f.  Math.  84,  42,  Lipschitz,  Über  Summen  von  Quadraten, 
Bonn  1886,  Kronecker,  Sitzungsb.  d.  Berl.  Akad.  (1890), 
Ges.  Werke  3,  369,  Prym,  Äbh.  d.  Gott.  Akad.  38,  1 (1892); 
vgl.  auch  die  älteren  Untersuchungen  von  Voss,  Math.  Ann. 
13,  320  (1878). 

Sind  sämtliche  Elemente  einer  orthogonalen  Substitution  reell, 
so  ist  die  Gleichung: 

Q~~'Pll  “Pl2  • • • "“Pin 

“P2I  9 P22  • * • P2n  _ () 

—Pnl  -Pn2  - ‘ 9 -Pnn 

nicht  nur  eine  reziproke  Gleichung,  sondern  sie  hat  die  zwei 
tv eiteren  Eigenschaften,  nur  Wurzeln  vom  absoluten  Betrage  1 
zu  besitzen  und  in  lauter  Elcmentarteiler  mit  den  Expo- 
nenten 1 zu  zerfallen,  d.  h.  für  jede  m fache  Wurzd  ver- 
schwinden auch  alle  Unterdeterminanten  n — 1^^  n — 2^*",  bis 
n — m -J-  Ordnung  der  linksstehenden  Determinante  (Stickel- 
berger, Über  reelle  orthogonale  Substitutionen,  Programm  d. 
Züricher  Polytechnikums,  1877,  vgl.  auch  Frobenius,  Journ. 
f.  Math.  84,  52,  sowie  die  Darstellung  bei  Muth,  Theorie  der 
Elementarteiler,  S.  173). 


/■(?)  = 


Die  für  reelle  orthogonale  Substitutionen  angegebenen  Besul- 
tate  bleiben  auch  noch  unverändert  weiter  bestehen,  wenn  man 
verlangt,  die  Substitution: 

= < + i’is  »2'  H f-  ft«  *«'  <'■  = ") 

soll  mit  ihrer  konjugiert  imaginären: 

ft  + • • • + ft«5,' 
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die  Form 


+ x^x^^  H h x^x^ 


mit  konjugiert  imaginären  Variablen  x^  und  x^  in  sich  trans- 
formieren (Frobenius,  JöMm.  f.  Math.  95, 265  (1883),  A.  Loewy, 
C.  R.  123  (1896),  Nova  Acta  Leop.  71,  387  (1898),  Math. 
Ann.  50,  560  (1898)). 

Sei  T eine  Matrix  mit  den  Elementen  welche  die  Be- 
dingung erfüllt,  daß  erstens  die  Determinante  | t^j^  -f-  | =4=  0 

ist  und  zweitens  die  mit  der  imaginären  Einheit  multiplizierte 
Matrix  T eine  Hermitesche  Form  definiert,  d.  h. 

^ik  = c«  + dik,  «ik  = — c«,  ««=  rf«  Är  j ^ /fc,  djj, 

wobei  d-^  beliebige  reelle  Größen  sind,  so  führt  die  zu 

der  Matrix: 

(E  + r)  - > {E  - T)  = (_  £ + 2 (£'  + T)  - ') ') 

zugehörige  lineare  homogene  Substitution  in  Verbindung  mit 
ihrer  konjugiert  imaginären  die  Form 

x^\  -f  x^x^  A h Vn 


in  sich  über.  Die  Substitutionskoeffizienten  lauten; 


2>  » Ihi—  D ^ » 


q)  ist  eine  beliebige  reelle  Größe,  Sa  das  Krön ecker sehe  Symbol. 
Diese  Formeln  — ein  Analogon  su  den  Cayl  eg  sehen  — stellen 
ohne  Ausnahme  jede  Substitution  dar,  die  mit  ihrer  konjugiert 
imaginären  die  Fm'm 


x^Xj^  + x^x^  H (-  x^x^ 


in  sich  transformiert  (A.  Loewy,  (7.  17.  123  (1896),  Nova  Acta 
Leop.  71,  393). 

Die  linearen  homogenen  Substitutionen  P,  die  gemeinsam  mit 
ihren  konjugiert  imaginären  die  Form  x^Xj^-{-  ^2X2  + "i~\~ 
in  sich  transformieren,  sind  durch  jede  der  Relationen  P'P  = E 
oder  PP'  = E oder  P'  — P~^  definiert.  Die  symbolische  Glei- 


1)  e ist  die  Exponentielle. 


§ 10.  Automorphe  Transform.  quadrat.,Hermitescheru.  bilin.  Formen.  135 


^ — 1—  ^ j 

chungPjP'  = JE  ist  mit  den  gewöhnlichen  Gleichungen: 

PilPil  + Piiiil  H h PinPin  =1  (•■  = 1. 2.  • • - »). 

PaPn  + PiiPn-^ +ft,i>y„  = 0 , = 

gleichbedeutend.  Mit  diesen  Formeln  hängt  die  auch  für  die 
Theorie  der  Integralgleichungen  (Fredholm,  Acta  mdth.  27, 
367  (1903))  wichtige  Frage  nach  dem  Maximalwert  des  absoluten 
Betrages  irgendeiner  Determinante  innig  zusammen.  Bezeichnet  man 
den  Ausdruck H \-PinPjn 

so  ist  der  absolute  Betrag  irgendeiner  Determinante  | P | gleich 
oder  kleiner  als  die  Quadratwurzel  aus  dem  Produkt  der  wposi- 
tiven  Größen  Pii,  P„„,  also  |P|  ■ |-P|  ^-Pii ' -^22  ••  •-?»«• 

Sind  die  Größen  P^ j = Pg 2 ==•••  = P„^  = 1 , so  erreicht  der 
absolute  Betrag  der  Determinante  | P | dann  und  nur  dann  seinen 

Maximalwert  1,  falls  die  Größen  (i  ^ verschwinden, 

d.  h.  P gemeinsam  mit  der  konjugiert  imaginären  Substitution 
die  Form  x^^x^  X2X2  x^  in  sich  transformiert 

(Hadamard,  Bull.  sc.  math.  (2)  17,  240  (1893),  Wirtinger, 
ebenda  (2)  31,  175  (1907),  Davis,  Bull.  Am.  M.  8.  14,  17 
(1907),  E.  Fischer,  Arch.  f.  Math.  (3)  13,  32  (1908),  Pascal, 
Determinanten,  S.  180). 


Als  Verallgemeineining  der  orthogonalen  Substitutionen  hat 
zuerst  Hermite  {Jou/rn.  f.  Math.  47,  309  (1854),  CEuvres  1,  195) 
für  w = 3 diejenigen  linearen  homogenen  Transformationen 

= Pii^i  + Pi2^2  ^ Pin = b 2,  • • «) 

betrachtet,  die  eine  gegebene  quadratische  Form 

z = n k = n 

2 2 

*=1 Ä=1 

in  sich,  oder  wie  man  mit  Cayley  (Phil.  Trans.  148  (1858), 
Coli.  math.  papers  2,  497)  sagt,  automorph  transformieren. 

Ist  die  Determinante  der  quadratischen  Form  ungleich 
Null,  so  hat  die  Determinante 

li’ijl  (•'.‘  = 1.2 n) 

den  Wert  1,  ferner  existiert,  wie  bereits  Caylej  (Jmtrn.  f. 
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Math.  50,  288  (1855),  Coli.  math.  papers  2,  192;  vgl.  auch 
ebenda  2,  497)  zeigte,  eine  seinen  für  orthogonale  Substitutionen 
gefundenen  Formeln  ähnliche  Darstellung,  schließlich  bleibt  der 
Satz  von  Frobenius  über  die  Elementarteiler  der  charakte- 
ristischen Funktion  f (q)  gültig  (Frobenius,  Journ.  f.  Math. 


84,  41).- 


Als  neueste  Literatur  über  die  Transformation  einer 
quadratischen  Form  in  sich  sei  angeführt;  Percey  F.  Smith, 
Trans.  Am.  M.  S.  6,  1 (1905).  Von  Lehrbüchern  sei  verwiesen 
auf  Muth,  Theorie  der  Elementarteiler,  S.  160,  Bachmann, 
Arithmetik  der  quadratischen  Formen,  S.  395;  schließlich  vgl. 
man  Franz  Meyer,  Invariantentheorie  in  der  Enzyklopädie  der 
math.  Wiss.  1,  333. 

Soll  eine  reelle  quadratische  Form  reell  in  sich  trans- 
formiert werden,  so  gilt  der.  Satz  (A.  Loewy,  Nova  Acta 
Leop.  71,  396,  427,  Math.  Ann.  50,  562,  569,  Gott.  Nachr. 
(1900),  Bromwich,  Proc.  Lond.  M.  S.  32,  350  (1900)): 

Für  jede  lineare  homogene  Substitution  P mit  reellen  Koeffi- 
zienten p^j^,  die  eine  reelle  quadratische  Form  von  nichtcersclnoin- 
dender  Beterminante  mit  der  Charakteristik  q'  (vgl.  S.  12S)  in 
sich  überführt,  gilt  die  Ungleichheit: 


2 s ist  die  Summe  der  Exponenten  aller  derjenigen  Elementar- 
teiler der  charakteristischen  Funktion  der  linearen 

homogenen  Substitution  P,  tcelche  für  Größen,  die  nicht  vom  ab- 
soluten Betrage  1 sind,  verschwinden,  h durchläuft  die  Exponenten 
sämtlicher  Elementarteiler  der  charakteristischen  Funktion  der 
Substitution  P,  welche  für  Größen  vom  absoluten  Betrage  1 ver- 
schwinden. E bedeutet  die  größte  in  ^ enthaltene  ganze  Zahl. 

Ist  g'  = 0,  d.  h.  die  reelle  quadratische  Form  ist  definit, 
so  wird  s ==  0,  Ä=l;  in  diesem  Spezialfall  ist  der  Stickel- 
bergersche  Satz  für  reelle  orthogonale  Substitutionen  (vgl.  S.  133) 
enthalten. 


Die  automorphe  Transformation  einer  bilinearen  Form 


B — ^ ^ ^ih^iVk 
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mit  kogredienten  Variablen  «/,.  (*  = 1,2,...,«)  durch  zwei  kogre- 
diente  Substitutionen: 

+i?f2  V H 'rPin^n  0-  = b2, 

Vi  = Pil  Vl ' + Pi2  ^2"  + ‘ + PinVn  = b 2, . . «), 

ist  eingehend  von  A.  Voss,  Äbli.  d.  Bayer.  Äkad.  (1890),  be- 
handelt worden.  Es  handelt  sich  um  die  Gleichung  P'BP  = B. 
Als  Lösungen  führt  bereits  Cayley  {Coli.  mafh.  papers  2,  503, 
Abs.  14)  an:  P ==  B-^  {B  - T)  {B T)-'^B , wobei  T der 
Gleichung  B~^T  (J?')“^T'  = 0 genügt  (vgl.  Voss,  a.  a.  0., 
S.  305). 

Die  automorphe  Transformation  einer  beliebigen  bilinearen 
Form  . 

iz=n  1t  = n 

i=l k=l 

mit  konjugiert  imaginären  Variablen  durch  zwei  Substitutionen: 

= Pil  K + i><2  ^2'  H 1-  PinK  = b 2, . . «), 

==  + Pi2  ^'2'  H H PinK  = b 2, . . «), 

wobei  stets  g und  g konjugiert  imaginäre  Größen  bedeuten, 
behandelt  A.  Loewy,  vgl.  Zitat  S.  136.  Es  handelt  sich  um 
die  symbolische  Gleichung  P'BP  = B.  Sind  im  besonderen 
und  konjugiert  imaginäre  Größen,  d h.  ist 

i=n k=n 

^ 2 ^ik^i^k 
i=l k=l 

eine  Hermitesche  Form,  so  gilt  für  den  Zusammenhang  zwischen 
den  Elementarteilem  der  Substitution  P und  der  Charakteristik  g 
der  Hermiteschen  Form  B die  nämliche  Ungleichheit  wie  bei 
der  reellen  automorphen  Transformation  einer  reellen  qua- 
dratischen Form,  ferner  finden  ähnliche  ausnahmslos  gültige 
Formeln  wie  bei  der  automorphen  Transformation  der  Hermite- 
schen Einheitsform  x^x^ x^x^  statt.  Geome- 

trische Anwendungen  der  automorphen  Transformation  Hermite- 
scher Formen  bei  Study,  Math.  Änn.  60,  321  (1905). 
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§ 11.  Abgeleitete  Matrices.  Frankesche  und  Sylvester- 
sche  Sätze.  Laplacescher  und  Jacobischer  Satz.  Potenz- 
transformation. Produkttransformation.  Lineare  homo- 
gene Substitutionen,  die  eine  Determinante  in  sich 

überführen. 


Zu  jeder  quadratischen  Matrix  A==||a,.j||  (»•,*  = !,  2, 

) Determinanten 
mj 


n)  ge- 


/ll  < /I2  < • ■ • < /ijn) 


(vgl.  S.  56).  Um  diese  Unterdeterminanten  der  Determinante 
I A I = I I (*,  * = 1, 2, . . .,  n)  passend  bezeichnen  zu  können,  denken 

wir  uns  die  1 = Kombinationen  der  Zahlen  1,  2,  . . w zu 

in  eine  beliebige,  aber  fest  gewählte  Reihenfolge  gebracht."  Ist 
in  der  eingeführten  Anordnung  ^1,  ^2,  • • 

^11  ^21  • • •»  Kombination,  so  sei  die  Determinante 

^ ± <^9x  K Äa  • • • 

) Determinanten  sei 

m)  ö'-ff 

die  Matrix 

CW  C(“>  . . . Oft) 

0<“)  o<'») . . . Cii 


Cif  Cif  . . . cft) 

gebildet,  die  wir  mit  C^{A)  bezeichnen. 

U^(A)  heißt  das  abgeleitete  System  der  Matrix  A 
(Kronecker,  Vorl.  üb.  Determinanten,  S.  320).  Bei  natürlicher 
.Anordnung  der  Zahlen  1,  2,  . . .,  w ist  das  erste  abgeleitete 
System  ^^(A)  mit  A identisch,  das  letzte  abgeleitete  System 
(7„(A)  ist  die  Determinante  |A|.  Nach  Henry  J.  St.  Smith 
(Proc.  Boyal  Soc.  12  (1864),  Coli  math.  papers  1,  412),  der 
sich  zuerst  mit  den  abgeleiteten  Systemen  beschäftigt  hat, 
heißt  C^(ä)  die  m^  Concomitante  von  A;  später  bezeichnete  er 
{Coli  math.  papers  2,  625)  U^(A)  als  die  m — 1*^  adjun- 
gierte  Matrix  von  Ci(A).  Nach  Bachmann,  Die  Arithmetik 
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dtr  quadratischen  Formen,  Leipzig  1898,  S,  389,  würde  man 
die  Systeme  Cj^{Ä)  begleitende  Matrices  nennen.  Dickson, 
Imear  groups,  Teuhners  Samml.  6,  Leipzig  1901,  S.  146,  ver- 
wendet englischem  Sprachgebrauch  gemäß  (vgl.  etwa  Spottis- 
woode,  Journ.  f.  Math.  51,  350)  die  Bezeichnung  „the 
compound'*.  C.  Stephanos,  Journ.  de  math.  (5)  6,  73  (1900) 
nennt  (J.)  le  produit  hialterne  de  m formes  Ä.  In  der  Theorie 
der  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  begegnet  man 
(-4.)  unter  dem  Namen  „n  — assoziiertes  System**  (vgl. 
L.  Schlesinger,  Handbuch  der  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichumgen,  Leipzig  1897,  2^,  128,  A.  Loewy,  Sitztmgsb.  d. 
Bayer.  Akad.  32,  3 (1902)).  Für  die  abgeleiteten  Systeme 
gelten  folgende  Lehrsätze: 

I.  Sind  und  Ag  zwei  beliebige  Matrices  gleiche  Grades  n, 

so  ist  das  Produkt  von  (7^(A[j)  und  ^^(Ag)  gleich  der  m^^  ab- 
geleiteten Matrix  des  Produktes  also 

C,niA)0^{A)=C^{Ä,Ä,). 

II.  Ist  A die  Einheitsmatrix,  so  ist  auch  C^{A)  die  Ei/n- 
heitsmatrix. 

Aus  Lehrsatz  I und  II  folgt: 

III.  Die  m*^  abgeleitete  Matrix  der  reziproken  Matrix  von  A 
ist  gleich  der  reziproken  Matrix  der  Abgeleiteten  von  A,  also 

IV.  Die  m*^  abgeleitete  Matrix  der  transponierten  Matrix 
von  A ist  gleich  der  transponierten  Matrix  der  mP'**  abgelmteten 
Matrix  von  A,  also 

C„{A')^{ü^{A)y. 


V.  Mam  erhält  die 


Wurzeln  der  charakteristischen  Glei- 


chung von  C^{A),  d.  h.  der  Gleichung  \qE  — C?„j(-4)  | = 0,  indem 
morn  die  nWwrzeln  der  charakteristischen  Gleichung  vonA  zu  je  m 
kombiniert  tmd  miteinander  multipliziert  (W.  H.  Metzler,  Am.  J. 
math.  16,  145  (1894),  G.  Eados,  Math.  Ann.  48,  417  (1897), 
W.  Burnside,  Quart.  J.  32,  84  (1901)). 

Aus  Lehrsatz  V folgt  der  sogenannte  Satz  von  Franke- 
(Journ.  f.  Math.  61,  353  (1863)):  Die  Determinante  von  G^(A) 


ist  die 


Potenz  der  Determinante  von  A,  also 
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Dieser  Satz  ist  aber  bereits  vor  Franke  von  Spottis-^ 
woode  (Journ.  f.  Math.  51,  360  (1856))  ausgesprochen  worden. 
Das  von  Spottiswoode  a.  a.  0.  gegebene  Zitat  {FMl.  Mag. 
(1851))  bezieht  sich  auf  eine  Arbeit  von  Sylvester  (CoU.  math. 
papers  1,  249),  vgl.  auch  die  Note  von  Baker,  ebenda  S.  650, 
ferner  die  Anmerkung  von  Borchardt  zur  Arbeit  von  Franke,. 
Journ.  f.  Math.  61,  355.  Der  fälschlich  nach  Franke  genannte 
Satz  ist  nämHch  nur  ein  Spezialfall  eines  allgemeinen  von 
Sylvester  a.  a.  0.  gegebenen  Theorems,  das  folgendermaßen 
lautet: 

Aus  der  Matrix  sei  eine  Determinante  gebildet, 

deren  Elemente  nur  alle  Determinanten 

\ m ) 

^ ± «11  «22  • • ■ »U «H.  «i'.*.  • • • «0»»™ 

sind,  bei  denen  ^2?  • • •?  ht  • • •>  Kom- 

bination der  Zahlen  Ä-j-l,  /c-j-2,  ...,w  zu  m bedeuten.  Die 
fragliche  Determinante  (ö,ir=  1,2, a)  hat  den.  Wert 

wobei 

A = 2^  «11  «22  • • • «« 

und 

U|  =^±«11  «22  •••«,,  Qc  + m^n). 

Für  ==  0,  Aq  = 1 hat  man  den  sogenannten  Franke- 
schen Satz ; m ==  1 , ^ ~ ^ liefert  den  spezielleren 

Sylvester  sehen  Satz  auf  S.  62.  Betreffs  des  obigen  allgemeinen 
Sylvester  sehen  Satzes  vgl.  man;  Piequet,  J.  ee.polyt..,  Cah.  45, 
216  (1878),  Sylvester,  Journ.  f.  Math.  88,  52  (1880),  Netto, 
ebenda  114,  351  (1895)^),  Nanson,  ebenda  122,  183  (1900), 
E.  Müller,  Ztschr.  f.  Math.  u.  Physik  44,  39  (1899),  Pascal, 
Determinanten,  S.  93,  Scott,  The  theory  of  determinants,  S.  67,  68. 

Zu  einer  neuen  Definition  der  Systeme  C^(Ä)  führt  folgende 
Betrachtung;  Wir  ordnen  der  Matrix  A die  m kogredienten 
linearen  homogenen  Substitutionen 


1)  Aus  der  Formel  auf  S.  352  und  der  Ende  S.  361  folgt  die 
Formel  des  Textes. 
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2'f  “ + • • • + 

2/W  = J + 

2/»  = a,jä!»  + + • • • + 

(<»  1,  2,  ...7») 

zu.  Versteht  mau  unter  A die  quadratische  Matrix 

n — m Kolonnen 

fljW  0 0 ...  0 

xf  ...  4'«)  0 0 ...  0 

a;(2) . . . a;(»”)  0 0 ...  0 

n n n 

und  unter  Y die  analog  gebaute,  so  lassen  sich  die  obigen 
Gleichungen  für  die  m kogi'edienten  Substitutionen  in  die  eine 
symbolische  Gleichung 

(1)  Y=^AX 


zusanunenfasseu  (Verallgemeinerung  des  auf  S.  82  angegebenen 
Resultates). 

Aus  der  Gleichung  (l)  folgt  auf  Grund  des  Lehrsatzes  I 


(2) 


c.(r) 


Sind  lg»  • • •»  ^i^gend  m untereinander  verschiedene  der 
n Zahlen  1,  2,  . . .,  w,  die  in  der  Aufeinanderfolge  <[ ^2  <C  * • * < 
angeordnet  sein  sollen,  so  bilde  man  für  jede  mögliche  Wahl 
der  Zahlen  lu  12»  • • •>  ^7»  die  Determinante 

xf^ . . . 

*1  <1  u 

4^)  xf^ . . . 


X^y^  x^^^ . . . x\^'^ 

hn  *m  *m 


Ist  in  der  zu  Beginn  des  Paragraphen  für  die  1 Kombinationen 
der  Zahlen  1,  2,  . . .,  w zu  m eingeführten  Reihenfolge  lg,  . . .,  l„j 
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die  i*®,  so  sei  die  zuletzt  hingeschriebene  Determinante  mit  Xz, 
bezeichnet.  Analog  seien  die  X Determinanten 


(X  = l,  2,...,  X) 


yW  ^(2) 
“im  “hn 


definiert.  Die  symbolische  Gleichung  (2)  kann  dann  in  die 
X gewöhnlichen  Gleichungen 

(3)  = 

J=1 

umgesetzt  werden.  H 

Die  Gleichung  (3)  besagt: 

Trcmsformiert  man  die  m Varidblensysteme  B 


/(l).  7y(2). 


{i  = Ij  2, . . .,  n> 


Icogredient  durch  m lineare  homogene  Substitutionen  der  nämlichen 
Matrix  Ä,  so  erfahren  die  X Beterminamten  Yj  (/=i, 2,...,^)  eine 
lineare  homogene  Substitution,  die  durch  die  Matrix  0^(Ä)  ge- 
geben ist.  A.  Hurwitz,  Math.  Ann.  45,  392  (1894)  nennt 
daher  die  durch  die  Formeln  (3)  bestimmte  lineare  homogene 
Substitution  die  m^  Beterminantentransformation.  Die  Deter- 
minanten Xj  sind  von  A.  Clebsch  {Math.  Ann.  5,  427  (1872)) 
als  selbständige  Variablen  eingeführt  worden.  Die  fraglichen 
Determinanten  lassen  sich  auch  geometrisch  deuten.  Erklärt  man 

xf.,  . . .,  xf  (*  = 1,2,... ,7^0 

als  homogene  Koordinaten  von  m Punkten,  so  stellen  Xg, . . .,  Xj^ 
die  Koordinaten  der  durch  die  m Punkte  bestimmten  ebenen 
Mannigfaltigkeit  dar. 

Wird  die  bilineare  Form 

* = n k = n 

* = 1 k = l 


durch  die  zwei  linearen  homogenen  Substitutionen 

P:  = Al  «i'  + Ä2  %'+••■  + 

Q-  in  yi  + ?.2  %'+•••  + iin'Jn 


(t  = 1,  2,...,n), 
(t  = 1, 2, . . .,  n) 


§11.  Abgeleitete  Matrices 
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in  die  bilineare  Form 

iz=n  i = n 

t = l k = l 

übergefiihrt,  besteht  also  die  symbolische  Gleichung  F AQ  — B, 
so  folgt  aus  ihr: 

■ 

Diese  Gleichung  besagt:  die  m*®“  Determinantentransformationen 
von  P und  Q führen  die  w*®“  abgeleiteten  bilinearen  Formen 
von  A und  B ineinander  über.  Hieraus  folgt  im  besonderen, 
daß,  wenn  P orthogonal  ist,  dies  auch  für  0^(P)  zutrifft. 

Ist  A eine  quadratische  bzw.  Hermitesche  Form,  so  ist 
auch  die  m*®  abgeleitete  Form  C^(A)  von  der  nämlichen  Be- 
schaffenheit. Mit  den  Abgeleiteten  einer  quadratischen  Form 
beschäftigt  sich  Rados,  Verh.  des  ersten  internationalen  Math- 
Kongr.  (1897),  163. 


Wir  ordnen  der  Unterdeterminante 

von  I A I ihre  algebraische  Adjungierte 

d^\A\ 

ZU  und  bezeichnen  sie  mit  Aus  den  Größen  bilden 

wir  die  Matrix 


p{m)  p{m) 

■*11  ^12  *• 

p{m) 

• ■*  IX 

p{m)  p{m) 
■*21  -*22  •• 

■nf 

ppn)  pim) 
'*-Xl  ^ X2  •• 

■ nf 

sie  sei  mit  r^(A)  bezeichnet. 

Die  Lehrsätze  I — ^IV  bleiben  unverändert  gültig,  wenn  man 
überall  durch  ersetzt.  Dem  Satz  V stellt  sich  der  Lehr- 
satz Y'  zur  Seite:  Man  erhält  die  ( ^ ) Wurzeln  der  charak- 

\n  — m/ 

teristischen  Gleichung  von  P^(-4),  d.  h.  der  Gleichung 
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indem  man  die  n Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung 
von  -4  zu  je  w — m kombiniert  und  miteinander  multipliziert. 
Hieraus  folgt 

Mittels  der  Elemente  der  Matrices  Cj^A)  und  (41)  kann 
man  den  Laplaceschen  Zerlegungssatz  und  das  sich  ihm  an- 
schließende Theorem  auf  S.  58  durch  die  Gleichungen 

J=1 

ausdrücken;  6oj£  ist  hierbei  das  Kro  neck  ersehe  Symbol,  das 
für  G = den  Wert  1 hat,  sonst  verschwindet.  Die  ange- 

gegebenen  Gleichungen  lassen  sich  in  eine  einzige  symbolische 
Gleichung,  nämlich  ■ 

(1)  c„iÄ)r^(Ä')=^\Ä\,  I 

zusammenfassen;  \Ä\  ist  als  Diagonalmatrix  aufzufassen,  deren 
in  der  Diagonale  stehende  Elemente  sämtlich  den  Wert  \ä\ 
haben. 

Da  nach  Lehrsatz  III 

(2)  C^{A)C^iÄ-'-)^E 

ist,  folgt  aus  (1)  und  (2)  die  Kro necker sehe  Gleichung 
(Kro  neck  er,  Monatsh,  d,  Berl.  Äkad.  1882,  Ges.  Werke  2,  392, 
Vorl.  über  Determinanten,  S.  334): 

Bezeichtiet  man  die  nach  gewöhnlichem  Sprachgebrauch 
adjtmgierte  Matrix  1|4.,-*!|  (*.  * = i,  2, . . mit  adj.  (4.)  (vgl.  S.  60,  61), 
so  ist  (vgl.  S.  87); 

,_i  _ adj.  (4)^ 

^ “TÜ  ’ 

mithin  wird ; 

C„(aaj.(^)). 

Setzt  man  den  für  (7„,(4L'“^)  gefundenen  Wert  in  die 
Krön  eck  ersehe  Gleichung  ein,  so  ergibt  sich; 

C„(adj.U))  = M|»-‘r„(.l). 


§11.  Laplacescher  und  Jacöbischer  Satz. 
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Diese  Gleichung  ist  nichts  anderes  als  der  Ausdruck  der 
auf  S.  61  gegebenen  Jacob i sehen  Formel.  Sie  gilt  auch  noch, 
falls  die  Determinante  | Ä | verschwindet;  bei  der  Ableitung  ist 
dies  zunächst  infolge  der  Verwendung  von  ausgeschlossen 

worden. 

Wir  ersetzen  in  der  Krone  ck  ersehen  Gleichung  die 
Matrix  A durch  wobei  JS  eine  beliebige  Matrix  Grades 

ist.  Verwendet  man  die  Krön ecker sehe  Gleichung  noch  ein 
zweites  Mal,  so  erhält  man: 

(«-1) 

Neben  die  Gleichung: 

stellt  sich  die  Gleichung: 

(4)  = 0MB))- 

Die  Gleichung  (4)  folgt  ähnlich  wie  (3)  aus  der  Kronecker- 
schen  Relation,  wenn  man  in  ihr  für  A die  Matrix  ein- 

führt. Die  Relation  (3)  wird  ebenfalls  (vgl.  S.  139)  als  Franhe scher 
Satz hezeichnet  (Franke^  Journ.f.Math.  61, 355  (1863),  Baltzer, 
Determinanten,  S.  68  u.  69).  Die  Gleichungen  (3)  und  (4)  gelten 
auch  noch,  falls  die  Matrix  B eine  verschwindende  Determinante 
hat;  bei  der  Herleitung  ist  dies  infolge  der  Benützung  der 
Kroneckerschen  Relation  zunächst  auszuschließen. 

Sind  A und  B zwei  beliebige  Matrices  gleichen  Grades, 
so  ergibt  sich  auf  Grund  der  Gleichung  (l): 

(5)  C,{A)  C,(B)  FM  = M 1 1 i?  1 . 

Führt  man  zur  Abkürzung  die  Matrices  T ==  Cf^{A) Fj^i^B')  und 
U “ C,^{B)  Fj^^A')  ein,  so  hat  man  die  symbolische  Gleichung: 

(6)  TU^\A\\B\. 

Pascal,  Bepertorium.  I.  2.  Aufl. 


10 
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Für  die  Determinanten  erhält  man: 

(7)  I = 1 G,{Ä)  1 1 r,(S')  i - I ^ = 0 I B l(”‘ ‘), 

(8)  I f7|  = I C,{B)  1 1 r, (^')  I = I -B 1*^* I A 

(9)  |Ti7|  = |^|Ö|S|® 

(Sylvester,  Phil.  Mag.  (1851),  Coli.  math.  papers  1,  253, 
vgl.  ebenda  die  Note  von  Baker,  S.  649,  Baltzer,  Deter- 
minanten, S.  36,  Pascal,  Determinanten,  S.  111,  wegen  einer 
Verallgemeinerung  vgl.  E.  Müller,  Ztschr.  f.  Math.  u.  Phys.  44, 
31  (1899)). 

Aus  der  Gleichung  (6)  folgt: 

C^{TU)  ^0^{\A\\B  I)  und  daher  Ff 

Mit  Hilfe  der  Kroneckerschen  Relation  ergibt  sich  weiter: 
C„{T)  =-  1 ^ I”"  1 JJ  l™  I I r„(H')  und  schließlich 

Die  Formel  (lO)  wird  als  Satz  von  Picguet  {G.  B.  86, 
1119  (1878),  J.  ec.  polyt.,  Cah.  45,  238  (1878),  Pascal, 
Determinanten,  S.  112)  bezeichnet.  Wählt  man  für  die  Matrix  A 
bezw.  B die  Einheitsmatrix  AJ,  so  ergibt  Formel  (lO)  die 
Formeln  (4)  bezw.  (3). 

Als  Literatur  über  die  abgeleiteten  Systeme  sei  noch  an- 
geführt: Vahlen,  EmyJd.  der  math.  TFifss.  1,  594,*  J.  Schur, 
Berl.  Diss.  (1901),  A.  Loewy,  Trans.  Am.  M.  8.  5,  64  (1904), 
sowie  die  ergänzenden  Bemerkungen,  ebenda  6,  507  (1905). 

Die  Gleichung  (5)  geht,  falls  für  B die  Einheitsmatrix  E ge- 
setzt wird,  in  die  Laplacesche  Gleichung  (l)  über.  Eine  anders- 
artige Erweiterung  der  Laplaceschen  Entwicklung  stammt  von 
E.  Netto,  Journ.  f.  Math.  114,  348  (1895).  Vgl.  Nanson, 
ebenda  122,  182  (1900),  E.  Müller,  Ztschr.  f.  Math.  u.  Phys. 
44,  33  (1899),  Pascal,  Determinanten,  S.  97,  Scott,  The 
theory  of  determinanis,  S.  70. 
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Zu  jeder  Matrix  A läßt  sich  auf  folgende  Weise  eine  neue 
Matrix  bilden.  Sei 

eine  zu  A zugehörige  lineare  homogene  Substitution.  Man  bilde 
sich  sämtliche  verschiedene  Produkte: 

35^^  ...  (*1 » *2  j • • •!  “ 1*  2, . . . » «)  j 

(YI  I 1*  ■—  1 \ 

ihre  Anzahl  ist  gleich  ( ^ ^ j > nämlich  gleich  der  Zahl,  die 
angibt,  auf  wieviel  Arten  man  n Zahlen  zu  r mit  Wiederholung 
kombinieren  kann.  Diese  ^ Produkte  transformieren 

sich  linear  und  homogen  in  die  ( ‘ ^ j Produkte 

Denkt  man  sich  die  Produkte  willkürlich,  aber,  wenn 

gewählt,  fest  in  eine  bestimmte  Reihenfolge  gebracht  und  die 
Produkte  i^i  4er  nämlichen  Reihenfolge  angeordnet, 

so  heißt  die  sich  ergebende  eindeutig  bestimmte  lineare  homo- 
gene Substitution  nach  A.  Hurwitz  {Math  Aww.  45,  390  (1894)) 
die  Potenztransformation  von  A oder  anknüpfend  an  Sylvester 
die  induzierte  Substitution  Grades  (Franklin,  Am.  J.mafh.  16, 
206  (1894),  G.  Rados,  Math.  u.  naturw.  Per.  aus  Ungarn  16, 
241  (1898)).  Die  Matrix  der  r*®“  Potenztransformation  von  A 
wird  nach  A.  Hurwitz  mit  P,.(-4)  bezeichnet. 

Für  die  Operation  -P,.(A)  gelten  folgende  Sätze; 

I.  Sind  Aj  und  A^  zwei  beliebige  Matrices  gleichen  Grades, 
so  ist  das  Produkt  von  PV(Ai)  und  Pr{A2)  gleich  der  r*®“  Potenz- 
transformation des  Produktes  von  A^  und  Ag,  also; 

II.  Ist  A die  Einheitsmatrix,  so  ist  auch  Pf.{A)  die  Einheits- 
matrix. 

in.  Die  r*®  Potenztransformation  der  reziproken  Matrix 
von  A ist  gleich  der  reziproken  Matrix  der  r*®“  Potenztrans- 
formation von  A,  also; 

IV.  Die  r*®  Potenztransformation  der  transponierten  Matrix 
von  A ist  gleich  der  transponierten  Matrix  der  r*®“  Potenz- 
transformation von  A,  also; 

Pri-^')  - (^’rU))'- 


10* 
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V.  Man  erhält  die  Wurzeln  der  charakteristischei 

Gleichung  von  d.  h.  der  Gleichung  | — Pr(A)  \ = 0, 

(n  -4"  T — 1\ 

^ j Produkte  der  n Wurzeln 

der  charakteristischen  Gleichung  von  Ä zu  je  r bildet  (Franklin, 
Am.  J.  math.  16,  205  (1894),  G.  Rados,  Math.  u.  naturw.  Ber. 
aus  Ungarn  16,  244  (1898),  W.  Burnside,  Qmrt.  J.  32,  83 
(1901),  J.  Schur,  Berl.  Biss.  (1901),  17). 

Aus  Lehrsatz  V folgt:  Die  Determinante  von  iV(-4)  ist  die 

^ Potenz  der  Determinante  von  A,  also 
|p,(4)|  = M|l  -1 ). 

(G.  V.  Escherich,  Monatsh.  f.  Math.  3,  80  (1892),  A.  Hurwitz,o 
Math.  Ann.  45,  391  (1894),  W.  Anissimoff,  ebenda  51, 
388  (1899);  für  r * 2 wird  dieser  Determinantensatz  von 
Pascal,  Determinanten,  S.  104  als  Scholtz  scher  Satz  bezeichnet.) 
Weiteres  über  die  Potenztransformation  folgt  unten  bei  der 
Produkttransformation. 


Sind  eine  Reihe  beliebiger  quadratischer  Matrices  Aj, . . .,  A^ 
der  Grade  gegeben,  so  läßt  sich  aus  ihnen  eine 

neue  Matrix  vom  Grade  n^  n^  . . . n^  konstruieren,  die  mit 
Aj  X Ag  X • • • X A,.  bezeichnet  wird.  Sie  wird  am  einfachsten 
auf  folgende  Weise  definiert:  Man  führe  die  zu  den  r Matrices 

A = II  (■•.*  = 1.2, •••.».!  r=l,2....,r) 

zugehörigen  linearen  homogenen  Substitutionen: 


A-- 

= Vo(i)  |(i) 

*1  »1  »1  *1 
»1  = 1 

(jj  B 1,  2,  . . . , «i), 

Ag  : 

(♦»  *=  1»  2, . . .,  n^), 

• 

8r  =:  rif 

A-- 

xi^)  =.  V «(0  MO  , 

*r  ^ tr  *r 

*r  = l 

(*r  = 1»  2|  . . . , n,.) 

ein.  Durch  Multiplikation  erhält  man: 


§11.  Produkttransformation. 
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(1)  ^ «15,  «fj. 


hierbei  ist  dem  Index  jede  der  Zahlen  1,  2,  . . .,  Wj,  dem 
Index  «2  jede  der  Zahlen  1,  2,  . . .,  ^2  ^sw.,  dem  Index 
jede  der  Zahlen  1,  2,  . . .,  beizulegen.  Ebenso  ist  in  der 

Summe  rechts  füi-  jede  der  Zahlen  1,  2,  . . .,  für  k^  jede 

der  Zahlen  1,  2, . . .,  ^sw.,  für  k^.  jede  der  Zahlen  1,2,.. .,  n^. 

zu  setzen.  Die  w,  ...  Produkte  x^^^ . . . x^!’'^  sind  offenbar 
lineare  homogene  Punktionen  der  n.^  Produkte 

Hat  man  für  die  ...  Produkte  x^}^  x^?^ . . . x^f^  eine 

^ r *1  ^ *r 

beliebige,  aber  fest  gewählte  Eeihen folge  und  für  die  ... 
Produkte  |(2) . . , ^{r)  nämliche  Anordnung  eingeführt,  so 
definiert  das  Gleichungssystem  (l)  eindeutig  eine  bestimmte 
lineare  homogene  Substitution  in  ...  Variablen;  sie  heißt 
nach  A.  Hurwitz  {Math.  Ann.  45,  388  (1894))  die  Frodukt- 
transformation  von  Ag,  . . .,  und  wird  nach  ihm  mit 
Aj  X Aj  X • • • X A^  bezeichnet.  C.  S tephanos  {Journ.  de  math.  (5) 
6,  73  (1900)),  der  die  Produkttransformation  sehr  eingehend 
untersucht  hat,  bezeichnet  die  fragliche  Operation  als  conjoneUon. 
Dem  Prozeß  begegnet  man  schon  bei  C.  Jordan,  Traite  des 
suhstitutions  et  des  equations  algebriques,  Paris  1870,  S.  221. 
Die  Determinante  von  Aj  x Ag  hat  Kronecker  in  seinen  Uni- 
versitätsvorlesungen behandelt.  Von  der  Operation  Ax  A x • • • x A 
{m  mal  die  nämliche  Matrix  A)  kann  man  zu  F^{A)  und  U^(A) 
gelangen  (vgl.  J.  Schur  und  A.  Loewy  an  den  S.  146  angeführten 
Orten). 

Für  die  Produkttransformation  gelten  folgende  Sätze: 

I.  Sind  Hj,  Hg,  . . .,  .B,,  r weitere  Matrices  der  Grade 
^1,^2,...,^,.,  aus  denen  x Hg  x • • ■ x gebildet  ist,  so 
ist  das  Produkt  von  Wj  = A^  x Ag  x • • • x A^  und 

Wg  = Hl  X Hg  X • ♦ • X H^  gleich  Aj H^  x AgHg  x • • • x ArS,. 

n.  Sind  Aj,  Aj,  . . .,  A^  Einheitsmatrices,  so  ist  auch 
Aj  X Ag  X • • • X A^  die  Einheitsmatrix. 

in.  Die  Matrix  der  Produkttransformation  der  reziproken 
Matrices  von  A^,  Ag,  . . .,  A^  ist  die  reziproke  Matrix  von 
Aj  X Ag  X • • • X A^,  also 


^-1  X X • • • X ^-1  = (^1  X ^2  X . • • X a;)-\ 

IV.  Die  transponierte  Matrix  von  Aj  x Ag  x • • • x A^ 
ist  die  Matrix  der  Produkttransformation  der  transponierten 
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Matrices  also: 

X A^x  X Ä^y  = (Ä[  X .^3  X • • • X Ä^). 

V.  Sind  . . .,  die  Wurzeln  der  charakte- 
ristischen Gleichung  der  Matrix  d.  h.  der  Gleichung 

I piJ  — -4^^)  I ==  0,  so  sind  die  Wg  . . . Wurzeln  der  charak- 
teristischen Gleichung  von  \4j  x .Ag  x • • • x die 
Produkte 


^ ^ ^ ^(r) 

«1  ij  »V 


(*i  — 1»  2,  . . .,  «1 ; «2  — 1,  2, . 


«iJ 


= 1,  2, . . nr) 


(Franklin,  Am.  J.  math.  16,  206  (1894),  Frobenius,  Sitzungsh, 
d.  Berl  AJcad.  (1899),  333,  C.  Stephanos,  Journ.  de  math.  (5)  6, 
89  (1900)). 

Aus  dem  Lehrsatz  V folgt:  Die  Determinante  von 

X Ag  X < • • X 


ist^^ein  Produkt,  dessen  Faktoren  die  Potenz  der  Determinante 

von  Ajl,  die  — Potenz  der  Determinante  von  A^  usw.,  schließlich 
die  — Potenz  der  Determinante  von  A^  sind,  also: 

«r 

7t  Tt  ^ 

I Aj  X Ag  X • • » xA,.|  = j Aj  I Agl”'* . . . \A^\%  wobei 7^==«. ^2 ... 


(Lehrsatz  von  Kronecker,  vgl.  Hensel,  Acta  math.  14,  317 
(1890),  Rados,  Math,  naturw.  Ber.  aus  Ungarn  8,  60  (1889), 
ebenda  18,  231  (1900),  G.  v.  Escherich,  Monatsh.  f.  Math. 
3,  68  (1892),  A.  Hurwitz,  Math.  Ann.  45,  389  (1894)). 

Zur  Produkttransformation  kann  man  auch  auf  folgende 
Weise  gelangen: 


H *a  • • • V 


V H h *r 


sei  eine  Form,  die  in  den  r Variablenreihen 


a;(l)  = 1,  2,  . . Hj)  - 1, 


ajW  = 1, 2,  . . .,  n,.) 


linear  und  homogen  ist.  Transformiert  man  die  angegebene 
Form  durch  die  linearen  homogenen  Substitutionen  A^^  Ag,  . . ., 
in  die  neue  r-fach  lineare  homogene  Form: 


§11.  Produkttransformation. 
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*i»5f  -V 

SO  wird: 

(ß)  ^ /fAj  • • • \ *■»•••  »> ’ 

*i*2--*r 

d.  h.  die  Wg  . . . Koeffizienten  erleiden  die  Produkt 

transformation  A\x  Ä^x ' • • x hierbei  bedeuten 
die  transponierten  Matrices  von  Ä2,  . . .,  A^y 

Nimmt  man  in  den  r Variablenreihen  xP\  . . .,  a;/^^ 
gleichviele  Variablen  n an  und  beschränkt  in  der  Form  H die 
Größen 

17..  . (»1  = 1,  2, ...»  n;  »a  = l,  2, n;  v=  1,  2, 

symmetrische  Funktionen  der  Indices  zu  sein , d.  h.  ihre 
Werte  nicht  zu  ändern,  wenn  man  die  Reihenfolge  der  Indices 
vertauscht,  so  reduzieren  sich  die  n*"  Größen  17.  . auf 

(yi  JL  If  JN 

~ ^ j verschiedene.  Unterwirft  man  die  r Variablenreihen 

von  H alsdann  r kogredienten  linearen  homogenen  Substitutionen 
mit  der  nämlichen  Matrix  A: 

(»  = 1,  2,  n;  r = l,  2, r), 

SO  bezieht  sich  bei  den  eingeführten  Beschränkungen  die  durch 
die  Formel  (2)  definierte  lineare  homogene  Substitution  auf 

1^  Variablen  und  wird  die  r*®  Potenztransformation 

von  A'y  wobei  A'  die  transponierte  Matrix  von  A ist. 

Wir  wenden  die  obigen  Resultate  auf  die  bilineare  Form: 

< = 71  k=s  71 


Vi  k 


7=1 i=l 


an,  deren  Koeffizienten  zunächst  willkürliche  Größen  seien. 
Unterwirft  man  die  zwei  Variablenreihen  den  zwei  linearen 
homogenen  Substitutionen: 


A': 
und 
B : 


»f  > = hl  If  + h2 1?>  + • • • + (>  = !.».■  • - »), 


SO  geht  H in  eine  neue  bilineare  Form 
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t = 1 A;  = 1 

über.  Es  gilt  die  symbolische  Gleichung  Z = AHB\  die  Deter- 
minante |Z|  ist  gleich  |^|  |^|  \H\.  Die  Koeffizienten  er- 
geben sich  gleich 

t=n t—n 

2 ^ ^isVit^tk  » 

-»  = 1 t = l 


d.  h.  sie  werden  aus  den  durch  Anwendung  der  Produkt- 
transformation Äx  B'  gefunden.  Wird  H so  spezialisiert,  daß 

es  eine  symmetrische  biliüeare  Form  wird,  deren  Koeffi- 
zienten beliebige  Größen  sind,  und  unter vnrft  man 

die  zwei  Variableureihen  und  kogredienten  Trans- 

formationen, d.  h.  wählt  man  B = J.',  so  ist  Z ==  AHA\  und 
die  Koeffizienten  werden  aus  den  7].j^  durch  Anwendung  der 
zweiten  Potenztransformation  gewonnen. 

Mit  diesen  Eesultaten  stehen  folgende  zwei  Fundamental- 
sätze in  innigstem  Zusammenhang: 


I.  Sind  die  Elemente  der  Matrix  H ==  (»,*  = 1,2,...,«) 

unabhängige  Variable  u/nd  die  der  Matrix  Z = ||  ^^.^ ||  (i,  t = 1, 2, . . .,  n) 
lineare  homogene  Funktionen  dieser  Variablen  und  u/nterscheidei 
sich  die  Determinante  der  Matrix  Z von  der  der  Matrix  H nur 
um  einen  "konstanten,  von  Null  verschiedenen  Faktor,  so  ist  ent- 
weder Z = AHB  oder  Z = AH'B,  ivobei  A u/nd  B konstante 
Matrices  sind  (Frobenius,  Sitzungsb.  d.  Bert  Akad.  (1897), 
1011,  S.  Kantor,  Sitzungsb.  d.  Bayer.  Akad.  (1897),  370, 
0.  Stephanos,  Journ.  d.  math.  (5)  6,  119ff.  (1900),  E.  Steinitz, 
Sitzu/ngsb.  d.  Bert  Math.  Gesellsch.,  Archiv  f.  Math.  (3)  5,  47 
(1903)). 

II.  Sind  in  einer  symmetrischen  Matrix  17=  ||  ih’»  * “ 

die  Elemente  (^^0  '^^olhängige  Variable,  umd  sind  die 
Elemente  der  symmetrischen  Matrix  Z = ||  ||  (»,  * = 1, 2, . . .,  n)  lineare 

homogene  Funktionen  dieser  Variablen  und  unterscheidet  sich  die 
Determinante  der  Matrix  Z von  der  der  Matrix  H nur  um  einen 
konstanten,  von  Null  verschiedenen  Faktor,  so  ist  Z = AHA', 
wobei  A eine  konstante  Matrix  bedeutet  (Frobenius,  Sitzungsb. 
d.  Bert  Akad.  (1897),  1014). 


Für  w = 2 werden  durch  das  Theorem  I alle  linearen 
homogenen  Substitutionen  bestimmt,  die 
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Vll  Vl2 
V21  %2 

abgesehen  von  einem  konstanten  Faktor,  automorph  in  &1  ^2  2 “^12^21 
transformieren.  Mit  diesem  Formelsystem  hat  sich  Oayley  be- 
reits 1854  beschäftigt,  Phil.  Mag.,  Coli.  math.  papers  2,  135 
„On  the  homographic  transformation  of  a surface  of  the  second 
Order  into  itself“.  Vgl.  Fricke  und  Klein,  Vorl.  über  die 
Theorie  der  automorphen  Funktionen,  Leipzig  1897,  S.  47. 

Der  Satz  II  bestimmt  für  n ==  2 alle  Transformationen,  die 

^11  %2  I 

^2  %2  r 

abgesehen  von  einem  konstanten  Faktor,  in  ^11  ^22  trans- 

formieren. Dieses  Formelsystem,  das  den  Kegelschnitt 

%1%2  — ■>Jl2  = 0 

in  sich  überführt,  hat  bereits  Gauß,  Disquisitiones  arithmeticaCy 
Artikel  157,  Ges.  Werkel,  124;  vgl.  Fricke  und  Klein,  a.  a.  0., 
S.  14  und  19. 


§ 12.  Differentiation  einer  Determinante  und  Matrix. 

Sind  (*,*  = 1,2, n)  Funktionen  einer  Variablen  x,  so 
gilt  der  Satz: 

Der  Differentialquotient  der  Determinante  | I gleich  der 
Summe  aller  n Determinanten,  die  man  erhält,  wenn  man  in 
der  gegebenen  Determinante  immer  die  Filemente  einer  Peihe  durch 
ihre  Differentiälquotienten  ersetzt. 

d y 

Versteht  man  unter  Y die  Matrix  so  wird  unter 


die  Matrix 


dx 


verstanden.  Sind  Y und  Z zwei  Matrices 


gleichen  Grades,  deren  Koeffizienten  von  einer  Variablen  x ab- 
hängen,  so  wird,  wenn  YZ  das  Produkt  der  zwei  Matrices  Y 
und  Z ist, 


^(r2)  = ^z+r 


dx 


dx''  dx 


— Y 


-1 


dY^ 

dx 


(vgl.  Frobenius,  Journ.  f.  Math.  84,  16  (1878)). 

Das  Produkt  der  zwei  Matrices  Y~^  und  also  Y"^ 
bezeichnet  man  mit  und  liest  es  derivierte  Matrix  in 
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hezug  auf  x.  Das  eingeführte  Symbol  ist  für  die  Systeme 
linearer  homogener  Differentialgleichungen  von  größter  Wichtig- 
keit (Vol terra,  Memorie  della  societä  Italiana  delle  scienze 
(1887),  (1899),  L.  Schlesinger,  Vorl.  über  die  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen,  Leipzig  1908,  S.  26). 

§ 13.  Die  Wronskische  Determinante. 

Hat  man  n Funktionen  yx,  ^2^  • • "i  % Variablen  a;, 

so  entsteht  ihre  Wronskische  Determinante  (Wronski,  Befu- 
tation  de  la  th4orie  des  fonctions  analytiques  de  Lagrange,  1812, 
Dickstein,  Bibliotheca  math.  (2)  6,  50  (1892),  E.  Pascal, 
Äcc.  di  Torino  (1906),  1081)  auf  folgende  Art: 

In  die  erste  Zeile  kommen  die  n Funktionen,  in  die  fol- 
genden die  ersten,  zweiten,  usw.  Abgeleiteten  dieser  Funk- 
tionen; also: 


Vi 

2/2 

’ Vn 

^-1 

..  ^ 

dx 

dx 

dx 

^ .. 

dx^ 

dx^ 

dx^ 

dx''-'- 

dx"-' 

Die  Abgeleitete  einer  Wronski  sehen  Determinante  wird  ge- 
bildet, indem  man  in  die  letzte  Zeile  von  W die  Abgeleiteten 
setzt  und  die  anderen  Zeilen  ungeändert  läßt  (Malm st en,  Journ. 
f Math.  39,  93  (1850)). 

Multipliziert  man  die  n Funktionen  y mit  einer  beliebigen 
Funktion  v (x\  so  wird  hierdurch  die  ganze  Determinante  mit  der 
y^ten  pQfßyi0  y multipliziert. 

Die  notwendige  imd  auch  im  allgemeinen  hinreichende  Be- 
dingung dafür,  daß  zwischen  n Funktionen  2/i(ic),  • • •»  2/n(^) 

wenigstens  eine  lineare  homogene  Beziehung  mit  konstanten  Koefß- 
zienten  besteht,  ist  das  Verschwinden  ihrer  Wronski  sehen  Deter- 
minante (vgl.  besonders  Frob'enius,  Journ.  f Math.  77,  245 
(1874)). 

Peano  {Mathesis.,  9,  75  u.  110  (1889),  sowie  Bend.  Acc. 
Lincei  6^,  413  (1897))  hat  zuerst  darauf  aufmerksam  gemacht, 
daß  das  Verschwinden  der  Wronskischen  Determinante  von 
n Funktionen  einer  Variablen  nicht  unter  allen  Umständen  für 
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ihre  lineare  Dependenz  ausreicht;  für  analytische  Funktionen 
ist  die  Bedingung  hinreichend.  Vgl.  auch  die  Angaben  von 
Bocher,  Trans.  Am.  M.  S.  2,  139  (1901),  über  gewisse  Fälle 
nicht  analytischer  Funktionen,  bei  denen  das  Verschwinden  der 
Wronskischen  Determinante  für  die  lineare  Abhängigkeit  aus- 
reicht, ferner  D.  R.  Ourtiss,  Math.  Ann.  65,  282  (1908). 

Die  Wronskische  Determinante  spielt  in  der  Theorie  der 
linearen  homogenen  Differentialgleichungen  eine  sehr  wichtige 
Rolle  (vgl.  Baltzer,  Determinanten,  S.  77,  L.  Heffter,  Einl. 
in  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen,  Leipzig  1894, 
S.  47  u.  233,  L.  Schlesinger,  Handbuch  der  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen,  Leipzig  1895,  1,  S.  IX  u.  37). 


Eine  ähnliche  Bedeutung  wie  die  Wronskische  Deter- 
minante für  die  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  hat 
für  die  Theorie  der  linearen  homogenen  Differemengleichungen 
die  Determinante: 

3'l(*)  %(®)-  • !/„(») 


W, 


A"-'2/i(®)  A’-VaC®)  •••  A"-Vn(®) 
hierbei  ist  A das  Symbol  für  die  Differenzen; 


= g(x  i-  1)—  y (x\ 
(^x)  Ay{x  1)  — Ay 


ist  gleich  der  Determinante; 

2/2  (»)  ...  2/„(») 

• 2/,  (*  + 2)  y^{x  + 2)  . . . 2/„(®  + 2) 


2/i(®  + » — 1)  + « — 1)  . . . y.(®  + « — 1) 
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Das  Yerschtvinden  der  Determinante  ist  die  notwendige 
und  hinreichende  Bedingu/ng  dafür,  daß  zwischen  den  n Funk- 
tionen y eine  lineare  homogene  Beziehung  mit  Koeffizienten  be- 
steht, die  periodische  Funktionen  von  x sind,  d.  h.  solche  Funk- 
tionen F(x),  bei  denen  für  jedes  beliebige  x: 

F{x^  l)=^F{x) 

ist  (Casorati,  Ann.  mat.  (2)  10,  19  (1880)). 

In  der  Determinante  kann  statt  A irgendeine  Funk- 
tionaloperation und  ihre  Wiederholungen  eingeführt  werden, 
derartige  Determinanten  bei  Pincherle  u.  Amaldi,  Le  opera- 
zioni  distributive,  Bologna  1901,  419  u.  429. 


§ 14.  Die  Jacobische  oder  Funktionaldeterminante.  0 

Sind  n Funktionen w Variablen  x^^  x^^  • • •> 
gegeben,  so  heißt  die  Determinante: 

dxf^  dx^  dx^ 

hl  hl ...  hl. 

dx^  dx^  dxn 

h»  hn  . . . hn 

dx^  dx^  CXn 

die  Funktionaldeterminante  oder  Jacobische  Determinante  der  y 
in  bezug  auf  die  x.  Man  bezeichnet  sie  auch  nach  Donkin 
(Bhil.  Trans.  (1854))  mit  dem  Symbol: 

^ (yi  j/g  > • • Vrf) 

d{x^x^...  x^) ' 

Der  Name  „Funktionaldeterminante“  stammt  von  Jacobi; 
er  ist  von  ihm  eingeführt  in  der  grundlegenden  Arbeit  „de 
determinantibus  functionalibus‘\  Journ.  f.  Math.  22,  319  (1841), 
Ges.  Werke  3,  393,  deutsche  Ausg.  mit  Anm.  von  Stäckel  in 
Ostwalds  Klassikern  der  exakten  T4%5.  No.  78,  Die  Bezeichnung 
„Jacobische  Determinante“  geht  auf  Sylvester  {Phil.  Trans. 
(1853),  Coli.  math.  papers  1,  506  u.  583)  zurück. 

Sind  , 2/2 , • • • j Funktionen  von  js'i , ^^2 » • • • » 
diese  wieder  Funktionen  von  x^.,  x^^  . . x^.^  so  gilt  die  Formel: 
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^ (yi  y«  - • Vn)  ^ d{y^y^...  yn)  ^ djz^z^...  z^) 

a (iCi  ic, . . . «„)  a (^1  . Zn)  ’ a («I  iCs . . . x^)  * 


Sind  2^1,  2/2,  • • y„  Funktionen  von 
kann  man  a;^,  iCg,  . . .,  aZs  Funktionen 
ansehen,  so  hat  man: 

^ (yi  > Vn)  1 


^1?  ^2»  • • •» 
'von  2/21  -• 


a (ajj  iCj . . . Xj^  a (a;^  % . . . a;^) 


^ (yi  y*  • • • y«) 


•»  Vn 


Sind  die  Größen  y implizit  als  Funktionen  der  Veränder- 
lichen X rnittels  der  Gleichungen: 


Vii  • 

• -5  Vn'i  ^2  7 • 

• •>  x„)  = 0, 

2/2>  • 

• Vn^  % ^2>  • 

s 

T 

0 

KiVu  Vi,  ■ 

• •»  y«)  ^2’  • 

0 

II 

gegeben,  so  ist: 


^iViVf-yn) 

a (.Ti . x^) 


d{F,F,. 

■■F„) 

a (a?!  x^ . 

HF,F,, 

■■Fn) 

^ iVi  Vt  • • 

■Vn) 

Das  Nichtverschwindeii  der  im  Nenner  stehenden  Funktional- 
detei-minante 

diF,F,...F„) 

^ (yi  y2  • • • Vn) 


ist  die  Bedingung  dafür,  daß  durch  die  Gleichungen 

■^<(^1.  2/2.  • • •.  3/„.  i»!,  »2>  • • M = 0 = 

ein  System  von  w Funktionen  2^1,2/21  * • y?»  m Variablen 

a?j,  ajg,  . . definiert  wird.  Existenzsatz  für  die  impliziten 

IHinktionen  (vgl.  etwa  C.  Jordan,  Cours  d'analyse,  Paris  1893, 
1,  82,  Genocchi-Peano,  Differentialrechnung  wnd  Grrwndzüge 
der  Integralrechnung,  deutsche  Ausg.,  Leipzig  1899,  S.*147). 

Soll  zwischen  n Funktionen  y^  der  n Variablen  ^»2 » • • • j 
etwe  von  den  x freie  Beziehung:  F {y^^  y^^  . . y^  = 0 bestehen, 
so  ist  die  notwendige  wid  hinreichende  Bedingung  hierfür  die, 
daß  die  Fu/nktionaldeterminante  der  y verschwindet. 

Schärfer  und  weitgehender  ist  folgendes  Theorem: 
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Sind  m Funläionen  2/2  > • • • ? ^ Variablen  ^2 » • • 

gegeben  und  verschwindet  die  Determinante  Grades^^ 

0 iih  y»  • • • Vi) 

d {po-i  iCjj  . . . 


für  ein  besonderes  Wertsystem  der  Variablen 

nicht,  sind  hingegen  alle  Determinanten  l Grades,  die  man 

aus  der  Matrix 


(i  = 1,  2,  . . . , m ; Ä = 1,  2,  . , . , n) 


bilden  kann,  in  der  JJmgehung  der  Stelle  ^2?  * n identisch 
Null,  so  sind  die  Größen  2/i?  2/2»  • • •?  unabhängig,  d.  h.  keine 
von  ihnen  läßt  sich  als  Funktion  der  l — 1 übrigen  darstellen, n 
hingegen  können  ^^4.2?  • • ‘i  Pm  Funktionen  von  «/j, 
ausgedrückt  werden.  a 


Ist 


so  hat  man: 


^2,  • • •»  ^n) 


g (yi  yg  • » • Vn) 

d{x^x^...  xj 


n + 1 


^ - 

- ^ 

(iCj,  ajj, 

. ..,äJ 

l)  - 

Wo 

(a^i,  x^j 

• • ^n) 

Wo 

d% 

0%  . . 

cx.^ 

dx^  ' ‘ 

■ dx^ 

% 

du^ 

duj^ 

dui 

^x^ 

dxg 

' dx„ 

dUn 

dUn  , , 

dx^ 

dx^  ' 

‘ ~dx^ 

(t  = 1,  2, . , n), 


Diese  Theoreme  sind  sämtlich  von  Jacohi  in  „de  deter- 
minantibus  functionalibus‘'  gegeben  worden. 

Es  seien  w + 1 homogene  ganze  Funktionen  von  n Variablen 
gegeben.  Man  kombiniere  sie  zu  je  n und  bilde  so  die  n -j-  1 
Funktionaldeterminanten.  Aus  diesen  bilde  man  wieder  n -f  1 
Funktionaldeterminanten,  indem  man  sie  zu  n kombiniert.  Die 
letzteren  sind  dann  bis  auf  einen  allen  gemeinsamen  Faktor  die- 


Durch  geeignete  Numerierung  der  y.  und  Xj^  kann  man  es 
erzielen,  daß  gerade  die  Determinante 

g (yi  y»  • • • Vi) 

d {x^  x^. . . 


nicht  verschwindet. 
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selben  Funktionen  wie  diejenigen,  von  denen  mm  ausgegangen 
ist  (Theorem  von  C leb  sch,  Journ,  f.  Math.  69,  355  (1868), 
70,  175  (1869)). 

Vi’)  y 2 f • • • » Vn  ^ Funktionen  von  n 1 Variablen 

iCi,  ajg,  . . iCn+i*  Man  betrachte  die  y als  Funktionen  von 
je  n der  YaricMen  x und  bilde  die  Funktionaldeterminanten. 
Mit  Vorzeichen  versehen,  seien  sie  mit  (*  = i,  2, . . + 1)  bezeichnet, 
so  daß 

A =(—  lY  ^ ' ' 

ist,  dann  besteht  die  Jacobische  Formel: 

dA..  dAo  ^^n+i 

dx^  ' dx^  ' 

{Journ.  f.  Math.  27,  203  (1844),,  Ges.  Werke  4,  323).  Vgl. 
auch  Jacobis  Vorlesungen  über  Dynamik,  herausgeg.  von  C leb  sch, 
1866,  13.  Vorl.  Die  Jacobische  Formel  spielt  in  der  Theorie 
des  Jacobischen  Multiplikators  bei  einem  System  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen  eine  fundamentale  Kolle. 

Die  Funktionaldeterminanten  sind  auch/ür  die  Transformation 
der  vielfachen  Integrale  sehr  wichtig.  Zum  Zweck  der  Trans- 
formation der  n fachen  Integrale  hat  Jacobi  die  Funktional- 
determinanten bereits  1833  im  Journ.  f.  Math.  12,  38,  Ges. 
Werke  3,  233  verwandt  und  ist  dann  im  letzten  Paragraphen 
der  Abhandlung  de  determin.  funct.  auf  diesen  Gegenstand  zurück- 
gekommen. Von  Lehrbüchern  vgl.  man  hierzu:  Kronecker, 
Vorl.  über  die  Theorie  der  einfachen  und  vielfachen  Integrale, 
herausg.  von  Netto,  Leipzig  1894,  14.  Vorl.,  C.  Jordan, 
Cowrs  d'analyse,  Paris  1893,  1,  138  ff. 

Eine  von  Bertrand  {Journ.  de  math.  16,  212  (1851)) 
gegebene  Definition  der  Funktionaldeterminante  (vgl.  Encycl.  des 
sc.  math.  1,  123)  ist  unrichtig  (Genocchi-Peano,  Differentidlr 
rechnung  usw.,  deutsche  Ausg.,  Leipzig  1899,  S.  329). 

Grassmann  {Ges.  Werke  lg,  298,  vgl.  auch  Scott,  The 
theory  of  determinants,  8.  171)  hat  die  Funktionaldeterminanten 
mit  Hilfe  der  Methoden  der  Ausdehnungslehre  behandelt. 

Von  Lehrbüchern  vgl.  man  über  Funktionaldeterminanten 
noch  Pascal,  Determinanten,  S.  222,  Baltzer,  Determinanten, 
S.  139  u.  Gordan,  Vorl.  über  Invariantentheorie  1,  120. 
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§ 15.  Die  Hessesche  Determinante. 

Die  HessescJie  Determinante  einer  Funktion  f von  nVariaUen 
Xij  X2i  . . ist  die  Jacohische  Determinante  der  n partiellen 
Abgeleiteten 


von  f.  Die  Hessesche  Determinante  wird  demnach,  durch,  die 
meiten  Abgeleiteten  von  f gebildet. 


dx.  dXf^ 


(»,  Ä = 1,  2, . . .,  n), 


(Hesse,  Journ.  f.  Math.  28,  89  (1844),  Ges.  Werke,  München 
1897,  113  u.  692).  Die  heute  allgemein  übliche  Bezeichnung 
„Hessesche  Determinante“  stammt  von  Sylvester  ((1851)^ 
(1853),  Coli.  math.  papers  1,  191  u.  583).  ® 

Die  Hesse  sehe  Determinante  einer  beliebigen  quadratischen 
Form  ist  das  Doppelte  ihrer  Diskriminante  (vgl.  S.  118). 

Die  notwendige  Bedingung  dafür,  daß  eine  homogene  ganze 
Funktion  (Form)  von  n Veränderlichen  sich  linear  homogen  in 
eine  solche  von  weniger  als  n Veränderlichen  transformieren  läßt, 
ist  das  Verschwinden  ihrer  Hesseschen  Determinante. 

Daß  umgekehrt  das  Verschwinden  der  Hess  eschen  Deter- 
minante, wie  Hesse  annahm  (Journ.  f.  Math.  42,  117  (1851), 
ebenda  56,  263  (1859),  Ges.  Werke.,  289  u.  48 1),  auch 
dafür  ausreichend  ist,  daß  sich  die  gegebene  homogene  Form 
linear  in  eine  solche  von  weniger  Variablen  transformieren 
läßt,  trifft  nur  für  homogene  Formen  beliebigen  Grades  in  2,  3 
und  4 Variablen  (binäre,  ternäre,  quaternäre  Formen)  und  quadra- 
tische Formen  von  beliebig  vielen  Variablen  zu.  Für  die  höheren 
Fälle  lassen  sich  ganze  Klassen  von  Funktionell  auf  stellen,  bei 
denen  die  Hessesche  Determinante  verschwindet,  ohne  daß  sie 
sich  in  Funktionen  von  tveniger  Variablen  linear  transformieren 
lassen  (GoFdan  u.  Noether,  Math.  Ann.  10,  547  (1876)). 

Von  der  Hesseschen  Determinante  einer  homogenen  ganzen 
Funktion  dritten  Grades  mit  beliebig  vielen  Variablen  gilt  fol- 
gender Satz: 

Die  Hessesche  Determinante  der  Hesseschen  Determinante 
einer  kubischen  Form  von  n Variablen  ist  eine  lineare  Kombmaiion 
der  gegebenen  Form  und  ihrer  Hess  eschen  Determmmite. 

Dieser  Satz  wurde  für  beliebiges  n von  Voss,  Math.  Ann.  27, 
516  (1886),  vorher  für  w =»  4 von  G.  Bauer,  Abh.  (L  Bayer, 
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Akad.  d.  Wiss.  14  (1883),  bewiesen.  Für  binäre  Formen  gilt 
der  Satz  für  jeden  Grad  > 3 (Salmon-Fiedler,  Algebra  d. 
linearen  Transformatione^n,  Leipzig  1877,  S.  273). 

Die  Hessesche  erminante  spielt  ebenso  wie  die  Funk- 
tionaldeterminante in  del  Invariantentheorie  sowie  in  der  Geometrie 
der  Kmwen  und  Flächen  eine  wichtige  Rolle.  , ^ , 


§ 16.  Unendliche  Determinanten.  Systeme  von 
unendlich  vielen  linearen  Gleichungen.^  Bilineare  Fornien 
mit  unendlich  vielen  Variablen. 

Unendliche  Determinanten  winden  von  Hill,  Acta  math.  8, 
26  (1886),  Poincare,  JBtill.  de  la  soc.  math.  14,  77  (1886) 
und  Helge  von  Koch,  Acta  math.  15,  56  (1891)  u.  16,  219 
(1892)  in  die  Analysis  eingeführt.  Eine  zusammenfassende  Dar- 
stellung gibt  Cazzaniga  {Ann.  di  mat  (2)  26,  143  (1897), 
Ergänzungen  (3)  1,  83  (1898)  und  (3)  2,  229  (1899)).  Wie  die 
gewöhnlichen  Determinanten  zur  Auflösung  eines  Systems  von 
endlich  vielen  linearen  Gleichungen,  so  dienen  die  unendlichen 
Determinanten  zur  Auflösung  eines  Systems  mit  unendlich  vielen 
Unbekannten. 

Die  unendlichen  Determinanten  werden  nach  Cazzaniga 
auf  folgende  Weise  definiert : Die  Größen  a^j^  (*,  ä = - «x, . . o, . . .,  + «) 
mögen  ein  zweifach  unendliches  System  bilden,  das  quadratisch 
nach  vier  Seiten  hin  unbegrenzt  angeordnet  sei.  „ bedeute 
die  Determinante  m n 1*®“  Grades; 


^~n,  — n n,  — n + 1 • • • «,0  ‘ * * ^—n^m 

^-w  + l,-n  + + + 


B 


m,  « 


— n ^m,  — « + 1 


• * • 0 * • • ®w»,  rn 


Nähert  sich  für  unendlich  wachsende  Werte  von  m und  n 
die  Determinante  einer  bestimmten  endlichen  Größe,  so 

schreibt  man 

-00,  0,  ...,  -h») 

Paecal,  Bepertoriam.  I,  2.  Aafl.  11 
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und  sagt:  die  imendliche  Determinante  ist  konvergent  vmd  hat 
den  Wert  D. 

Damit  lim  D^  n ~ existiert,  also  das  Größensystem 

m = co,  n = oo  ’ 

eine  konvergente  Determinante  erzeugt,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daß  zu  jeder  noch  so  kleinen  positiven  Zahl  d 
eine  ganze  positive  Zahl  N existiert,  daß  für  jedes  Zahlenpaar 
.m,  n'^  N und  alle  ganzzahligen  positiven  Werte  p,  q: 

I ^m+p,n  + q 1 ^ 

wird. 

Die  Elemente  ,o,.  ., +»)  heißen  die  Diagonal- 

elemente,  die  Elemente  (i  ^ die  Nichtdiagonalelemente  der 
unendlichen  Determinante. 

Eine  auf  die  obige  Weise  deßnierte  mendliche  Determinante 
hat  ähnliche  Eigenschaften  wie  die  endlichen  Determinanten.  Dern 
Wert  der  Determinante  bleibt  ungeändert,  wenn  man  sie  um- 
stürzt, d.  h.  die  Zeilen  und  die  Kolonnen  miteinander  vertauscht 
und  hierbei  die  Hauptdiagonale  beibehält.  Bei  Vertauschung 
zweier  paralleler  Reihen  ändert  die  Determinante  ihr  Vorzeichen; 
sind  also  zwei  Parallelreihen  identisch,  so  verschwindet  die 
Determinante. 

J ede  wnendUche  konvergente  Determinante  [a,.  J (»,  t o, 
kann  in  eine  gleichwertige  transformiert  werden,  deren  quadratisch 
geordnete  Elemente  nun  nach  rechts  und  nach  unten  unbegrenzt 
fortschreiten,  d.  h.  in  eine  Determinante  [«;i  J = 1,2, ...,oo). 

Dies  erzielt  man,  indem  man  die  Zeilen  und  die  Kolonnen 
der  ursprünglichen  Determinante  etwa  derartig  vertauscht,  daß 
»00  »11  «22  _2  «SS  «-S,  -s  • • • Diagonalglied  wird 

und  hierauf  die  Zahlenreihe.  0,  1,  — 1,  2,  — 2,  . . . mit  1,  2,  3,  . . . 
bezeichnet. 

Geht  man  umgekehrt  von  einer  konvergenten  Determinante 
»)  aus  und  ändert  diese  außerdem  bei  jeder 
Vertauschung  ihrer  Zeilen  und  Kolonnen,  bei  der  die  Dia- 
gonalglieder in  der  Hauptdiagonale  stehen  bleiben,  nach  Vor- 
aussetzung ihren  Wert  nicht,  so  kann  man  sie  in  eine  gleich- 
wertige Determinante  [a^]  (i, * = -«>,.  .,0,..., +«>)  verwandeln,  deren 


1)  Eine  unendliche  Determinante  = deren 

Elemente  nur  nach  zwei  Seiten  hin  unbegrenzt  ausgedehnt  sind,  heißt 
konvergent,  wenn  sich  die  Determinante  D^  — \aj^^\ 
für  unendliche  n einer  bestimmten  endlichen  Grenze  nähert. 
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quadratisches  Schema  die  ganze  Ebene  bedeckt.  Man  setze 
i=. — für  ungerade  X und  i — ^ för  gerade  X,  ebenso 

Ä =5  — - für  ungerade  und  Ä;  ^ för  gerade  (i  und  führe 

die  notwendigen  Zeilen-  und  Kolonnenvertauschungen  aus,  so 
daß  . . . «^2,-2  ^00  ®22  • • • Diagonalglied  wird. 

Man  kann  sich  daher  auf  die  Betrachtung  einer  in  dem 
obigen  Sinn  konvergenten  Determinante  (i,(U  = 1,2, ...,«)  be- 

schränken. Im  folgenden  wird  dies  geschehen. 

X =ao 

Sind  die  imendlichen  Produkte  JIPx  = 2^  und 

1=1  .U  = l 

u/nhedmgt  konvergent  und  nicht  Null,  so  hat  die  aus  der  Deter- 
minante D — [a^ , J (1,  iu  = 1, 2, . . 00)  dadurch  h&t'vorgehende  Deter- 
minante, daß  man  alle  Elemente  der  Zeile  mit  pj^  {i  = i, 2, ...,oo) 
wnd  alle  Elemente  der  Kolonne  mit  (m  = 1, 2, . . »)  multipli- 
ziert, den  Wert  pqD. 

Eine  besondere  Gattung  im  obigen  Sinn  konvergenter  Deter- 
minanten sind  diejenigen,  bei  denen  die  unendliche  Doppelreihe 

IsOD  jU  =00 

der  NichidiagonalgUeder  ^ ^ a^^^  (1  ^ g)  und  das  unendliche 

i=i/i  = i 

1 = 00 

Produkt  der  Diagonalglieder  Hh,  unbedingt  konvergieren.  Un- 

1 = 1 

endliche  Determinanten,  die  diesen  Bedingungen  genügen,  heißen 
nach  von  Koch  Normaldeterminanten  {Acta  math.  16,  221). 

Streicht  man  in  einer  Normaldeterminante  r Zeilen  und 
r Kolonnen,  so  erhält  man  wiederum  eine  Normaldetermi/nante. 
Ebenso  wie  bei  endlichen  Determinanten  kann  man  bei  Normal- 
determinanten den  Begriff  der  Unterdeterminante  einführen.  Ver- 
steht man  unter  die  mit  ( — 1)?  + ^ multiplizierte  Deter- 
minante, die  aus  einer  Normaldeterminante  durch  Streichen  der 
Zeile  und  Kolonne  hervorgeht,  so  gilt  in  Erweiterung 
der  bei  endlichen  Determinanten  stattfindenden  Relationen  (S.  58); 

+ ^(>2'^ff2  + + •••==  ((»,<^  = 1,3,...), 

+ * * * = ((.,  a = 1, 2, . . .). 

Auch  der  Laplacesche  Zerlegungssatz  (S.  58)  ist  er- 
weiterungsfähig. 

Sind  A = J (;.,^  = i,2,...,co)  und  -B  = J (i,/u  = i,2,...,qo) 

11* 
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2wei  unendliche  Normaldeterminanten  und  bezeichnet  man  mit 
eine  der  vier  unendlichen  Reihen 

si=»  # = ac  « = ao  « = *» 

« = 1 « = 1 .»  = 1 « = l 

SO  ist  jede  der  vier  Determinanten 

ebenfalls  eine  Normaideterminante  und  das  Produkt  von  A 
und  B {Erweitermig  des  Ganchy-B  inet  schm  MtdUpUJcations- 
$at0es  (S.  58)). 

Sei  das  System  imendlich  vieler  linearer  Gleichtmgm 

^Xl^l  + ^Xi^2  4-  • • • = (^  = l,2,...,cp) 

mit  normaler  Determinante  D ==  (‘*.^  = 1,2,.,.,«)  gegeben.  Für 

D 4=  0 gibt  es  ein  eindeutig  bestimmtes  Lösungssystem,  bei  dem 
die  absoluten  Beträge  der  Elemente  (A  = 1, 2, . . .)  sämtlich  kleiner 
als  eine  angebbare  positive  endliche  Zahl  G sind.  Es  wird  ent- 
sprechend den  Cr  am  er  sehen  Formeln,  S.  74: 

/<  = CO 

S Af^ixyfj 
^ 


Das  homogene  System 

= 0 (i  = i,2,...,»y 

hat,  falls  die  Determinante  D nicht  verschwindet,  nur  die 
triviale  Lösung  *=0  (a  = 1, 2, . . oc). 

Außer  den  Normaldeterminanten  sind  noch  weitere  un- 
endliche konvergente  Determinanten  untersucht  worden  (vgl.  außer 
der  bereits  zitierten  Literatur  noch  H.  v.  Koch,  Acta  ma&i.  24, 
89  (1901)). 

Ober  die  Lösung  linearer  Gleichungen  mit  unendlich  vielen 
Unbekannten  sind  noch  neuere  Untersuchungen  von  Hilbert 
{Grundzüge  einer  allgemeinen  Theorie  der  linearm  Integralglei- 
chungm,  4.  imd  5.  Mitteilung,  Gött.  Nachr.  (1906),  157  u.  439, 
Bend.  Circolo  di  Palermo  27  (1909)  und  E.  Schmidt,  Bmd. 
Gircolo  di  Palermo  25,  53  (1908))  zu  nennen. 

In  ihnen  werden  unendlich  viele  lineare  Gleichungen 

4' <*a2^2  4"  * * ' yx  (-1  = 1, 2, 

untersucht;  hierbei  wird  vorausgesetzt,  daß  in  jeder  einzelnen 
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Gleichung  die  Quadratsumme  der  absoluten  Beträge  der  Koeffi- 
zienten, also 

/I  =00 
^ = 1- 

konvergiert.  Betrachtet  werden  nur  reguläre  Löswigeu,  d.  h.  solche, 
bei  denen 


/ = 00 


konvergiert.  Unter  den  für  die  Gleichungskoeffizienten  gemachten 
Annahmen  v/erden  die  notwendigen  und  hinreichenden  Be- 
dingungen für  die  Existenz  regulärer  Lösungen  abgeleitet  und 
alle  solche  Lösungen  durch  immer  konvergente  Beihen  dar- 
gestelit.  Ein  dui’ch  diese  Methoden  lösbares  unendliches  Gleichungs- 
system braucht  durchaus  nicht  eine  konvergente  unendliche 
Determinante  zu  haben,  wie  z.  B.  das  einfache  Beispiel: 

U = l,8,;), ...) 

lehrt.  Ein  Gleichungssystem 

-f  4- • • • (A  = l, •>,...) 

» 

mit  Normaldeterminante  \ßx^  erfüllt  die  Hilbert- Schmidt  sehe 
Bedingung  für  die  Gleichungskoeffizienten;  denn  aus  der  unbe- 

dingten  Konvergenz  des  unendlichen  Produktes  n und  der 

^ = 1 

unendlichen,  Doppelreihe  der  Nichtdiagonalglieder  folgt  die  Kon- 

(M  =00 

vergenz  von  = i, 8, ...,oo). 

=1 

Die  Behandlung  eines  Gleichungssystems  mit  Normaldeter- 
minante  beschränkt  sich  jedoch  nicht,  wie  dies  die  Hilbert- 
Schmidtsche  Methode  tut,  auf  die  regulären  Lösungen;  so  hat 
das  triviale  System  x^—  1 G = i,  8,  s, . . .)  eine  Normaldeterminante, 
seine  Lösungen  lassen  sich  mittelst  der  erweiterten  Gram  er- 
sehen Formeln  (S.  164)  finden,  sind  aber  nicht  regulär. 

Hilbert  betrachtet  auch  quadratische  und  bilineare 
Formen  und  orthogonale  Substitutionen  in  unendlich 
vielen  Veränderlichen.  Wir  heben  den  Begriff  der  hesdiränMen 
Bilinearfarm  von  unendlich  vielen  Variablen  hervor.  Eine  bi- 
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lineare  Form  von  tmendlich  vielen  Variablen  und  mit  beliebigen 
Koeffizienten 

i=zco  hs=co 

^ih^iVk 

< = 1 * = 1 

heißt  beschränkt,  wenn  eine  positive  Größe  M existiert,  so  daß 
für  jedes  n der  absolute  Betrag  des  n*^  Abschnittes,  d,  h.  die 
Größe 

»=i  t=i 

< = n 

kleiner  als  31  bleibt  für  alle  x^,  für  die  1. 

i=w  »=1 

Hat  man  zwei  beschränkte  Bilinearformen  A und  B von  S 
unendlich  vielen  Variablen,  so  existiert  ihr  Produkt  AB  genau 
wie  bei  Bilinearformen  von  endlich  vielen  Variablen  (vgl.  § 6); 
das  Produkt  AB  ist  wiederum  eine  beschränkte  Bilinearform. 
Für  das  Produkt  dreier  beschränkter  bilinearer  Formen  gilt  das 
assoziative  Gesetz.  Hingegen  gibt  es  bei  beschränkten  Bilinear- 
formen mit  unendlich  vielen  Variablen  nicht  mehr  notwendig 
eine  einzige  reziproke  oder  in/verse  beschränkte  bilineare  Form. 

t = 00 

Ist  z.  B.  A — ^ x^ . 1 , so  ist  AX  = E lösbar  durch 
»==00  *■  = ! 

'S  a^Xy^y.  -|-  x^^^y^^  wobei  ♦ willkürlich  bleiben.  Be- 

* = 1 

sitzt  eine  unendliche  Bilinearform  sowohl  eine  vordere  als  eine 
hintere  Reziproke,  so  sind  beide  einander  gleich  und  daher  die 
einzigen  (vgl.  Hellinger  u.  Toeplitz,  Gött.  Nachr.  (1906), 
Toeplitz,  ebenda  (1907),  101  u.  110). 

Über  die  Verwendung  unendlicher  Determinanten  in  der 
Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  vgl.  Schlesinger, 
Handbuch  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  1, 
274,  529,  Horn,  GcwöJmliche  Differentialgleichungen,  Sanrnl. 

Schubert  50,  Leipzig  1905,  S.  206. 

Wegen  unendlicher  Determinanten  vgl.  auch  die  Darstellung 
von  A.  Pringsheim  in  der  EneyU.  d.  math.  IViss.  1,  141. 
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§ 17.  Kubische  Determinanten  und  solche  höheren 
Banges. 

Sind  Elemente  mit  drei  Indices,  so  heißt  die  Summe 

von  (w!)*  Uliedem  sa.  , ^ ^ eine  Tctibische  Beter- 

minante  B^^\  falls  9n  • • - j 

Ordnung  der  Zahlen  1,  2,  . . .,  w bedeuten  und  s die  positive 
oder  negative  Einheit  ist,  je  nachdem  die  Summe  der  Inver- 
sionen in  den  zwei  Anordnungen  -i9n 

eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist.  In  einer  kubischen  Deter- 
minante sind  n\  gewöhnliche  Determinanten  enthalten. 

Anstatt  die  ersten  Indices  in  der  Reihenfolge  1,  2,  . . .,  w 
geordnet  anzunehmen  und  die  zweiten  und  dritten  Indices  zu 
permutieren,  kann  man  auch  die  zweiten  Indices  natürlich  ge- 
ordnet denken,  die  ersten  und  dritten  permutieren  und  nach 
ihnen  die  Vorzeichenbestimmung  vornehmen.  Dann  erhält  man 
eine  Imhische  Betermi/nante  B^^\  Durch  Festbleiben  der  dritten 
Indices  kann  schließlich  eine  huhischc  Beterminante  definiert 
werden.  Die  drei  kubischen  Determinanten  B^^\  B^"^  und 
sind  im  allgemeinen  verschieden. 

Kubische  Determinanten  wurden  zuerst  (1861)  von 
de  Gasparis  behandelt.  Wegen  ihrer  Eigenschaften  und 
Literatur  sei  auf  Pascal,  Beterminanten,  S.  184,  Günther, 
Beterminantcn,  sowie  Scott,  The  fheory  of  determinants,  S.  110, 
verwiesen;  wir  begnügen  uns  hier  mit  Hervorhebung  von 
Hedrick,  Anndls  of  math.  (2)  1,  49  (1900),  wegen  der  zahl- 
reichen Literaturangabeh. 

Unendliche  kubische  Determinanten  behandelt  Cazzaniga, 
Math.  Änn.  53,  272  (1900). 

Noch  allgemeiner  lassen  sich  Beterminanten  höheren  Banges 
als  Summen  von  (w!)^“^  Gliedern  einführen;  jedes  Glied  ist, 
abgesehen  von  der  positiven  oder  negativen  Einheit,  ein  Produkt 
von  n Faktoren;  jeder  dieser  weist  v Indices  auf.  Die  Deter- 
minante DW  wird  aus  dem  Glied  aiu...ia2g2  • -2  * • • 
geAvonnen,  indem  man  bei  den  n Faktoren  die  ersten  Indices 
festhält  und  die  v — 1 folgenden  auf  jede  Art  anordnet;  jedes 
Glied  ei'hält  das  positive  oder  negative  Vorzeichen,  je  nachdem 
die  Summe  der  Inversionen,  welche  die  v ^ 1 variablen  Indices 
liefern,  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist.  Wegen  Deter- 
minanten höheren  Ranges  vgl.  Gegenbauer,  Wiener  Akad. 
Bcnicschriften  43,  zweiter  Teil,  17  (1882),  46,  291  ff.  (1883), 
G.  V.  Escherich,  ebenda  43,  1 (1882). 


Kapitel  m. 

Algebraische  Gruppentheerie. 


Von  Alfred  Loewy  in  Freiburg  i.  Br. 


§ 1.  Historisches.  Definition  der  Gruppe.  Beispiele, 
Das  Feld  oder  der  Körper. 


1: 


Mag  auch  die  Idee  der  Gnippe  „implizit  so  alt  wie  der 
mathematische  Gedanke  sein“,  so  hat  sich  der  Gruppenbegriff 
doch  erst  bei  der  Behandlung  der  algebraischen  Gleichungen  klar 
und  deutlich  herausgebildet.  Lagrange  wurde  1770  in  seinen 
Beflexions  sur  la  rcsolution  algebrique  des  cqimtims,  (FMvres  3, 
205  (vgl.  Pierpont,  Bull.  Am.  M.  S.  1,  196  (1895)),  Vander- 
monde  in  seiner  Besölntion  des  equations  (1770)  (deutsche 
Ausg.,  Berlin  1888)  und  vor  allem  Ruffini  (vgl.  Burkhardt, 
Die  Anfänge  der  Gruppentheorie  und  Paolo  Buffini,  Ztschr.  f. 
Math.  u.  Phys.  37,  Suppl.,  S.  119  (1892)  oder  Ann.  di  mal. 
(2)  22,  175  (1894))  bei  seinen  Unmöglichkeitsbeweisen  für  die 
algebraische  Auflösbarkeit  der  Gleichungen  von  höherem  als 
viertem  Grad  auf  die  Buchstabenvertauschungen  oder  die  Lehre 
der  Permutationsgruppen  geführt.  Cauchy  (J.  cc.pölyt.,  Cah.  17, 
1 u.  29  (1815),  (Euvres  (2)  1,  64  u.  91,  Exercices  d'analyse  3 
(1844),  151,  G.  B.  21  (1845),  (Euvres  (1)  9,  G.  B.  22  (1846), 
(Euvres  (1)  10)  hat  die  einzelnen  Sätze  seiner  Vorgänger  er- 
gänzt, systematisch  dargestellt  und  „in  Terminologie  und  Be- 
zeichnungsweise das  Handwerkszeug  geschaffen,  dessen  die  Theorie 
der  Permutaüonsgruppen  zu  ihrer  Fortentwicklung  benötigte“. 
Auch  Abel  {Journ.  f.  Math.  1,  65  (1826),  4,  131  (1829), 
(Euvres  par  Sylow  et  Lie  (1881),  1,  28,  66  u.  478,  2,  217  u. 
329)  ist  zu  nennen;  denn  wie  er  stets  gewöhnt  war,  „den 
höchsten  Standpunkt  einzunehmen“,  so  sind  auch  seine  alge- 
braischen Arbeiten  von  gi’uppentheoretischen  Ideen  durchtränkt. 
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Galois  (1811  — 1832)  {(Euvres,  publ.  par  J.  Liouville, 
Journ.  de  math.  (1),  11,  381  (1846),  separat  von  Picard 
(1897))  verdankt  man  den  füi’  Gruppen  im  weitesten  Sinn 
fundamentalen  Begi'iff  der  invarianien  Untergruppe  sowie  die 
hierauf  gegründete  Einteilung  der  Gruppen  in  einfache  und 
zusammengesetzte.  Von  Galois  stammt  auch  die  Bezeichnung 
„Gruppe“,  Cauchy  spricht  von  einem  „Systeme  de  substitutions 
conjuguees“,  eine  Bezeichnung,  die  sich  auch  in  J.  A.  Serrets 
Älgchre  suixHeure  2,  3.  ed.,  Paris  1866,  findet.  Die  außer- 
ordentliche Bedeutung  der  Permutationsgruppen  erhellt  aus 
Galois^  Nachweis,  daß  zu  jeder  algebraischen  Gleichung  eine 
Permutationsgi-uppe,  die  sogenannte  Galois  sehe  Gruppe,  gehört; 
sie  spiegelt  alle  Eigenschaften  der  betreffenden  Gleichung  wieder. 
C.  Jordans  Traite  des  siibstituÜQns  et  des  equatimis  algchriques, 
Paris  1870,  bedeutet  für  die  Theorie  der  Permutationsgrappen 
einen  Markstein. 

Die  analytische  Darstellung  der  Permutationsgruppen  führte 
Galois  {CEuvres  par  Picard,  p.  27)  auf  eine  auch  unabhängig  von 
den  Buchstabenvertauschungen  zu  definierende  Klasse  endlicher 
Gruppen,  die  nach  F.  Klein  {Math.  Ami.  17,  63  (1880))  soge- 
nannten Kongrucnzgruppen.  Diese  Schöpfung  Galois',  auf  das 
innigste  mit  den  sogenannten  Galois  sehen  Imaginären  oder  dem 
Galoisschen  Feld  G JP  [j)"]  (vgl.  unten)  verknüpft,  liefert  uns 
eine  ganze  Reihe  einfacher  Gruppen.  Unter  den  Gruppen  endlicher 
Ordnungen  sind  die  einfachen  Grunpen  die  selteneren,  aber  auch 
die  interessanteren;  für  eine  große  Anzahl  algebraischer  Glei- 
chungen, welche  der  Funktionentheorie  und  Geometrie  entspringen, 
sind  sie  von  größter  Wichtigkeit.  Eine  zusammenfassendc  Dar- 
stellung unserer  Kenntnisse  von  den  Kongruenzgi’uppen  gibt  das 
auch  an  eigenen  Resultaten  reiche  Werk  von  L.  E.  Dickson, 
JÄnear  groups  icifh  an  expositmi  of  the  Galois  field  theory, 
Teubners  Samml.  6,  Leipzig  1901.  Neben  ihm  kommen  für  die 
älteren  Untersuchungen  in  diesem  Zweig  der  Gruppentheorie 
C.  Jordans  Tratte  sowie  Klein -Fricke,  Theorie  der  elliptischen 
Modul fmlctionen,  2 Bde.,  Leipzig  1890/92,  in  Betracht. 

Daß  bei  einer  Gruppe  nicht  die  Art  der  Darstellung 
der  Elemente,  sondern  d‘as  Gesetz  für  ihre  Kombination 
den  springenden  Punkt  bildet,  es  sich  also  um  Fragen  eines 
allgemeineren  und  abstrakteren  Gedankenkreises  handelt,  sprachen 
zuerst  Cayley  (1854)  und  (1878)  (Coli.  math.  papers  2,  123 
und  10,  401)  und  Kronecker  {Mmatsb.  d.  Bert.  Älcad.  (1870), 
Werhe  1,  274)  aus.  Der  Zweig  der  Gruppentheorie,  der  die 
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Gruppe  unabhängig  von  der  Darstellung  ihrer  Elemente  studieii, 
wird  als  ahstraJcte  oder  allgemeine  Gruppentheorie  bezeichnet; 
Die  Theorie  der  abstrakten  Gruppen  mit  einer  endlichen  An- 
zahl von  Elementen  und  die  Theorie  der  Permutationsgruppen 
hängen  auf  das  innigste  durch  den  Satz  zusammen:  Jede  end- 
liche abstrakte  Gruppe  ist  mit  einer  Pennutationsgruppe  ho- 
loedrisch isomorph,  kann  also  durch  eine  Permutationsgruppe 
vertreten  werden. 

Der  Begriff  „Gruppe“  ist  aber  nicht  auf  eine  endliche 
Anzahl  von  Elementen  beschränkt.  Wäre  man  bei  den  linearen 
homogenen  Differentialgleichungen  genau  auf  die  gleiche  Weise 
vorgegangen  wie  Lagrange  und  Galois  bei  den  algebraischen 
Gleichungen,  so  hätte  man  auf  diesem  Wege  zu  einem  tieferen 
Studium  der  allgemeinen  linearen  homogenen  Substitutions- 
gruppen  und  der  Grupj)en  mit  unendlich  vielen  Elementen  ge-  ^ 
langen  können  (vgl.  E.  Picard,  Tratte  d'analyse  Paris  1896, 
Chap.  16  u.  17,  sowie  die  elementare  Darstellung  von  A.  Loewy, 
Math.  Änn.  65,  129  (1908)).  Der  historische  Weg  war  ein 
anderer.  Die  Invariantentheorie  der  linearen  homogenen  Sub- 
stitutionen oder,  geometrisch  gesprochen,  die  projektive  Geometrie 
führte  zu  dem  Begriff  der  Gruppe  von  unendlich  vielen 
Elementen.  Die  Gruppe  erscheint  hier  analytisch  als  die  Ge- 
samtheit der  linearen  homogenen  Substitutionen: 

Xf  = a^^X^  4-  «*2^2  H + ^in^n  (*  = b», 

wobei  die  Determinante  * = von  Null  verschieden 

ist.  Deutet  man  die  Variablen  als  homogene  Punktkoordinaten 
eines  n — 1 dimensionalen  Raumes,  so  hat  man  alle  kollinearen 
Umformungen  des  Hn-ii  Transformationen  des 

die  Punkte  in  Punkte  überführen,  vor  sich.  Die  erste  Arbeit, 
in  der  die  unendliche  Gruppe  explizit  eine  wesentliche  Rolle 
spielt,  stammt  von.  C.  Jordan  {G.  B.  65,  229  (1867),  Änn.  di 
mat.  (2)  2,  167  u.  322  (1869)).  Bei  Zugrundelegung  recht- 
winkliger Kartesischer  Koordinaten  findet  eine  Bewegung  ihren 
analytischen  Ausdruck  in  den  Formeln: 

X = a^^x  -f  a^^tj  -f  «ig/  -f 

y = a^^x  + a^^y  + a^^z  -f  ftg» 

s = a^-^x  -|-  a^^y  + 4*  ^8? 

wobei  die  Matrix-  3)  eine  eigentliche  orthogonale 
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Substitution  (Kap.  II , § 10)  bestimmt.  Die  Gesamtheit  aller 
angegebenen  Operationen  bildet  die  Bewegungsgruppe  SB. 
C.  Jordans  Problem  ist  das  Studium  aller  Untergruppen  der 
Bewegungsgruppe  93. 

Dann  haben  sich  F.  Klein  und  S.  Lie  des  Gruppenbegrififes 
bemächtigt  und  vornehmlich  ihnen  ist  es  zu  danken,  daß  sich 
die  Gruppentheorie  in  fast  allen  Teilen  der  höheren  Mathematik 
mehl’  und  mehr  Geltung  verschaffte.  S.  Lie  ist  der  Schöpfer  der 
Theorie  der  kontinuierlichen  Transformationsgruppen, 
die  in  einem  besonderen  Kapitel  behandelt  Wird.  Kleins  so- 
genanntes Erlanger  Programm  (1872)  „Vergleichende  Betrach- 
tungen über  neuere  geometrische  Forschungen*'  (wiederabgedruckt: 
Math.  Ann.  43,  63  (1893))  will  die  ganze  Geometrie  als 
gruppentheoretisches  Problem  auffassen.  Als  weitere  Aus- 
führung dieser  Ideen  ist  die  autograph.  Vorlesung  „Einleitung 
in  die  höhere  Geometrie"  (Göttingen  1892/93)  anzusehen.  Vgl. 
auch  Heffter  und  Köhler,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie, 
Leipzig  1905.  Bei  Zugrundelegung  rechtwinkliger  Kartesischer 
Koordinaten  erscheint  die  elementare  Geometrie  als  das  Studium 
aller  Transformationen: 

» = i (a,ia:'  + o,j/  + «jj«')  + 6,, 

y==X  («21®'  + a„y'  + «jj«')  + 

« = i («31®'  + «33/  + «33«')  + 63, 

wobei  die  Matrix  ||ajj|l  (*,*-1,2,3)  eine  eigentliche  orthogonale 
Substitution  bestimmt.  Der  Inbegriff  aller  dieser  Transformationen 
hat  Gruppencharakter,  er  setzt  sich  aus  Bewegungen,  die  man 
erhält,  wenn  die  willkürliche  Konstante  1=1  gewählt  wird, 
ÄhnUchkeitstransformationeh , Spiegelungen  sowie  allen  hieraus 
resultierenden  Transformationen  zusammen.  Diese  Gruppe  heißt 
nach  F.  Klein  die  Hauptgruppe.  Man  vgl.  für  diese  Fragen 
besonders  den  Artikel  von  Fano,  Kontinuierliche  geometrische 
Gruppen.  Die  Gruppentheorie  als  geometrisches  Einteilungsprinzip, 
Encykl.  d.  math.  Wiss.  3,  S.  289.  Vorzüglich  beschäftigte  sich 
F.  Klein  aber  mit  dem  Studium  der  diskontinuierlichen  end- 
lichen wie  unendlichen  Gruppen,  die  er  für  eine  Fülle  der 
verschiedenartigsten  Untersuchungen  geometrischer,  zahlentheo- 
retischer und  funktionentheoretischer  Art  verwendete.  Seine 
Untersuchungen  sind  in  folgenden  Lehrbüchern  zusammengefaßt: 
Vorlesungen  über  das  Ikosaeder  und  die  Auflösung  der  Glei- 
chungen vom  5.  Grade  (Leipzig  1884).  Vorlesungen  über  die 
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Themie  der  ellipiischen  ModulfunMonen , herausg.  von  Fricke, 
2 Bde.,  Leipzig  1890/92.  Fricke  u.  Klein,  Vorlcstmgeti  über 
automorphe  Ftmktionen,  Bd.  1,  Leipzig  1897,  Bd.  2,  1.  Liefe- 
rung 1901. 

Außer  den  schon  zitierten  Werken  kommen  för  die  in 
diesem  Kapitel  zu  behandelnden  Gegenstände  hauptsächlich  fol- 
gende Lehrbücher  in  Frage: 

Für  das  Gesamtgebiet:  H.  Weber,  Lehrbuch  der  Algebra. 
Bd.  1 u.  2,  Braunschweig,  2.  Aufl.  1898  u.  1899. 

Für  Permutationsgruppen:  E.  Netto,  SubstituHonefitheorie 
und  ihre  Änwendwtgen  auf  Algebra,  Leipzig  1882. 

Bianchi,  Lezioni  suUa  teoria  dei  gruppi  di  sosiifuzioni, 
Pisa  1900. 

Für  abstrakte  Gruppen:  J.  A.  de  Seguier,  Elmients  de 
la  theorie  des  groupes  abstraits,  Paris  1904.  ^ 

Für  endliche  abstrakte  Gruppen  und  Permutationsgruppen? 
W.  Burnside,  Theory  of  groups  of  finite  Order,  Cambridge  1897, 
E.  Netto,  Ch'uppen-  und Substitutionentheorie,  Samml.  Schuhri  55, 
Leipzig  1908. 

Eine  eingehende  Zusammenstellung  der  Literatur  und  der 
Lehrsätze  über  Permutationsgruppeii  und  endliche  abstrakte 
Gruppen  gibt  B.  S.  Easton,  The  consh'uetive  devdopmenf  of 
group-iheory  with  a bibliography,  Boston  1902.  Sehr  schätzens- 
werte Führer  in  der  neueren  ginippentheoretischen  Literatur  sind 
die  Referate  von  G.  A.  Miller,  Bull.Am.M.S.  (2)  5,  227—249 
(1899),  (2)  9,  106—123  (1902),  (2)  14,  78—91,  124—133 
(1907),  (2)  7,  121'— 130  (1900),  sowie  von  L.  E.  Dickson, 
ebenda  (2)  6,  13  — 27  (1899).  Schließlich  sei  noch  auf  die 
Artikel  „Endliche  diskrete  Gruppen“  von  H.  Burkhardt  und 
„Endliche  Gruppen  linearer  Substitutimien“  von  A.  Wiman  in 
der  Encyklopödie  der  math.  TF/ss.  1,  208  u.  522  verwiesen. 


Eine  Gruppe  läßt  sich  auf  folgende  Weise  definieren:  Für 
ein  System  ÖJ  von  Elementen  — man  sagt  auch  Dingen,  Opera- 
toren — A,  B,  C,  . . . sei  irgendeine  Vorschrift  gegeben,  die 
aus  zwei  beliebigen  gleichen  oder  ungleichen  Elementen  A und  B 
eindeutig  stets  ein  drittes  C bestimmt.  Man  schreibt  C ~ AB. 
Das  Verfahren  wird  als  Komposition  oder  Multiplikation 
bezeichnet,  C heißt  das  Produkt  von  A und  B oder  auch 
das  Resultat  der  Komposition  von  A und  B. 

Die  Elemente  von  büden  eine  Gruppe,  wenn  sie,  außer 
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daß  sie  tmteremander  komponiert  tverden  können,  noch  die  fol- 
genden vier  Postulate  erfüllen: 

1.  Das  Produkt  irgend  zweier  Elemente  von  ® gehört  @ an. 

2.  Die  Produktbildung  ist  assoziativ,  d.  h.  sind  Ä,  C 
irgend  drei  Elemente  aus  so  soll  A(BC)  — (^ÄB)C  sein. 

3.  In  ^ gibt  es  wenigstens  ein  Element  J,  so  daß  für  jedes 
Element  A von  ® die  Gleichung  AJ=A  gilt.  (J  heißt  rechts- 
händiges Einheitselemeni) 

4.  Existieren  Elemente  J,  so  soll  für  ein  besonderes  J und 
für  jedes  A die  Gleichung  AX  = J durch  ein  Element  von  ^ 
lösbar  sein. 

Die  angegebenen  vier  Postulate  sind  voneinander  unäb- 
h(ü',^ig,  d.  h.  es  läßt  sich  aus  drei  von  ihnen  niemals  das  vierte 
als  beweisbarer  Lehrsatz  ableiten.  Die  vier  Postulate  bleiben 
auch  voneinander  unabhängig,  wenn  man  zu  ihnen  noch  ein 
fünftes  über  die  Anzahl  der  verschiedenen  Elemente  von  ^ hin- 
zufügt: Die  Anzahl  der  verschiedenen  Elemente  von  ® 

Öj)  sei  gleich  w,  wobei  n eine  beliebige  endliche  Zahl 
ist,  oder 

ög)  sie  bestehe  aus  einer  abzahlbar  unendlichen  Menge  oder 

5g)  sie  bilde  eine  nicht  abzählbare  unendliche  Menge. 

Die  gegebene  Definition  einer  abstrakten  Gruppe  durch 
voneinander  unabhängige  Postulate  ist  die  Moore-Dicksonsohe 
fE.  H.  Moore,  Tram.  Am.  M.  8.  3,  485  (1902),  5,  549  (1904), 
6,  179,  L.  E.  Dickson,  ebenda  6,  198  (1905)).  Wegen  anders 
gefaßter  Definitionen  einer  abstrakten  Gruppe  vgl.  Huntington, 
Trans.  Am.  M.  8.  6,  181  (1905). 

Man  beweist;  Eine  auf  die  obige  Weise  definierte  Gruppe  ® 
enthält  nw  ein  einziges  Einheitselement;  es  läßt  sowohl  als  links- 
händiger oder  vorderer  Faktor  wie  als  rechtshändiger  oder  hin- 
terer Faktor  jedes  Element  von  ® ungeändert.  Dieses  einzige 
Einheitselement  wird  im  folgenden  ausnahmslos  mit  M oder  1 
bezeichnet. 

Auf  Grund  der  eingeführten  Postulate  beweist  man  ferner; 
Zu  jedem  Element  A von  ^ gibt  es  in  ® ein  und  auch  nur 
ein  Element  X,  das  gleichzeitig  den  zwei  Gleichungen  X = i§? 
und  XA=^E  genügt.  Dieses  Element  X wird  mit  A~^  be- 
zeichnet und  heißt  das  zu  A mverse  oder  reziproke  Element. 
Es  ist  also  AA~^  ^A^^A  — E. 

Für  das  reziproke  Element  eines  Produktes  AB  gilt  die 
Relation 


(ABy^  ^ B-^A-\ 
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Setzt  man  ein  Element  A «-mal  als  Faktor,  so  wird  das 
Resultat  der  Komposition  mit  bezeichnet  und  die  Potenz 
von  A genannt.  Unter  A^  soll  das  Einheitselement  E ver- 
standen werden.  Setzt  man  .4“^  a-mal  als  Faktor,  so  entsteht 
ein  Element,  das  mit  A~  “ bezeichnet  wird.  {A“  ==  A‘~  ® ist 

das  reziproke  Element  von  A“.  Für  positive  und  negative  ganz- 
zahlige Werte  von  a und  ß gilt  ebenso  wie  für  verschwindende  a 
und  ß die  Relation 

A^A^  = A^A^  = 

Eine  Gruppe  mit  einer  endlichen  Anzahl  verschiedener 
Elemente  heißt  eine  endliche  Gruppe.  Besitzt  die  endliche 
Gruppe  (5i  n verschiedene  Elemente,  so  heißt  n die  Ordmmg 
der  Gruppe  (Cauchy  bedient  sich  schon  der  Bezeichnung  „ordre“, 
H.  Weber,  Algebra  2,  4 verwendet  abweichend  vom  üblichen 
Sprachgebrauch  Grad  für  Ordnung),  und  man  schreibt  Eine 
Gruppe  mit  unendlich  vielen  Elementen  heißt  eine  unendliche 
Gruppe. 

Bei  einer  Gruppe  ist  das  Produlct  AB  zweier  Elemente  im 
allgememen  von  dem  Produld  BA  verschieden.  Ist  das  Produkt 
zweier  Gruppenelemente  A und  B unabhängig  von  der  Reihen- 
folge der  Faktoren,  ist  also  AB  = BA.,  so  heißen  die  Ele- 
mente A und  B vertauschbar  oder  kommutativ.  Jedes  Gruppen- 
element ist  mit  seinen  positiven  wie  negativen  Potenzen 
vertauschbar.  Bas  Einheitselement  ist  mit  allen  Gruppen- 
elementen 'vertauschbar. 

Eine  Gruppe,  die  nur  aus  vertauschbaren  Elementen  be- 
steht, heißt  eine  vertauschbare,  kommutative  oder  Abel  sehe 
Gruppe.  Der  letztere  Name  ist  mit  Rücksicht  auf  die  Eigen- 
schaften der  von  Abel  untersuchten  besonderen  Klasse  alge- 
braisch auflösbarer  Gleichungen  gegeben  worden,  die  eine  ver- 
tauschbare Galoissche  Gruppe  haben  (Abel,  Mimoire  sur  une 
classe  particulihrc  d'4quations  resolubles  algebriquement , Journ. 
f.  Math.  4,  131  (1829),  (Euvres  par  Sylow  et  lAe  1,  478,  deutsche 
Ausgabe  mit  Anm.  von  A.  Loewy  in  Ostwalds  Klassike^'n  der 
exakten  Wiss.  No.  111). 

Eine  Gruppe,  die  nur  aus  den  Potenzen  eines  einzigen 
Elementes  besteht,  also  bloß  die  Elemente: 

. . A-\  A-\  AO,  A,  A*,  . . . 

umfaßt,  heißt  zyklisch.  Es  gibt  sowohl  endliche  als  auch  un- 
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endliche  zyklische  Gruppen.  Jede  zyklische  Gruppe  ist  eine 
kommutative  Gruppe. 

Ein  Beispiel  für  eine  nicht  kommutative  unendliche 
Gruppe  gibt  die  Gesamtheit  aller  Matrices  gleichen  Grades  von 
nichtverschwindenden  Determinanten,  wenn  man  sie  komponiert; 
Einheitselement  der  Gruppe  ist  hierbei  die  Einheitsmatrix  (vgl. 
Kap.  n,  § 6).  Weitere  Beispiele  nichtkommutativer  tinendlicher 
Gruppen  sind:  die  Gesamtheit  aller  Matrices  gleichen  Grades, 
deren  Determinanten  den  absoluten  Betrag  1 haben,  die  Gesamt- 
heit aller  Matrices  gleichen  Grades,  deren  Determinanten  den 
Wert  ± 1 haben,  die  Gesamtheit  aller  Matrices  gleichen  Grades, 
die  orthogonale  Substitutionen  bestimmen,  die  Gesamtheit  aller 
Matrices,  deren  Koeffizienten  rationale  Zahlen  oder  algebraische 
Zahlen  sind,  falls  man  sie  nach  dem  für  Matrices  geltenden 
Kalkül  komponiert.  Einheitselement  bei  diesen  Gruppen  ist  stets 
die  Einheitsmatrix. 

Durch  jedes  System  höherer  komplexer  Zahlen  werden 
Gruppen  bestimmt  (vgl.  S.  99  ff.). 

Als  geometrisches  Beispiel  für  eine  unendliche  nicht- 
kommutative Gruppe  kann  die  schon  oben  erwähnte  Gesamt- 
heit aller  kollinearen  Umformungen  des  Baumes  dienen.  Jede 
Baumtransformation,  die  Punkte  in  Punkte  überführt,  ist 
eine  eindeutig  umkehrbare  Operation.  Werden  zwei  solche 
Transformationen  nacheinander  ausgeführt,  so  läßt  sich  ihr 
Besultat  stets  durch  eine  dritte  derselben  Art  erzielen.  Eüi* 
die  Zusammensetzung  von  Kollineationen  gilt  offenbar  auch 
das  assoziative  Gesetz.  Die  Gesamtheit  der  kollinearen  Um- 
formungen des  Baumes  hat  also  Gruppencharakter;  man  be- 
zeichnet diese  Gruppe  auch  als  „allgemeine  projehtive  Gruppe'*. 
Die  allgemeine  Form  einer  einzelnen  projektiven  Transfor- 
mation lautet  für  unseren  Äg  in  unhomogenen  Punktkoor- 
dinaten 00^  y., 

<*41  + <>^41  2/^  “}■  ®4«  4-  ®4  4 ’ 

^ «41  a;'  4-  «4,  y + «4,  / -+-  «44  ’ 

■g  as3  <*81  a?  4~  <*88  y ~h  <*88  4~  <*S4 

<*41  aj  “h  <*4*  y -f*  <*48  ^ 4"  <*44  * 

wobei  die  Konstanten  nur  der  Bedingung  zu  genügen  haben, 
daß  die  Determinante  1,9, 8,4)  nicht  verschwinden  darf. 
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Die  allgemeine  projektive  Gruppe  umfaßt  die  Hauptgruppe  wie 
die  Bewegungsgruppe  (vgl.  oben  S.  171). 

Beispiele  für  endliche,  nichtkommutative  Gruppen 
werden  im  folgenden  in  der  Form  von  Permutationsgruppen,  Kon- 
gruenzgruppen und  endlichen  Gruppen  linearer  homogener  Sub- 
stitutionen behandelt  werden.  Wir  begnügen  uns  damit,  an  dieser 
Stelle  auf  ein  durch  die  Geometrie  geliefertes  Beispiel  hinzu- 
weisen, nämlich  auf  gewisse  in  der  Bewegungsgruppe  unseres 
Baumes  enthaltene  Gruppen,  die  endlichen  Gruppen  der  regulären 
Körper.  Die  Gesamtheit  der  Drehungen,  die  einen  regulären  Körper 
mit  sich  selbst  zur  Deckung  bringen,  bildet  eine  Gruppe.  Das 
Tetraeder  .wird  durch  12,  das  Oktaeder  und  der  Würfel  durch 
24:,  das  Ikosaöder  und  das  Dodekaeder  durch  60  Drehungen 
mit  sich  selbst  zur  Deckung  gebracht. 

Eine  unendliche  kommutative  Gruppe  bildet  beispiels- 
weise die  Gesamtheit  unserer  gemeinen  komplexen  Zahlen 
wenn  man  die  gewöhnliche  Addition  als  Komposition  der  Ele- 
mente ansieht.  Einheitselement  dieser  Gruppe  ist  die  Null.  Eine 
unendliche  kommutative  Gruppe  wird  auch  bei  Ausschluß  der 
Null  von  der  Gesamtheit  unserer  gemeinen  komplexen  Zahlen 
a -f  ib  gebildet,  wenn  man  die  gewöhnliche  Multiplikation  als 
Komposition  der  Elemente  auffaßt.  Einheitselement  der  Gruppe 
ist  hierbei  die  Zahl  1. 

Die  bei  dem  System  der  gemeinen  komplexen  Zahlen  ent- 
gegentretende doppelte  Verknüpfungsfähigkeit  der  Elemente  mit 
Gruppencharakter  führt  zum  Begriff  des  Feldes  oder  K&rpers  oder 
Bationälitätshereickes.  Wir  betrachten  ein  System  von  Ele- 
menten, die  sich  auf  zwei  Arten  verknüpfen  lassen.  In  bezug 
auf  die  erste  Verknüpfung,  die  als  Addition  bezeichnet  wird, 
sollen  die  Elemente  von  eine  Gruppe  bilden.  Für  die  zweite 
Art  der  Kompositian,  die  Multiplikation  heiße,  wird  verlangt, 
daß  die  Elemente  von  wenn  man  die  Einheit  der  additiven 
Gruppe,  die  0 heiße,  ausschließt,  eine  kommutative  Gruppe 
bilden.  Die  Multiplikation  der  Elemente  von  ® mit  0 soll 
nach  der  Relation  0 • a;  = ic  • 0 = 0 statthaben.  Schließlich 
soll  die  Multiplikation  der  Elemente  von  © in  Verbindung  mit 
der  Addition  distributiv  sein,  a (b  c)  = ab  ac.  Genügen 
die  Elemente  von  den  angeführten  Bedingungen,  so  ist,  wie 
man  beweisen  kann,  auch  die  bei  der  additiven  Verknüpfimg  der 
Elemente  von  S entstehende  Gruppe  kommutativ  (vgl.  Hilbert, 
Math.-Ver.  8,  183  (1899)).  Ein  System  dessen  Elemente 
den  obigen  Bedingungen  genügen,  heißt  ein  Feld,  Körper  oder 
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Rationalitätsbereich.  Kurz  kann  das  Feld  als  ein  in  sieh 
abgeschlossenes  Elementensystem  definiert  werden,  für 
das  die  gewöhnlichen  Sätze  der  Algebra  gelten.  Ab- 
strakte Definitionen  des  Feldes  geben  H.  Weber,  M(xth.  Ann. 
43,  526  (1893),  Dickson,  Trans,  Am.  M.  8.  4,  13  (1903), 
6,  198  (1905),  Huntington,  ebenda  4,  31  (1903)  und  6,  181 
(1905).  Unendliche  Felder  sind:  die  rationalen  Zahlen,  alle 
reellen  Zahlen,  alle  algebraischen  Zahlen,  die  Gesamtheit  aller 
Zahlen,  wenn  man  sie  in  gewöhnlicher  Weise  additiv  und 
multiplikativ  verknüpft.  Die  abstrakten  Definitionen  für  den 
Körper  lassen  sich  auch  zur  Einführung  der  gemeinen  komplexen 
Zahlen  unseres  Zahlensystems  verwenden.  Vgl.  Huntington, 
A set  of  Postulates  for  real  algebra,  f&r  ordinary  complex  algeh'a, 
Trans.  Am.  M.  8.  6,  17  und  6,  209  (1905). 

Fundamental  ist  die  Existenz  endlicher  Felder  oder  end~ 
Ucher  Körper,  d.  h.  solcher  mit  nur  endlich  vielen  verschiedenen 
Elementen. 

Ist  p eine  positive  Primzahl,  so  erhält  man  auf  folgende 
Weise  ein  endliches  Feld  mit  p verschiedenen  Elementen:  Wir 
teilen  die  ganzen  positiven  Zahlen  modj:)  in  p Klassen,  so  dafi 
alle  mod  p kongruenten  Zahlen  derselben  Klasse  angehören, 
während  mod  p inkongruente  Zahlen  in  verschiedene  Klassen 
fallen : 


0, 

p,  2p,  ‘dp, 

jq: 

1, 

p + 1,  2p  + 1,  3p  + 1,  . . . 

K,: 

2, 

p+2,  2p+2,  3p  + 2,  ... 

1 

-1, 

2p  — 1,  3p  - 1,  4p  — 1,  . . . 

Wir  definieren  Addition  und  Multiplikation  der  Edassen 
nach  dem  Gesetz  -}-  .ff*  ==  = K^,  wobei  s und  m 

die  kleinsten  positiven  Reste  mod  p der  Zahlen  a -f  h bezw. 
a • b bedeuten.  Die  Klassen  Kq,  Äj,  . . .,  K i oder  ihre  Re- 
präsentanten, die  Zahlen  0,  1,  2,  . . .,  — 1,  bilden  ein  endliches 

Feld  von  p Elementen.  Man  bezeichnet  es  auch  als  GF[p\ 
Ein  endliches  Feld  der  Ordnung  jp”  (p  Primzahl)  läßt  sich 
mittelst  Kongruenzen  durch  ganze  Funktionen  einer  Variablen 
mit  ganzzahligen  Koeffizienten  einführen.  Zwei  ganze 
Funktionen  f(x)  und  fi(x)  einer  Variablen  x mit  ganzzahligen 
Koeffizienten  heißen  kongruent  in  bezug  auf  die  Primzahl  p, 

Paical,  Bepertorlam.  L S.  Aufl.  12 
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wenn  in  der  ganzen  Funktion  f (x)  — (ic)  jeder  Koeffizient 
durch  die  Primzahl  p ohne  Rest  teilbar  ist;  alsdann  schreibt 
man  /* (a;)  = /’j  (a;)  (mod  jp).  Für  die  hier  vorliegenden  Zwecke 
heißt  eine  ganze  iSinktion  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  vom 
Grad  w,  wenn  a;”  die  höchste  Potenz  ist,  deren  Koeffizient  nicht 
durch  p teilbar  ist.  Die  ganze  ganzzahlige  Funktion  F{x)  vom 
^ten  Qrad,  bei  der  a?”  die  Einheit  als  Koeffizient  habe,  heißt 
irreduzibel,  falls  keine  Kongruenz  F (x)  ^ (^{x)  f^{x)  (mod 
möglich  ist,  wobei  fi{x)  und  ganze  ganzzahlige  Funktionen 
niederen  als  w*®“  Grades  bedeuten. 

Jede  ganze  ganzzahlige  Funktion  G{x)  läßt  sich  vermittels 
der  Funktion  F{(F)  in  die  Form: 

G{x)  = F{x)  Q{x)  + B{x) 

bringen,  wobei  der  Rest  Il{pc)  eine  ganze  Funktion  mit  gan^ 
zahligen  Koeffizienten  von  niedrigerem  als  Grad  ist.  Sind 
Gj  {x)  und  Gg  {x)  zwei  ganze  Funktionen  mit  ganzzahligen 
Koeffizienten  und  ihre  durch  Division  mit  F(x)  gewonnenen 
Reste  B^{x)  und  B^ix)  kongruent  mod  so  werden  Gi(a;) 
und  Gg  (x)  als  hongruent  in  bezug  auf  den  Doppelmodul  p,  F be- 
zeichnet. Man  schreibt 

Gi(a?)  = G^ix)  (modi?,  F{x)). 

In  bezug  auf  den  Doppelmodul  p,  F zerfallen  die  ganzen 
Funktionen  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  in  p”  Klassen  in- 
kongrumter  Funktionen ; jede  von  diesen  wird  durch  eine  der 
ganzen  Funktionen: 

t^  t^x  t^x^  -^r  ' " 

repräsentiert;  hierbei  haben  ^o)  Beihe  der 

Zahlen  0,  1,  2,  . . .,  i?  — 1 zu  durchlaufen.  Addiert  und  mul- 
tipliziert man  die  ganzen  Funktionen  mit  ganzzahligen  Koeffi- 
zienten, so  ist  sowohl  ihre  Summe  als  auch  ihr  Produkt  einer 
der  angegebenen  untereinander  inkongruenten  Funktionen  kon- 
gruent in  bezug  auf  den  Doppelmodul  (^,  P).  Die  jp”  Klassen 
mod  [p,  F)  inkongruente^"  ganzer  Funktionen  mit  ganzzahligm 
Koeffizienten  bilden  ein  endliches  Feld  von  p'^  Elementen.  Man 
bezeichnet  es  (E.  H.  Moore,  Math,  papers  of  the  Chicago  Con- 
gress,  1893,  publ.  1896,  S.  211)  Galois  zu  Ehren,  der  (Sur 
La  thtorpe  des  nombres  (1830),  (Fuvres^  p.  15)  zuerst  endliche 
Felder  mit  p”  Elementen  verwendete,  als  GF[^p”^.  Statt  der 
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oben  benützten  Funktionen  kann  man  sich  auch  der  von 
Galois  a.  a.  0.  eingeführten  sogenannten  Galoisschen  Ima- 
ginären oder  (H.  Weber,  Älgehra  2,  305)  der  Wurzeln  der 
Gleichung  P=0  bedienen.  Das  GF[p^'\  ist  Gegenstand  des 
Werkes  von  L.  E.  Dickson,  Linear  groups  with  an  expositkm 
of  the  Galois  field  theory,  Leipzig  1901,  vgl.  ferner  J.  A.  Serret, 
Algebre  superieure,  Paris  1866,  2,  121,  de  Seguier,  Elfmrnls 
de  la  tJieorie  des  groupcs  ahstraiis,  Paris  1904,  p.  28. 

Ein  endliches  Feld  von  j;”  Elementen  liefert  auch  die 
Idealtheorie  mittels  Kongruenzen  nach  Primidealen  Grades. 
Ist  p ein  Primideal  Grades  im  Körper  SJ,  also  die  Norm 
von  p gleich  der  Potenz  der  rationalen  Primzahl  p,  so  ist 
die  Anzahl  der  nach  dem  Ideal  p untereinander  inkongruenten 
ganzen  Zahlen  des  Körpers  ^ gleich  p”.  Diese  p'^  Zahlen  bilden 
ein  Feld  mit  p'^  Elementen.  Man  kann  auch  stets  einen  Körper  ^ 
mit  Primidealen  p finden,  deren  Norm  einen  vorgegebenen 
Wert  jö”  hat;  im  Kreiskörper  der  j;"  — 1*®*^  Einheitswurzeln  ist 
nämlich  die  Primzahl  p in  Primideale  w*®“  Grades  zerlegbar 
(vgl.  Hilbert,  Die  Theorie  der  algebraischen  Zahlkörper,  Math,- 
Ver.  (1897),  Satz  125,  S.  333). 

Für  die  endlichen  Felder  gilt  folgender  Fundamentalsatz 
von  E.  H.  Moore  {Math,  papers  of  the  Chicago  öongrcss,  1893, 
S.  220,  L.  E.  Dickson,  Linear  groups,  S.  13,  E.  H.’  Moore, 
The  decennial  puUications  of  the  universiiy  of  Chicago,  Vol.  IX, 
S.  7,  Chicago  1903):  Die,  Anzahl  der  verschiedenen  Elemente 
irgendeines  endlichen  Feldes  kann  mir  gleich  einer  Primzahl 
oder  gleich  einer  ihrer  Potenzen  sein.  Jedes  mögliche  endliche 
Feld  hat  in  einem  CrP[jp”]  seinen  VeHreter.  Das  GF[p”] 
ist  tmabhängig  von  der  speziellen  Wahl  der  irreduziblen  Funk- 
tion P(x);  es  wird  durch  p und  n völlig  charakterisiert  (letzteres 
Resultat  eigentlich  schon  bei  Galois,  (Euvres,  p.  17).  Jedes 
endliche  Feld  (5  mit  jp”  Elementen  kann  also  mit  jedem  end- 
lichen Feld  mit  p'^  Elementen  derartig  in  eine  eindeutige  Be- 
ziehung gesetzt  werden,  daß,  wenn  a\  b\  c Elemente  aus 
sind,  die  den  Elementen  o,  5,  c aus  entsprechen,  sich  aus  der 
Relation  a b — c die  Gleichung  a'  -j~  b^  = c und  umgekehrt 
ergibt  und  aus  ab  — c die  Beziehung  a b'  — c und  umge- 
kehrt folgt. 
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§ 2.  Allgemeines  über  abstrakte  Gruppen. 

Eine  Gruppe  $ heißt  eine  Untergruppe  (Lie,  Netto, 
Frobenius)  ein  JÖivisoi'  (Galois,  CEuvreSf  p.  58)  oder  ein 
echter  Teiler  (Weber,  Algebra  2,  7)  einer  Gruppe  (SJ,  wenn 
sämtliche  Elemente  von  ^ auch  der  Gruppe  @ angehören  und 
außer  den  Elementen  von  ip  wenigstens  noch  ein  Element 
enthält. 

Das  Einheitselement  ist  eine  Untergruppe  jeder  Gri^ppe. 
Ist  Ä irgendein  Element  einer  Gruppe  so  bilden  die  Elemente,, 

A~2  A-1  AO  A A2 

• • • ^ ^ ^ ^ xx  ^ • 

eine  zyklische  Untergruppe  von  Hat  diese  Reihe  lauter  ver- 
schiedene Elemente,  so  heißt  A ein  Element  unendlich  höhet' 
Ordnung.  Hat  die  obige  Reihe  nicht  lauter  untereinander  ver- 
schiedene Elemente,  so  wird  eine^  Potenz  des  Elementes  A 
gleich  dem  Einheitselement.  In  diesem  Palle  heißt  ^dcLS  Ele- 
ment A von  endlicher  Ordnung.  Ist  a die  kleinste  positive 
Zahl,  für  die  A^  — 1 wird,  so  heißt  a die  Ordnung  oder  die 
Periode  des  Elementes  A.  (H. -Weber,  Algebra  2,  11  sagt  Grad 
des  Elementes  A?) 

Ist  A ein  Element  der  endlichen  Ordnung  a,  so  ^thält  ^ 
die  Reihe:  A®,  A^,  A^,  A*,  . . .,  A®“^  a voneinander  verschie- 
dene Elemente  und  erschöpft  alle  positiven  wie  negativen  Po- 
tenzen von  A.  (Diese  Sätze  finden  sich  bereits  bei  Abel,  vgl. 
Ostwalds  Klassiker  d.  exakten  Wiss.  Nr.  111,  S.  6.) 

Alle  Elemente,  die  zwei  Gruppen  und  gemeinschaft- 
lich angehören,  bilden  wiederum  eine  Gruppe;  sie  heißt  der 
größte  gemeinschaftliche  Teiler  oder  nach  Study  (H.  Weber, 
Algebra  2,  10)  der  Durchschnitt  von  und  (JJg-  Zwei  Gruppen, 
deren  Durchschnitt  nur  aus  dem  Einheitselement  besteht,  heißen 
teilerfremd. 

Die  Gleichung  2l==A-j-J5-}"G-|----  soll  ausdrücken, 
die  Elemente  A,  R,  C,  . . . sind  zu  einem  System  % zusammen- 
gefaßt;  die  Gleichung 

f + SB  + ® + • • • 

bedeutet,  die  Systeme  21,  23,  ...  sollen  zu  einem  weiteren 

System  ® vereinigt  werden.  Durchläuft  A alle  Elemente  des 
Systems  21  und  D alle  Elemente  des  Systems  23,  so  durchläuft 
AB  ein  System  von  Elementen,  das  mit  2123  bezeichnet  sei. 
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Die  Bildung  bezeichnet  man  als  Komposition  von  Systemen. 
(H.  Weber,  Algebra  2,  13  spricht  von  der  Komposition  der 
Teile.)  Besteht  95  nur  aus  einem  einzigen  Element  B,  so  wird 
%B  für  9195  geschrieben;  ebenso  verwendet  man,  wenn  91  nur 
aus  einem  einzigen  Element  Ä besteht,  die  Bezeichnung  ^95. 
Für  Gruppen  und  Systeme  werden  im  folgenden  große  deutsche^ 
für  einzelne  Elemente  große  lateinische  Buchstaben  ve^'endet. 
(Vgl.  hieran  Frobenius,  Sitzungsb.  d.  Bert.  Akod.  (1895),  163.) 
Ein  Gleichheitszeichen  91  = 95  soll  besagen,  daß  jedes  Element 
des  einen  Systems  auch  in  dem  anderen  vorkommt;  hierbei 
soll  jedoch  nicht  verlangt  sein,  daß  in  91  oder  95  wiederholt 
auftretende  Elemente  sich  in  dem  einen  System  ebenso  häutig 
als  in  dem  anderen  vorfinden.  91  > 95  besagt:  Das  System  9t 
enthält  alle  Elemente  von  95,  aber  außerdem  auch  noch  solche, 
die  nicht  in  95  auftreten. 

Zwei  Systeme  91  und  58  heißen  vertauschbar^  tvenn  9195  = 9591 
ist,  d.  h.  jedes  Element  des  Sy  Sternes  9195  in  95  91  aiiftritf  und 
umgekehrt. 

Ein  Element  B heißt  mit  einem  System  91  vertauschbar. 
wenn  die  Gleichwng  91-B  = J591  statthat. 

Jedes  in  einer  Gruppe  (3  enthaltene  Element  G ist  mit 
der  Gruppe  Ö5  vertauschbar;  G(3  = (3G. 

Sind  und  Gruppen,  so  heißt  die  kleinste 

Giuppe  (ä^,  die  sowohl  alle  Elemente  von  als  auch  von  (3^ 
umfaßt,  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  von  und 
ist  (5  ^ Gleichheitszeichen  gilt  dann  und  nur  dann, 

wenn  und  (3^  vertauschbare  Gruppen  sind,  also  = ^2^1 

ist.  Eine  Gruppe  die  zwei  derartige  Untergruppen  (Sj  und 
(^2  enthält,  daß  ® = Ö5i@2  ^st,  heißt*'  zerlegbar  (de- 

composable).  Vgl.  Frobenius,  Sitzungsb.  d.  Berl.  Akad.  (1895), 
166;  E.  Maillet,  Bull.  soc.  math.  28,  7 (1900). 

Sind  und  @2  ^wei  teilerfremde  Gruppen  und  ist  jedes 
Element  von  (3^  mit  jedem  Element  von  ©g  vertauschbar ^ so 
heißt  nach  Holder  {Math.  Ann.  34,  36  (1889),  ebenda  43, 
330  (1893))  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  © von  und 
@2  das  direkte  Produkt  von  und  @2;  die  Gruppen  und 
ÖJg  sind  invariante  Untergruppen  von  (5^.  Eine  Gruppe,  die  als 
direktes  Produkt  zweier  Gruppen  darstellbar  ist,  heißt  zer fallend. 
(Dyck,  3Iath.  Ann.  17,  482  (1880);  Holder,  Math.  Ann.  34, 
36  (1889),  ebenda  43,  335  (1893).)  Zerfallende  Gruppen  sind 
eine  spezielle  Art  zerlegbarer  Gruppen. 
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und  §2  seien  zwei  gleiche  oder  verschiedene  Gruppen, 
B irgendein  Element.  Betrachtet  man  das  System 
und  ersetzt  B durch  irgendein  anderes  Element  B\  das  dem 
System  ^^B^2  angehört,  so  enthalten  die  zwei  Systeme  ^^B^^ 
und  §2  die  nämlichen  Elemente.  Hieraus  folgt:  Haben 
zwei  Systeme  ^^B^^  Element  gemeinsam,  so 

stimmen  sie  in  allen  Elementen  überein.  Tritt  das  letztere  ein, 
so  heißen  die  Elemente  B und  S äquivalent  nach  dem  Doppel- 
modul ($j^,  §2).  Die  Äquivalenz  nach  einem  Doppelmodui  ist 
eingeführt  von  Frobenius,  Journ.  f.  Math.  101,  273  (1887); 
vgl.  ferner  Dedekind,  GöU.  Nachr.  (1894),  275,  Frobenius, 
Sitmngsh.  d.  Berl.  Äkad.  (1895),  167,  H.  Weber,  Algebra  2,  22, 
de  Seguier,  Groupes  absiraits,  S.  61. 

Ist  ^ eine  Gruppe  mit  den  Untergruppen  und 
kann  man  ^ in  Systeme  zerlegen: 

(1)  + + + 

hierbei  haben  niemals  zwei  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung (1)  stehende  Systeme  Element 

gemeinsam.  Die  Elemente  = 1,  G^,  . . . heißen  ein 

vollständiges  System  nicht  äquivalenter  Elemente  oder  ein  voll- 
ständiges Bestsystem  der  Gruppe  ^ nach  dem  Doppelmodul 
($1,  $2)?  hierbei  kann  jedes  Element  G^  durch  jedes  andere 
Element  von  ersetzt  werden.  Ist  (U  eine  Gruppe  mit 

einer  nicht  abzählbaren  Menge  von  Elementen,  so  soll,  wie  be- 
merkt sei,  durch  die  Numerierung  und  verwendete  Schreib- 
weise nicht  etwa  ausgedrückt  werden,  daß  die  Systeme 

$i^8$2  5 • • • Cantor  abzählbare 

Menge  sind.^) 

Gleichzeitig  mit  der  Zerlegung  (1)  besteht  die  Zerlegung: 

(2)  @ = + + + 

bei  der  die  Systeme  niemals  ein  Ele- 

ment gemeinsam  haben. 

Wählt  man  bei  der  Zerlegung  einer  Gruppe  nach  einem 
aus  zwei  ihrer  Untergruppen  und  gebildeten  Doppel- 


1)  Diese  Festsetzung,  daß  bei  unendlich  vielen  Elementen  im 
folgenden  Numerierung  und  Punkte  keine  Abzählbarkeit  im  Sinne 
von  G.  Cantor  bedeuten  sollen,  soll  für  unsere  Betrachtungen  all- 
gemein gelten. 
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modul  für  die  Gruppe  ^3  das  Einheitselement,  das  ja  für  sich 
allein  eine  Gruppe  bildet,  so  geht  die  Zerlegung  (1)  in  die  be- 
reits von  Galois  (j^uvres,  p.  26)  studierte  über: 

(1')  ^ = §1 6^1  + §1  “i"  * ' ’ ? 

hierbei  haben  niemals  zwei  Systeme  und  ein  Ele- 

ment gemeinsam.  Die  Elemente  = 1,  Gg,  G3,  ...  heißen  ein 
vollständiges  System  nicht  äquivalenter  Elemente  oder  ein  voll- 
ständiges Bestsystem  der  Gruppe  nach  dem  Modul  In 
dem  Restsystem  kann  jedes  Element  G^  (/  = i,2, 3,...)  durch  jedes 
andere  Element  des  Systemes  ^^G^  ersetzt  werden.  Trotzdem 
nur  = eine  Gruppe  ist,  bezeichnet  man  die  Systeme 

0 = 1,2,3,...)  nach  H.  Weber,  Algebra  2,  8 als  ein  System 
von  Nehengruppen  und  spricht  von  einer  Zerlegmig  von  in 
ein  System  von  J^ehengruppen. 

Gleichzeitig  mit  der  Zerlegung  (l')  besteht  die  Zerlegung: 

(2')  & == 

bei  der  zwei  Systeme  und  niemals  ein  Element 

gemeinsam  haben. 

Ist  bei  der  Zerlegung  (l')  die  Anzahl  der  Nebengruppen 
endlich,  besteht  also  die  Zerlegung: 

(1")  @=-§xöi+§iö,  + «;iG,  + ---  + $,G,. 

und  infolgedessen  auch  gleichzeitig: 

(2")  @ = G,-!©,  + Gj>|»x  H-  G^>^i  + • • • + G-‘$„ 

SO  heißt  5)i  Untergruppe  van  von  endlichem  Index  j and 
j der  Index  der  Untergruppe.  Existiert  keine  solche  endliche 
Zahl  so  ist  eine  Untergruppe  von  unendlichem  Index, 
(Poincare,  Journ.  de  math.  (4)  3,  409  (1887).) 

Nach  Poincare  (a.  a.  0.)  heißen  ztvei  Gruppen  meßbar., 
wenn  ihr  Durchschnitt  für  jede  von  ihnen  eine  Untergruppe 
von  endlichem  Index  ist. 

Sind  zwei  Gruppen  und  ÖJg  mit  einer  und  derselben 
dritten  Gruppe  meßbar,  so  sind  und  @3  untereinander 
meßbar  und  auch  der  größte  gemeinsame  Teiler  von 
und  ^2  ist  für  jede  der  drei  Gruppen  eine  Untergruppe  von 
endlichem  Index. 
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Ist  g.  eine  Gruppe,  ÖJ  eine  Untergruppe  von  g und  ^ eine 
Untergruppe  von  so  gilt  die  Relation: 

(S,  $)  = (g,  ßj)  • (ÖJ,  «)), 

wenn  (g,  (vgl.  H.  Weber,  Algebra  2,  9)  der  (endliche  oder 
unendliche)  Index  der  Untergruppe  § von  g,  und  analog  (g,  O) 
bzw.  (@,  die  Indices  der  Untergruppen  von  g bzw.  ^ 
von  ® bedeuten. 


Ist  (^1  eine  beliebige  Gruppe  und  B irgendein  Element, 
das  nicht  anzugehören  braucht,  so  bildet  auch  das  System 
von  Elementen  eine  Gruppe.  Man  sagt:  ©g  ist 

eine  transformierte  Gruppe  von  oder  durch  Transformation 
aus  hervorgegangen.  ÖJg  heißt  mit  ähnlich  (dies  ist  die 
älteste  an  Cauchy  anknüpfende  Bez^chnung,  so  bei  J.  A.  Serret, 
Älgebre  superieure  2,  255  (Paris,  3'^“®  ed.,  1866),  Netto, 
Substitutionentheorie,  S.  47),  honjugiert,  gleichberechtigt  (Klein, 
Math.  Ann.  14,  430  (1879))  oder  äquivalent.  Die  gegebene 
Definition  ist  in  und  ©g  symmetrisch;  denn  aus  ©g  = 
folgt  = JB“^^2(R“^)"'^  Zwei  Gruppen,  die  mit 

einer  dritten  ähnlich  sind,  sind  es  untereinander. 

Zwei  Untergruppen  und  ^g  einer  Gruppe  heißen  in 
besag  auf  ^ ähnliche,  konjugierte,  gleichberechtigte  oder  äqui- 
valente  Untergruppen  von  wenn  es  in  % wenigstens  ein 
Element  R gibt,  daß  die  Gruppen  ^g  und  B^^B~^  in  ihren 
Elementen  übereinstimmen.  Die  gegebene  Definition  ist  in 
und  ^g  symmetrisch  gebaut;  denn  aus  ^g  = B^,^B~^  folgt 
— B~^^^B  — B~^^^{B~^y~^,  und  wegen  des  Gruppen^ 
Charakters  von  ® ist  Br^  als  reziprokes  Element  von  B in  ^ 
enthalten. 

Statt  in  bezug  auf  (§1  ähnlicher  oder  konjugierter  Unter- 
gruppen spricht  man  auch  kurz  von  ähnlichen  oder  konjugierten 
Untergruppen  von  Dabei  ist  folgendes  zu  beachten:  Ist  5 
eine  Gruppe,  die  Ö als  Untergruppe  enthält,  so  können  zwei 
Untergruppen  und  ^g  von  ^ miteinander  sehr  wohl  in  bezug 
auf  g ähnlich  sein,  ohne  daß  es  in  bezug  auf  ® der  Fall  ist; 
zwei  solche  Gruppen  und  ^g  sind  als  ähnliche  oder  kon- 
jugierte Untergruppen  von  g,  nicht  aber  als  ähnliche  oder 
konjugierte  Untergruppen  von  ® zu  bezeichnen. 

Jede  Untergruppe  einer  Gruppe  ist  in  bezug  auf  ® mit 
sich  selbst  ähnlich.  Zwei  ähnliche  Untergruppen  einer  Gruppe 
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die  in  bezug  auf  einer  dritten  Untergruppe  von  ^ ähnlich 
sind,  sind  es  auch  untereinander.  Transformiert  man  eine 
Untergruppe  § der  Gruppe  durch  ein  vollständiges  Rest- 
system der  Gruppe  ® nach  dem  Modul  so  erhält  man  alle 
mit  § in  bezug  auf  ^ ähnlichen  Untergruppen  von  (S,  diese 
brauchen  nicht  alle  voneinander  verschieden  zu ' seim  Ist  ^ 
im  besondern  eine  Untergruppe  von  von  endlichem  Index, 
so  ist  die  Anzahl  der  verschiedenen  in  bezug  auf  ^ ähnlichen 
Untergruppen  jedenfalls  endlich. 

Auch  für  die  emzelmn  Elemente  einer  Gruppe  ist  der  Be- 
griff der  Ähnlichkeit  zu  definieren:  Zwei  Elemente  A und  B 
einer  Gruppe  Öl  heißen  in  l)ezug  auf  % älmliclr,  Jcmjitgw't, 
gleichherechtigt  oder  äquivalent^  falls  es  in  Öl  wenigstens  ein 
Element  G gibt,  daß  CBC~^  wird.  Wie  aus  B — C~‘^AC 
— C~^A{C~^)~^  folgt,  ist  die  gegebene  Definition,  da  Öl  in- 
folge seines  Gruppencharakters  neben  jedem  Element  C auch 
das  reziproke  G~^  enthält,  in  A und  R symmetrisch.  Von 
dem  Produkt  OBC^^  sagt  man:  es  ist  durch  Transformation 
aus  B hervorgegangen. 

Jedes  Gruppenelement  ist  mit  sich  selbst  ähnlich.  Sind  A^ 
und  A^  zwei  beliebige  Elemente  einer  Gruppe  Öl,  so  sind  die 
zwei  Produkte  A^A^  und  A2A1  — A^iA^A^A"^^  miteinander 
in  bezug  auf  % ähnlich. 

Zwei  Gruppenelemente  von  die  in  bezug  auf  ^ mit 
einem  dritten  ähnlich  sind,  sind  es  auch  untereinander.  Hieraus 
folgt:  Alle  mit  einem  Element  einer  Gruppe  Öl  in  bezug  auf 
@ ähnlichen  Elemente  bilden  eine  Klasse  ähnlicher  Elemente, 
so  daß  zwei  Elemente  derselben  Klasse  stets  untereinander 
ähnlich  sind.  Die  Elemente  einer  Gruppe  lassen  sich  also  in 
Klassen  konjugierter  Elemente  einteilen.  (Frobenius,  Jowrn.  fv 
Maüi.  100,  181  (1887).) 

Sind  Gl  und  Cg  zwei  in  Öl  enthaltene  Elemente,  die  beide 
bewirken,  daß  G^AG^^  = B und  Cg — R wird,  so  ist 
C'^CgÄ  =*=  AL(7“^C2,  d.  h.  das  in  Öl  befindliche  Element  G^^G2 
ist  mit  A vertauschbar.  Hieraus  folgt:  Sind  A und  B zwei 
in  bezug  auf  die  Gruppe  öl  ähnliche  Elemente  von  Öl,  d.  h.  zwei 
Elemente  derselben  Klasse,  so  sind  alle  in  enthaltenen  Ele‘r 
mente  X,  die  bewirken,  daß  XAX~^  — B wird,  von  der 
Form  Cj®,  wobei  SS  das  System  aller  mit  A vertauschbaren 
Elemente  von  @ bedeutet. 

Ist  A irgendein  Element  einer  Gruppe  so  bilden  alle  in 
enthaltenen,  mit  A vertauschbaren  Elemente  mne  Gruppe, 
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Das  System  Sß  ist  also  eine  Gruppe,  und  man  kann  die 
Gruppe  ^ mit  Galois  nach  dem  Modul  SS  zerlegen: 

6J  = S^Gi  + SSG2  + SSG8  + ... 

Hieraus  ergibt  sich:  Die  Klasse  der  mit  einem  Element  A 
einer  Gruppe  ® in  bezug  atif  dieses  ähnlichen  Gruppenelemente 
besteht  aus  den  Elementen:  A,  G^AG"^^,  G^AGt^,  . . die 
sämtlich  untereinander  verschieden  sind.  = 1,  Gg,  Gj,  . . . 
bedeuten  ein  vollständiges  Restsystem  der  Gruppe  (3  nach  dem 
Modul  SS;  hierbei  ist  SS  die  Gruppe  aller  in  ^ enthaltenen.,  mit 
dein  Element  A vertauschbaren  Elemente.  Ist  also  im  besonderen  ^ 
in  bezug  auf  von  endlichem  Index  j,  so  gibt  es  innerhalb  Ö 
genau  j mit  A ähnliche  Grupp  enelemenfe. 

Unter  Umständen  kann  auch  ein  Element  A einer  Gruppe  ^ 
mit  allen  Elementen  von  © vertauschbar  sein;  in  diesem  Fall 
fällt  58  mit  (51  zusammen.  Derartige  Elemente  sind  nur  mit 
sich  selbst  ähnlich,  die  Zahl  y ist  gleich  1.  Solche  Elemente 
einer  Gruppe  die  mit  jedem  Element  von  & vertauschbar 
sind,  heißen  invariante,  ausgezeichnete  oder  isolierte  (H.  Weber, 
Algebra  2,  133)  Gruppenelemente.  Das  Einheitseleraent  ist  in- 
variantes Element  jeder  Gruppe. 


Ist  eine  Untergruppe  § von  mit  allen  ihren  in  bezug 
auf  (51  ähnlichen  Untergruppen  identisch,  so  heißt  § eine  in- 
variante (Lie,  Math.  Ann.  25,  77  (1885),  nach  der  dortigen 
Angabe  zuerst  eingeführt  Arch.  for  Math.  og.  Naturw.  3,  457 
(1878))  oder  eine  ausgezeichnete  (Lie,  auf  den  dieser  Aus- 
druck zurückgeführt  wird,  lehnt  ihn  Math.  Ann.  25,  77  (1885) 
ab,  die  englische  Bezeichnung  „self-conjugate  subgroup“  ist 
als  Übersetzung  von  „ausgezeichneter  Untergruppe“  von  Cole, 
Am.  J.  math.  9,  51  (1887)  eingeführt  worden)  oder  ein  Nor- 
malteiler  (H,  Weber,  Algebra  2,  12)  oder  ein  eigentlicher  Teiler 
von  %. 

Eine  invariante  Untergruppe  ^ von  Öl  kann  auch  dadurch 
definiert  werden.,  daß  alle  Elemente  von  Öl  mit  § vertauschbar 
sind,  also  für  jedes  Element  G von  Öl  die  Gleichung  G§  = §G 
stattfinden  muß. 

Der  Begriff  der  invarianten  Untergruppe  ist  einer  der 
wichtigsten  der  ganzen  Gruppentheorie;  man  verdankt  ihn 
Galois.  Er  spricht,  wenn  die  Zerlegungen 
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+§©2  + §»,  + ••• 

und 

==  -{■  (rj5  4*  G-s^  -f-  • • ' 

identisch  sind,  von  einer  decomposition  propre  ((Euvres,  p.  26); 
Gj  — 1,  Gj,  6r3,  ...  bedeuten  ein  vollständiges  Restsystem  der 
Gruppe  ^ nach  dem  Modul  Anknüpfend  an  die  Galois- 
sehe  Ausdrucksweise  ist  die  Bezeichnung  „eigentlicher  Teiler“ 
(Dedekind,  Math.  Ann.  48,  548  (1897))  entstanden. 

Das  Einheitselement  ist  eine  invariante  Untergruppe  jeder 
Gruppe.  Der  Durchschnitt  aller  mit  einer  Untergruppe  § 
einer  Gruppe  in  bezug  auf  @ ähnlichen  Gruppen  ist 
eine  invariante  Untergruppe  von  Ö). 

Ist  § eine  Untergruppe  von  ü eine  Unter^uppe  von 
$ und  ^ invariante  Untergruppe  von  so  ist  ^ auch  in- 
variante Untergruppe  von 

Sind  und  §3  zwei  invariante  Untergruppen  von  §,  so 
ist  ihr  Durchschnitt  ^ eine  invariante  Untergruppe  von 
und 

Die  Gesamtheit  der  invarianten  Elemente  einer  Gruppe  ® 
bildet  eine  invariante  Untergruppe  von  nach  de  Seguier, 
Groupes  abstraitSy  S.  57  heißt  sie  die  Zmträle  von  Nur 
bei  einer  kommutativen  Gruppe,  bei  dieser  aber  auch  stets,  fällt 
die  Zentrale  einer  Gruppe  ® mit  der  ganzen  Gruppe  zusammen. 


Jede  invariante  Unterginippe  3 einer  Gruppe  bestimmt, 
wenn  3 nicht  das  Einheitselement  ist,  eine  neue  Gruppe.  Sie 
heißt  die  Qmtientengruppe  von  ß)  und  3 oder  die  m 3 begug 
auf  % komplementäre  Gruppe.  Sie  wird  mit  ©/3  bemchnei. 
Man  sagt:  ist  aus  den  mei  Gruppen  ^/3  und  3 zusammen- 

gesetzt. Man  bezeichnet  (^/3  uuch  als  Faktorgruppe.  Die 
Quotientengruppe  ^/3  ist  von  C.  Jordan,  Bull.  soc.  math.  1, 
46  (1873)  eingeführt  und  von  Hölder  {Math.  Ann.  84,  33 
(1889))  von  neuem  aufgestellt  worden.  Die  Quotientengruppe 
(S/3  wird  auf  folgende  Weise  gefunden:  Man  zerlege  die 
Gruppe  ® mittels  der  invarianten  Untergruppe  3 i*i  oi*^  System 
von  Nebengruppen: 

wobei  Gj  ==»  1,  Gj,  Gg,  ...  ein  vollständiges  Restsystem  der 
Gruppe  % nach  dem  Modul  3 hüden.  Man  betrachte  die 
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Nebengruppen  = 3 (« = i,  2, 3, . . Die  Systeme  (5,  bilden,  wenn 

man  sie  komponiert,  eine  Gruppe;  ihr  Einheitseleinent  ist 
Das  Produkt  (5^  • zweier  Nebengruppen  enthält  genau  die 
gleichen  Elemente  wie  eine  bestimmte  Nebengruppe  so  daß 
“ ®ni  wird;  die  Produktbildung  ist  für  die  Systeme  @ 
assoziativ,  schließlich  sind  ==  3^,  ^^7^  reziproke  Ele- 

mente der  Gruppe  ÖJ/3* 

Enthält  eine  Gruppe  ßJ  außer  dem  Einheitselement  keine 
invariante  Untergruppe,  so  heißt  die  Gruppe  Öi  einfadi.  Eine 
nicht  einfache  Gruppe  heißt  msamme'ngeseist.  Zu  jeder  zu- 
sammengesetzten Gruppe  ^ gibt  es  wenigstens  eine  Quotienten- 
gruppe ^/3-  Der  fundamentale  Begriff  der  einfachen  Gruppe 
ist  von  Galois  eingeführt  worden.  Er  spricht  von  einer  „groupe 
indecomposable“  {fljuvres,  p.  26). 

Eine  invariante  Untergruppe  3 einer  Gruppe  die  in 
keiner  größeren  invarianten  Untergruppe  von  ^ enthalten  ist, 
heißt  eine  größte  invariante  oder  eine  invariante  Masmuol- 
Untergruppe  oder  ein  größter  Normalteiler  oder  eine  amgesHch- 
nete  Maximal -Untergruppe  von 

Eine  Gruppe  3 dann  und  nur  dann  eine  größte  in- 
variante Untergruppe  einer  Gruppe  ® , wenn  die  Quotienten- 
gruppe ^/3  einfach  ist. 

Sind  3i  nnd  32  größte  invariante  Untergruppen  vmi 
so  ist  der  j>urchschniU  ® von  3i  82  sotvohl  größte  in- 
variante Untergruppe  von  3i  auch  von  32-  -Die  Falctof- 
gruppen  ^/3i  holoedrisch  isomorph  (vgl.  unten); 

d€LS  gleiche  trifft  für  die  FaJetorgruppen  ®/32  3i/® 

Die  Grüppe  ist  das  direkte  Produkt  der  zwei 

Gruppen  3i/®  32/®-  hierzu  Holder,  Math.  Ann.  34, 

36  (1889),  Frobenius,  Sitzungsh.  d.  B(rl.  Ähad.  (1895),  169). 
Der  Begriff  der  größten  invarianten  Untergruppe  einer  Gruppe 
findet  sich  bei  C.  Jordan,  Journ,  de  math.  (2)  14,  139  (1869), 
Traite\  p.  41. 

Eine  invariante  Untergruppe  3 einer  Gi-uppe  ^ heißt  eine 
charakteristische  Untergruppe  von  wenn  3 nicht  nur  in 
sondern  auch  in  jeder  möglichen  erweiterten  Gruppe  invariant 
ist,  die  ® als  invariante  Untergruppe  enthält.  Der  Begriff 
der  charakteristischen  Untergruppe  stammt  von  Frobenius, 
Sitzu/ngsh.  d.  Berl.  Äkad.  (1895),  183. 
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Zwei  Gruppenelemente  Ä und  B bestimmen  stets  eindeutig 
ein  drittes  dieses  heißt  der  Kommutator'  mn  A 

tmd  B.  Die  Gesamtheit  der  Kommutatoren  einer  Gruppe  @ 
bildet  im  allgemeinen  für  sich  keine  Gruppe.  Da  aber  nicht 
nur  die  Kommutatoren,  sondern  auch  alle  aus  ihnen  durch 
Produktbildung  entstehenden  Elemente  ebenfalls  in  der  Gruppe  0 
enthalten  sind,  so  erzeugen  die  Kommutatoren,  wenn  man  sie 
auf  jede  Weise  komponiert,  eine  Gruppe  die  nur  Elemente 
aus  ^ enthält.  ^ heißt  die  Kommutatm'grivppe  oder  die  erste 
derivierte  (abgeleitete)  Gruppe  von  Ö).  Die  Gruppe  ^ ist  nicht 
nur  eine  invariante,  sondern  sogar  eine  charakteristische  Unter ^ 
gruppe  vmi 

Ist  die  Kommutatorgruppe  ^ einer  Gruppe  ^ mit  @ 
identisch,  so  heißt  (S  eine  perfekte  Gruppe.  Jede  einfache 
Gruppe  ist  a fortiori  eine  perfekte  Gruppe. 

Die  Kommntatorgruppe  ^ einer  Gruppe  enthält  min- 
destens so  viel  verschiedene  Elemente  wie  irgendeine  Klasse 
konjugierter  Elemente,  wenn  man  ® in  Klassen  konjugierter 
Elemente  einteilt.  Ist  ^ die  Kommutatorgruppe  einer  Gruppe 
so  ist  eine  kommutative  Gruppe.  Ist  3 irgendeine  in- 

variante Untergruppe  von  so  ist  ^/3  dann  und  nur  dann 
eine  kommutative  Gruppe,  wenn  3 Kommutatorgruppe 
von  (S  zur  Untergruppe  hat. 

Eine  charakteristische  Eigenschaft  einer  kommutativen 
Gruppe  ist,  daß  ihre  Kommutatorgruppe  das  Einheitselement  ist. 

Die  Kommutatorgruppe  hat  ihren  Ausgangspunkt  in  Lies 
Theorie  der  kontinuierlichen  Gruppen,  Lie-Engel,  Theorie  der 
Tramformationsgruppen  3,  678  und  770.  Von  dort,  a.  a.  0., 
S.  679  stammt  auch  die  Bezeichnung  „perfekte  Gruppe“.  Alg 
Literatur  über  die  Kommutatorgruppe  ist  zu  nennen:  G.  A. 
Miller,  Quart.  Journ.  28,  266  (1896),  Bull  Am,  M.  S.  4,  135 
(1898),  Am.  J 20,  277  (1898),  G.  Frobenius,  Sitzungsh.  d. 
Bert,  Akad.  (1896),  1348,  Dedekind,  Math.  Ann.  48,  553 
(1897). 

Zwei  Gruppen  % und  heißen  holoedrisch  isomorph,  ein- 
fach isomorph,  emstufig  isomorph  oder  kurz  isomorph,  wenn  sich 
ihre  Elemente  Gj,  Gg,  ...  und  G^^  G'^,  ...  derartig  gegenseitig 
eindeutig  zuordnen  lassen,  daß,  wenn  zwei  Elemente  6?/  und  Gj^ 
der  Gruppe  den  Elementen  G^  und  Gf.  der  Gruppe  ^ ent- 
sprechen, das  Produkt  stets  dem  Produkt  G^Gf.  zu- 

geordnet  ist. 
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Sind  (S  und  (^'  isomorphe  Gruppen,  so  ist  jeder  Unter- 
gruppe von  eine  Untergruppe  von  (^'  isomorph  zugeordnet, 
den  Elementen  von  (B  entsprechen  in  Elemente  der  nämlichen 
Ordnung,  dem  Einheitselement  von  ® ist  das  Einheitselement 
von  zugeordnet. 

Zwei  zu  einer  dritten  isomorphe  Gruppen  sind  es  nach  der 
Definition  des  Isomorphismus  auch  stets  untereinander.  Jede 
Gruppe  kann  daher  als  Repräsentant  aller  mit  ihr  iso- 
morphen Gruppen  aufgefaßt  werden.  Eine  spezielle  Art  des 
Isomorphismus  ist  die  Ähnlichkeit.  Zwei  ähnliche  Gruppen  sind 
stets  isomorph. 

Man  spricht  von  einem  meroedrischen  Isomorphismus,  auch 
mehrstufigen  Isomorphismus  zwischen  zwei  Gruppen  und  Öl', 
wenn  zwischen  ihren  Elementen  folgende  Beziehung  statthat: 
Jedem  Element  aus  Öl  entspricht  ein  und  auch  nur  ein  Element 
aus  Öl',  jedem  Element  aus  Öl'  sind  hierdurch  ein  oder  auch 
mehrere  Elemente  aus  Öl  zugeordnet;  stets,  wenn  zwei  Eletnente 
(r/  und  aus  Öl'  den  Elementen  und  Gj^  aus  Öl  entsprechen, 
soll  das  Produkt  G- G'^  dem  Produkt  G^Gj^  zugeordnet  sein. 

Diejenigen  Elemente  von  Öl,  die  dem  Einheitselement  von 
entsprechen,  bilden  eine  invariante  Untergruppe  3 von 
Zerlegt  man  die  Gruppe  Öl  mit  Hilfe  der  invarianten  Unter- 
gruppe 3: 

^ = 4-36^2 + 3^^3  + ---, 

wobei  Gl,  Gg,  Gj, . . . ein  vollständiges  Restsystem  der  Gruppe  ^ 
nach  dem  Modul  3 bilden,  und  entsprechen  die  Elemente 
Gj,  Gg,  Gg,  . . . von  Öl'  den  Elementen  Gj,  Gg,  Gg,  . . . von 
qo  ist  mit  ihnen  Öl'  erschöpft  und  allen  Elementen  des  Systemes 
3G,-  aus  Öl  entspricht  das  Element  G/.  Die  Faktorgruppe  @/3 
ist  mü  Öl'  holoedrisch  isomorph. 

Die  Gruppe  Öl  heißt  mehrstufig  oder  mehrfach  (multiply) 
isomorph  zu  (so  bei  H.  Weber,  Algebra  2,  18  sowie  bei 

W.  Burnside,  Theory  of  groups,  S.  36,  nach  Netto,  Substitutionen- 
theorie, S.  97,  wo  der  Ausdruck  „mehrstufiger  Isomorphismus“ 
eingeführt  ist,  wären  öl'  und  Öl  zu  vertauschen),  Ö'  heißt  mero- 
edrisch  isomorph  zu  öl.  Enthält  S unendlich  viele  Elemente,  so 
sagt  man:  Öl  ist  mit  Öl'  oo- stufig  isomorph.  Ist  3 ®i^® 
liehe  Gruppe  der  Ordnung  i,  so  spricht  man  von  einem  i-stufigen 
Isomorphismus.  Der  holoedrische  und  meroedrische  Isomorphis- 
mus sind,  und  zwar  unter  dieser  Bezeichnung,  eingeführt  von 
C.  Jordan,  Traite^  p.  56. 
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Eine  noch  weiter  gehende  Definition  des  Isomorphismus  als  die 
eben  gegebene  erhält  man  nach  Capelli,  Giorn.  dimat.  16,  33 
(1878),  wenn  flian  die  Bedingung  fallen  läßt,  daß  jedem  Ele- 
ment aus  nur  ein  einziges  Element  aus  ÖJ'  entsprechen  soll. 
Zwei  Gruppen  heißen  allgemein  isomorph,  wenn  für  sie  eine  der- 
artige wechselseitige  Beziehung  der  Elemente  definiert  ist,  daß 
jedem  Element  der  einen  Gruppe  eines  oder  mehrere  der  andern 
Gruppe  entsprechen,  und  falls  den  Elementen  G^  und  Gj^  aus  (3 
die  Elemente  G/  und  aus  entsprechen,  auch  G^G^.  und 
G^G'^  entsprechende  Elemente  sind.  Sind  Sj,  bezw.  3'  die  Systeme 
von  Elementen  aus  ^ bezw.  die  dem  Einheitselement  aus 
bezw.  aus  ^ entsprechen,  so  sind  3^  und  3^  nicht  mehr  notwendig 
Gruppen,  sondern  Halhgruppen  (Dickson,  Trans»  Am.  31.  S.  6, 
207  (1905)).  Ist  eine  der  Halbgruppen  3i  oder  3i  ©iiie  Gruppe, 
so  ist  es  auch  die  andere.  Sind  3i  3.i  Hruppeii,  so  sind  sie 
invariante  Untergruppen  von  bezw.  und  die  Quotienten- 
gruppen ^/3i  sind  holoedrisch  isomorph.  (Vgl. 

Frobenius,  Sitzungsh.  d.  Berl.  ÄJcad.  (1895),  169,  de  Seguier, 
Groupes  abstraits,  S.  66.) 

Irgendein  System  @ von  Elementen  .4,  j5,  C,  . . .,  die 
untereinander  komponiert  werden  können,  bildet  eine  Hälbgruppe 
(de  Seguier,  Groupes  abstraits,  S.  8,  Dickson,  Trans.  Am. 
31.  8.  6,  205  (1905)),  wenn  es  die  folgenden  vier  voneinander 
unabhängigen  Postulate  erfüllt: 

1.  Das  Produkt  irgend  zweier  Elemente  von  (ö  gehört  © an. 

2.  Die  Produktbildung  ist  assoziativ. 

3.  und  4.  Sind  (r,  X und  Y irgend  drei  Elemente  aus  0 
und  ist  GX—GY  oder  XG—YG,  so  soll  in  jedem  der  beiden 
Fälle  die  Gleichheit  X — Y stattfinden. 

Eine  Halbgruppe  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Elementen 
ist  eine  Gruppe.  (Vgl.  die  Definition  einer  endlichen  Gimppe 
bei  H.  Weber,  3Iath.  Ann.  20,  302  (1882),  Algebra  2,  3,  Fro- 
benius, Journ.  f.  31ath.  100,  179  (1887).)  Eine  Halbgruppe 
braucht  nicht  das  Einheitselement  und  nicht  zu  jedem  Element 
das  reziproke  zu  enthalten.  Für  eine  Halbgruppe  0 gilt  die 
symbolische  Gleichung  0^^0,  während  für  eine  Gruppe  0^=i=0 
ist;  es  gibt  auch  Halbgruppen,  für  die  0^  = 0 ist. 

Für  jede  Art  des  Isomorphismus,  der  hierbei  seiner  Natur 
nach  unbestimmt  gelassen  wird,  bürgert  sich  nach  F.  Klein, 
Math.  Ann.  41,  22  (1893)  mehr  und  mehr  die  Bezeichnung  Homo- 
morphismus ein;  man  beschränkt  das  Wort  „Isomorphismus“  dann 
auf  den  holoedrischen  Isomorphismus.  Bezeichnet  man  im  Fall 
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des  meroedrischen  Isomorphismus  die  Gruppen  wie  früher  mit  0 
und  so  sagt  man:  ist  zu  mehrfach  homomorph,  ist 

mit  (S  meroedrisch  homomorph.  (Vgl.  hierzu  Burkhardt,  EneyJcl. 
d.  math.  1,  217,  de  Seguier,  Groupcs  äbstraits,  S.  66.) 


Läßt  man  die  Elemente  einer  Gruppe  ^ einfach  isomorph  sich 
selbst  in  anderer  Reihenfolge  entsprechen,  so  bezeichnet  man 
eine  solche  Zuordnung  als  einen  Isomorphismm  der  Gruppe  in 
sich  selbst  Man  spricht  auch  von  einem  Äutomorphismus  (l^io- 
benius,  Sitzungsh.  d.  Bert  Akad,  (1901),  1324),  oder  von  einem 
Jffolomorphismus  (G.A.  Miller,  Bult  Am.  M.  S.  (2)  9,  112  (1902)). 
Ein  Automorphismus  einer  Gruppe  61  entsteht  beispielsweise, 
wenn  jedem  Element  G^  aus  6)  das  Element  B^^G^B  zugeordnet 
wird,  wobei  B irgendein  festes,  nicht  invariantes  Element  aus 
® bedeutet.  Ein  Automorphismus,  der  sich  auf  die  eben  ge- 
schilderte Art  erzeugen  läßt,  heißt  ein  irmerer  Automorphismus 
oder  ein  kogredienter  Isomorphismus.  Existieren  noch  andere 
Automorphismen,  so  werden  sie  als  äußere  Automorphismen  oder 
kontragrediente  Ismnorphismen  bezeichnet. 

Die  Gesamtheit  der  Automorphismen  einer  Gruppe  hat 
selbst  Gruppencharakter;  diese  Gruppe  heißt  die  Isomorphismen'- 
gruppe  (i-group  bei  englischen  Autoren).  Die  inneren  Aulo- 
morphismen  bilden  eine  invariante  Untergruppe  der  Isomorphismen- 
gruppe, Ist  (£  die  Zentrale  von  61,  so  ist  die  Gruppe  der  inneren 
Automorphismen  von  holoedrisch  isomorph  mit  der  Gruppe 

Sind  Gj,  Gg,  Gg,  . . . die  Elemente  einer  Gruppe  @ und 
entspricht  G,.  bei  einem  Automorphismus  der  Gruppe  @ das  Ele- 
ment G/  von  61,  so  kann: 


/a,  a,a,.. .\ 
[a;  a'  a; . . J 


als  Permutation  aufgefaßt  werden;  sie  bezieht  sich  auf  unend- 
lich viele  oder  auf  eine  endliche  Anzahl  von  Symbolen,  je  nach- 
dem ® eine  unendliche  oder  eine  endliche  Anzahl  von  Elementen 
besitzt.  Die  Isomorphismengruppe  besteht  aus  der  Gesamtheit 
aller  dieser  Permutatlonen. 

Die  Hervorhebimg  der  Wichtigkeit  der  Isomori)hi8mengruppe 
beginnt  mit  Holder,  Math.  Ann.  43, 313  (1893)  und  E.  H.  Moore, 
BuU.  Am.  M.  S.  (2)  1,  61  (1895),  die  voneinander  unabhängig 
auf  die  Isomorphismengruppe  kamen.  (Vgl.  Moore,  ebenda 
(2)  2,  33  (1896).)  Die  Unterscheidung  zwischen  kogredienten 
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und  kontragredienten  Isomorphismen  hatte  Klein  bereits  bei 
dem  speziellen  Fall  der  Ikösaedergruppe  in  seinen  VorJesumjen 
i'fber  das  Ikosaeder^  S.  232,  gewonnen.  Von  Lehrbüchern  vgl. 
über  die  Isomorphismengruppe:  Burnside,  Theory  of  groups. 
S.  221ff. 


Alle  Elemente  einer  Gruppe  können  unter  Umständen 
dadurch  entstehen,  daß  man  eine  endliche  Anzahl  von  Gruppen- 
elementen Ä'j,  ^21  • • mögliche  Weise  untereinander 

komponiert.  In  diesem  Pall  sagt  man:  die  Gruppe  ® wird  von 
den  q Elementen  tSg , . . . , S erzeugt.  Die  Elemente 

heißen  ein  System  erzeugender  Elemente  der  Gruppe.  Enthält 
das  System  • • •?  *^5  keine  überflüssigen  Elemente,  d.  h. 

ist  kein  Element  S^  r*  = i, 9)  durch  Komposition  aus  den 
(g — 1)  übrigen  S zu  erhalten,  so  heißen  Äj,  S^.)  . . ein 
System  unabhängiger  erzeugender  Elemente  der  Gruppe  Jede 
Gleichung,  die  zwischen  ausschließlich  unabhängigen  erzeugenden 
Elementen  von  und  der  Einheit  besteht,  heißt  eine  fimdammtale 
Defömtionsgleichmig  der  Gruppe;  sie  läßt  sich  stets  in  der  Form: 

f (s) - S^r  = I 

voraussetzen;  hierbei -sind  lg?  • • • ausschließlich  positive 
Zahlen  und  . . . , Zahlen  aus  der  Reihe  1 , 2 , . . . , g, 

die  beliebig  häufig  auftreten  können  (r  = q).  Die  Gesamtheit 
fundamentaler  Definitionsgleichungen,  bei  denen  diejenigen,  die 
aus  den  anderen  folgen,  fortgelassen  werden  können,  heißt  ein 
System  definierender  Gleichungen  oder  die  Gleichungen  der  Gruppe. 
Durch  ein  System  unabhängiger  erzeugender  Elemente  und  ein 
System  definierender  Gleichungen  ist  das  Gesetz  der  Multipli- 
kation irgend  zweier  Gruppenelemente  bekannt  und  hiermit  die 
Gruppe  völlig  eindeutig  definiert.  Da  jede  Gruppe  neben  jedem 
Element  das  reziproke  enthalten  muß,  findet  zwischen  den.  er- 
zeugenden Elementen  einer  Gruppe  stets  wenigstens  eine  De- 
finitionsgleichung statt. 

Eine  zyklische  endliche  Gruppe  der  Ordnung  n wird  durch 
ein  Element  S^  und  die  Gleichung  Sf^  ==  1 festgelegt,  eine  un- 
endliche zyklische  Gruppe  ist  durch  Zwei  unabhängige  Elemente 
S.^ , Äg  und  die  Definitionsgleichung  S2  ==  1 bestimmt. 

Jede  endliche  Gruppe  läßt  sich  durch  eine  endliche  Anzahl 
von.  Elementen  erzeugen,  nicht  aber  jede  unendliche  Gruppe. 
Unsere  gewöhnlichen  rationalen  Zahlen  bilden  bei  Ausschluß  der 

Pascal,  Repertorium.  I.  2.  Aufl.  l.S 
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Null  bezüglich  der  Multiplikation  eine  kommutative  Gruppe;  wie 
aus  dem  Euclidschen  Satz  von  der  Existenz  unendlichvieler  Prim- 
zahlen folgt,  kann  diese  Gruppe  nicht  durch  eine  endliche  An- 
zahl von  Elementen  erzeugt  werden.  In  der  Theorie  der  linearen 
homogenen  Differentialgleichungen  spielen  Gruppen,  die  durch 
eine  endliche  Anzahl  von  Elementen  erzeugt  werden,  eine  fun- 
damentale Rolle.  Vgl.  L.  Schlesinger,  Handbuch  der  Theorie 
der  Differentialgleichungen,  2^,  Leipzig  1897,  S.  11. 

Die  denkbar  einfachste  Gruppe,  die  von  q unabhängigen 
Elementen  erzeugt  wird,  ist  die  unendliche  Gruppe 

0,  bei  der  zwischen  den  Elementen  die  einzige  Gleichung 

...  8^=  1 besteht.  (B  sei  eine  Gruppe,  die  von  den  q 
unabhängigen  Elementen  /S'^,  Ng,  . . .,  erzeugt  wird.  Befriedigen 
diese  außer  der  Relation  . . . 8^=^  1 noch  das  System  der  | 
definierenden  Gleichungen  /i  (Ä)  ==  1 , (Ä)  = 1 (/S)  = 1 , 

so  ist  die  Gruppe  % mit  der  Gruppe  / 3 holoedrisch  iso- 
morph. Die  Gruppe  3 entsteht,  wenn  man  alle  Operationen 
R-^U8)B  (.»i.s,...,  n)  der  Gruppe  @ auf  jede  Art  kom- 
poniert; B bedeutet  jedes  Element  aus  Diese  Untersuchungen 
stammen  von*  W.  Dyck,  Math.  Ann.  20,  1 (1882)  u.  22,  70 
(1883),  ihnen  parallel  gehen  geometrische  Darstellungen  einer 
Gruppe  durch  Einteilung  von  Bereichen  in  gleichartige  Gebiete. 
Von  Lehrbüchern  vgl.  W.  Burnside,  Theory  of  groups.,  S.  265 
bis  310. 

§ 3.  Abstrakte  endliche  Gruppen. 

Besonders  weitreichend  werden  viele  Sätze  des  vorigen  Para- 
graphen, wenn  man  sie  auf  endliche  Gruppen  anwendet.  Um 
die  Ordnung  g einer  endlichen  Gruppe  zum  Ausdruck  zu  bringen, 
schreibt  man  (B^. 

Fundamentalsatz  für  endliche  Gruppen  ist  der  8ats  von 
Lagrange  (Beflexions  sur  la  resolution  algebrique  des  equatiom 
(1770),  CEuvres  3):  Jede  Untergruppe  § einer  endlichen  Gruppe  © 
ist  selbst  eine  endliche  Gruppe  und  die  Oranung  h von  ^ ist  ein 

Divisor  der  Ordntmg  g von  Der  Quotient  j = den  man 

mit  {(B , $)  bezeichnet.,  heißt  der  Index  der  Untergruppe  § von  (B. 

Der  Satz  von  Lagrange  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  Zer- 
legung der  Gruppe  (S  in  ein  System  von  Nebengruppen.  (Vgl. 
Gleichung  (!')  auf  S.  183.)  Aus  dem  Satz  von  Lagrange  folgt:  ' 
Eine  endliche  Gruppe  enthält  nur  Elemente  von  endlicher  Ord-  J 
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nungy  und  die  Ch'dmmg  jedes  Elementes  ist  ein  Divisor  der 
Gruppenordnvmg. 

Bei  einer  endlichen  Gruppe  % mit  den  Untergruppen 
und  §2  erreicht  die  Zerlegung  von  ^ nach  dem  Doppelmodul 
(®u  $2)  ^ Ende.  Die  Gleichung  (l)  auf  S.  182  nimmt 

die  Form  an;  ^ = §iGi§2  “f*  H h 

wird:  (@,  $,)  = ®,)  + (|>2,  H h (§2)  ®i)-  (®i  §i) 

ist  der  Index  -1-  der  Untergruppe  von  (§21  ®,)  ist  der 

Index  der  Untergruppe  2),-  von  ^g;  hierbei  ist  (*  = 1,2, ...,o 

der  Durchschnitt  der  zwei  Gruppen  ^g  und  (Satz  von 

Probenius,  Journ.  f.  Math.  101,  281  (1887),  Sitzüngsb.  d.  Bert. 
ÄJcad.  (1895),  167,  H.  Weber,  Algebra  2,  23.) 

Auch  die  Anzahl  der  Klassen  konjugierter  Elemente  einer  end- 
lichen Gruppe  ÖJ  der  Ordnung  g ist  endlich.  Zerfallen  die  Ele- 
mente von  % m h Klassen  konjugierter  Elemente,  so  mögen  die 
einzelnen  Klassen  , 1^2 » • • • » verschiedene  Elemente  enthalten ; 
dann  ist  g — v^.  Sind  die  Zahlen  Vj,  Vg,  . . ., 

in  der  Folge  ‘»'i  ^ Vg  ^ ^ geordnet,  so  ist  ==  1,  da  das 

Einheitselement  als  invariantes  Element  für  sich  allein  eine  Klasse 
bildet.  Ist  A.  ein  Element  der  Klasse,  so  hat  die  Gruppe 
die  aus  den  mit  A^  vertauschbaren  Elementen  von  & besteht,  die 

Ordnung  Die  Klasse  der  mit  A^  ähnlichen  Elemente  besteht 
aus  den  Elementen;  A.y  GqA.G^'^^  . . . G^.,A^G~,^<, 

wobei  die  Elemente  G^~  1,  Gg,  Gg,  . . .,  ein  vollständiges 
Restsystem  der  Gruppe  Ö5  mad  $8^.  vorstellen.  Mit  Hilfe  der  an- 
gegebenen Resultate  beweist  man  einen  der  wichtigsten  Sätze 
der  Theorie  der  endlichen  Gruppen,  nämlich  den  Satz  von  Sglow 
{Math.  Ann.  5,  586  (1872),  eine  Ableitung,  die  von  Permutationen 
keinen  Gebrauch  macht,  hat  zuerst  Frobenius,  Journ.  f.  Math, 
100,  179  (1887)  gegeben,  ferner  ebenda  101,  282  (1887)); 

Ist  Ob  eine  Gruppe  der  Ordnung  g und  die  Zähl  g durch 
die  Potenz  der  Primzahl  p teilbar,  so  besitzt  stets  eine  Unter- 
gruppe der  Ordnung  pK 

In  dem  speziellen  Fall  1=1  findet  sich  dieses  Theorem 
bereits  bei  Cauchy  in  den  Exerdees  d'analyse  3,  250  (1844). 

Ist  p”*’  die  höchste  Potenz  einer  Primzahl  j?,  die  in  g ent- 
halten ist,  so  bezeichnet  man  die  Untergruppen  der  Ordnung  p^ 
einer  Gruppe  @ der  Ordnung  g als  Sylowsche  Untergruppen  von  (S 
(G.  A.  Miller,  Bull  Am,  M.  S.  (2)  9,  543  (1903)). 

13* 
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Von  seinen  Untergruppen  hat  Sylow  bewiesen:  Alle  Sylow- 
schen  Untergruppen  der  Ordnimg  einer  Gruppe  ÖJ  sind  mit- 
einander  innerhalb  ähnlich;  ihre  Anzahl  q ist  eine  Zahl  der 
Form  pq  4-  1,  also  hongruent  1 (mod  p).  Ist  @ irgendeine 
Sylow  sehe  Untergruppe  von  ^ der  Ordmmg  p^,  so  hat  @ die 
Ordnung  p"^  - q > r;  hierbei  ist  r nicht  durch  p teilbar  und  p”*  • r 
die  Ordnung  dar  größten  Untergruppe  von  deren  Elemente 
mit  der  Gruppe  @ vertauschbar  sind. 

Jede  Untergruppe  von  ^ der  Ordnung  p^  ist  in  einer  der  q 
ähnlichen  Sylo loschen  Untergruppen  von  % der  Ordnung  p”*  ent- 
halten. 

Den  von  Sylow  nur  für  die  Anzahl  q der  Sylowschen 
Untergruppen  einer  Gruppe  bewiesenen  Satz  hat  Frobenius 
(Sitzungsb.  d.  Berl.  Akad.  (1895),  981)  dahin  erweitert:  Die  An- 
zahl der  Untergruppen  von  der  Ordnung  p\  wobei  g auch 
durch  mne  höhere  Potenz  von  p als  die  l^  teilbar  sein  kann,  ist 
stets  — 1 (mod.  ]>).  Die  Gruppen  der  Ordnung  p^  si/nd,  wenn 
l <C  m ist,  nicht  notwendig  miteinander  ähnlich. 

Uber  die  Sylowschen  Sätze  vgl.  man  noch  Frobenius, 
Sitzungsb.  d.  Berl.  Akad.  (1895),  S.  170,  sowie  von  Lehrbüchern: 
H.  Weber,  Algebra  2,  135,  W.  Burnside,  Theory  of  groups, 
S.  90,  de  Seguier,  Groupes  abstraits,  S.  79,  ferner  G.  A.  Miller, 
Bull.  Am.  M.  S.  (2)  14,  91  (1907),  Proc.  Und.  M.  S.  (2)  3, 
142  (1905). 

Im  Zusammenhang  mit  seiner  Erweiterung  des  Sylowschen 
Satzes  gelangte  Frobenius  (Sitzungsb.  d.  Berl.  Akad.  (1895),  981, 
ebenda  (1903),  987)  zu  folgendem  Fundamentalsatz  über  die 
Potenzen  eines  Elementes  einer  endlichen  Gruppe: 

Die  Anzahl  t der  Elemente  X einer  Gruppe  deren  n^ 
Potenz,  also  X",  gleich  einem  beliebig  vorgegebenen  Element  A von 
^ ist,  ist  durch  den  größten  gemeinsamen  Divisor  d van  n und  v 
teilbar,  loenn  v die  Anzahl  der  mit  A veiiauschbaren  Gruppen- 
elemente, älso^  ^ die  Zahl  der  mit  A ähnlichen  Gruppenelemente 

von  ^ ist.  Die  Zahl  t kann  auch  den  Wert  Null  haben. 

Ist  A ein  invariantes  Element,  also  im  besonderen  das  Ein- 
heitselement JE,  so  ist  V gleich  der  Gruppenordnung  g.  Ist  g 
durch  n teilbar,  so  wird  für  ein  invariantes  Element  die  Zahl 
d ^ n.  Die  Gleichung  X”  ==  E wird  stets  durch  X = jE  be- 
friedigt; daher  ist  für  diesen  Fall  t^O.  Folglich  ergibt  sich: 

Ist  die  Ordnung  g einer  Gruppe  ^ durch  die  Zahl  n teil- 
bar, so  ist  die  Anzahl  t derjenigen  Elemente  der  Gruppe  (^,  deren 
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Ord/nung  in  n auf  geht,  ein  Vielfaches  von  n.  Ist  die  Ordnu/ng 
einer  Gruppe  ^ durch  n teilbar,  so  ist  die  von  den  t Elementen^ 
welche  der  Gleichung  X”  = genügen,  erzeugte  Griippe  entweder 
die  Gruppe  ÖJ  oder  eine  charalteristische  Untergruppe  von 
de^'en  Ordnumg  ebenso  wie  die  Zahl  t durch  n teilbar  ist. 

Von  Lehrbüchern  vgl.  Burnside,  Theory  of  groups,  S.  110, 
de  Seguier,  Groupes  absiraits,  S.  74.  -m 

Anknüpfend  an  den  Begriff  der  größten  invarianten  Unter- 
gruppe und  die  Sätze  auf  S.  188  erhält  man  für  endliche  Gruppen 
besonders  bemerkenswerte  Sätze:  Ist  Ö)  eine  endliche  Gruppe, 
so  heißt  eine  mit  der  Einheit  endende  Reihe  von  Gruppen: 

©1,  • • •)  denen  jede  Gruppe  0 = 1,2,,%...)  eine 

größte  invariante  Untergruppe  der  voraufgehenden  ist,  eine 

Eompositionsreihe  oder  eine  Beihe  der  Zusammensetzung  der  Gruppe 
(^.  Für  die  Faktorgruppen  ^2/%»  • • • l>eweist 

man:  Besitzt  eine  endliche  Gruppe  zwei  verschiedene  KomposiMons- 
reihen,  so  sind,  von  der  Beihenfolge  ahgesehen,  die  sich  bei  der 
einen  Beihe  ergebenden  Foktorgruppen  den  aus  der  anderen  Beihe 
entspringenden  holoedrisch  isomorph  (Holder,  Math.  Arm.  34,  37 
(1889)).  Sind  1 Ordnungen  der  Gruppen 

©1,  ®2?  • • •»  1?  so  heißen  die  Zahlen  —'  ==  ^1,  ~ • • • 

die  numerischen  Faktoren  der  Zusammensetzung  oder  die  Index- 
reihe der  Gruppe  Als  Ordnungen  der  Faktorgruppen 
^1/^21  • • • sind,  von  der  Reihenfolge  abgesehen,  die  Zahlen 
e^,  C21  • • • eindeutig  bestimmt  (C.  Jordan,  Traite.,  p.  41).  Neben 
der  Reihe  der  Zusammensetzung  kann  man  für  eine  endliche 
Gruppe  % auch  eine  Hauptreihe  definieren  (C.  Jordan,  Traite., 
p.  663).  Die  Gruppen:  (^,  §1,  §2?  • • - j ^ bilden  eine  Hauptreihe, 
wenn  jede  Gruppe  (*  = 1,2,3,...)  nicht  nur  eine  invariante  Unter- 
gruppe der  vorangehenden  (§0  = Öi),  sondern  sogar  in  der 

Gesamtgruppe  © invariant  ist  und  zwischen  zwei  aufeinander- 
folgenden Gruppen  und  es  nie  möglich  ist,  eine  heue 

Gruppe  einzuschieben,  ohne  daß  die  Reihe  ihren  Charakter  verliert. 

Wie  auch  immer  die  Hauptreihe  §2’  • • ^ end- 

lichen abstrakten  Gruppe  gewählt  sein  mag.,  stets  sind  elie  Faktor- 
gruppen ^/§i,  C>i/$2»  Beihenfolge  dieselben, 

wenn  man  holoedrisch  isomorphe  Gruppen  als  nicht  verschieden 
ansieht  (Holder,  Math.  Ann.  34,  38  (1889);  daß  die  Zahlen- 
faktoren . . .,  abgesehen  von  der  Reihenfolge,  ein- 

deutig  bestimmt  sind,  bereits  bei  C.  Jordan,  a.  a.  0.).  Jede 
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der  aus  einer  Hauptreihe  hervorgehenden  Faktorgruppen 

...  ist  eine  elementare  Gruppe  (Holder,  a.  a.  0.). 
Eine  Gruppe  heißt  nach  Frohen lus  (ßitsimgsh.  d.  Bert  Äkad. 
(1902),  358)  elementar,  wenn  sie  einfach  oder  das  direkte  Produkt 
mehrerer  holoedrisch  isomorpher  einfacher  Gruppen  ist.  Das 
charakteristische  Kennzeichen  einer  elementaren  Gruppe  ist,  daß 
sie  keine  charakteristische  Untergruppe  besitzt. 

Durch  Einschieben  von  Gruppen  kann  man  aus  einer  Haupt- 
reihe eine  Kompositionsreihe  konstruieren,  hingegen  geht  nicht 
stets  durch  Unterdrücken  von  Gruppen  aus  letzterer  eine  Haupt- 
reihe hervor.  Zu  einer  endlichen  Gruppe  ^ kann  man  stets 
eine  derartige  Kompositionsreihe  ^g,  . . .,  . . .,  1 

finden,  daß,  so  oft  sich  die  numerischen  Faktoren  der  Zusammen- 


setzung ändern,  also 


von  — ^ verschieden  ist,  eine  in- 
9i  9*^1  ^ X 

Variante  Untergruppe  von  ist  (vgl.  H.  Weber,  Algebra  2,  33). 

Zu  einer  endlichen  Gruppe  läßt  sich  auch  eine  lückenlose  Heike 


charakteristischer  Untergruppen  konstruieren  (Frobenius,  Sitgu/ngsh. 
d.  Bert  Akad.  (1895),  1027). 


Ist  g eine  gegebene  Zahl,  so  existiert  nur  eine  endliche  An- 
zahl nicht  isomorpher  abstrakter  endlicher  Gruppen,  welche  die 
Ordnung  g besitzen.  Man  kann  sich  daher  die  Aufgabe  stellen, 
alle  nicht  isomorphen  abstrakten  endlichen  Gruppen  der  vor- 
gegebenen Ordnung  g mit  Angabe  ihrer  definierenden  Gleichungen 
aufzuzählen.  Ist  p eine  Primzahl,  so  gibt  es  nur  eine  Gruppe 
Ordnung,  nämlich  die  durch  = 1 definierte  zyklische 
Gruppe.  Nicht  isomorphe  Gruppen  der  Ordnung  existieren 
nur  2,  die  beide  Abel  sehe  Gruppen  sind;  solche  der  Ordnung  jp* 
gibt  es  3 Abelsche  und  2 nicht  Abelsche  (Holder,  Math. 
Ann.  43,  301  (1893)).  Sind  p und  q voneinander  verschiedene 
Primzahlen  {^p  > g^),  so  gibt  es,  wenn  p — 1 nicht  durch  q teil- 
bar ist,  nur  eine  Gruppe  der  Ordnung  pq.,  diese  ist  zyklisch. 
Im  anderen  Fall  gibt  es  noch  eine  zweite  Gruppe  der  Ordnung 
diese  wird  durch  A[  ==  1,  A|  = 1,  Af““  = 1 defi- 

niert, wobei  cc  eine  beliebige  Zahl  bedeutet,  die  mod  p zum  Ex- 
ponenten q gehört  (Netto,  Substitutionentheorie,  S.  134,  Holder, 
a.  a.  0.,  S.  312).  Zusamnjenfassende  Angaben  über  die  ver- 
schiedenen Typen  nicht  isomorpher  abstrakter  endlicher  Gruppen 
bei  Easton,  The  constructive  development  of  group-iheory,  S.  77, 
vgl.  zur  Ergänzung:  G.  A.  Miller,  Bult  Am.  M.  8.  (2)  14,  89 
fl  907). 
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Ist  die  ZaJd  k der  Klassen  konjugierter  Elemente  einer  end- 
lichen abstrakten  Gruppe  gegeben^  so  gibt  es  nur  eine  endliche 
Anzahl  niclit  isomorpher  endlicher  abstrakter  Gruppen,  welche  die 
vorgegebene  Klassenzahl  k besitzen  (Landau,  Malh.  Ann,  56, 
674  (1903)).  

Die  Isomorphismengruppe  einer  endlichen  Gruppe  der  Ord- 
nung g ist  höchstens  von  der  Ordnung  {g — l)I  und  erreicht 
diesen  Maximalwert  nur  für  ^ = 1,  2,  3 und  die  nicht  zyklische 
Gruppe  der  Ordnung  4.  Eine  Besprechung  der  Untersuchungen 
über  die  Isomorphismengruppe  bei  G.  A.  Miller,  Bull.  Am. 
M.  S.  (2)  14,  124  (1907). 

§ 4.  Auflösbare,  einfache  und  zusammengesetzte  Gruppen. 

Eine  endliche  Gruppe  heißt  auflösbar  (C.  Jordan),  wenn 
ihre  Indexreihe  aus  lauter  Primzahlen  besteht.  H.  Weber  (^Al- 
gebra 1,  647)  bezeichnet  die  auflösbaren  Gruppen  als  metazyklisch. 

Eine  Gruppe  ist  dann  und  nur  dann  auflösbar,  wenn  die 
Ordnungen  der  Faktorgruppen,  die  irgendeine  Hauptreihe  der 
Gruppe  liefert,  Primzahlen  oder  ihre  Potenzen  sind. 

Eine  Gruppe  ist  dann  und  nur  dann  auflösbar,  wenn  für 
ihre  sukzessiven  Kommutatorgruppen  folgendes  eintritt:  Bildet 
man  die  Kommutatorgruppe  der  Gruppe,  von  dieser  wiederum 
die  Kommutatorgruppe  usw.,  so  gelangt  man  schließlich  zur 
Einheit  (0.  Jordan,  Traite,  S.  395;  G.  A.  Miller,  Quart.  J.  28, 
268  (1896)). 

Alle  Gruppen  der  Ordnung  p”*  (jp  Primzahl)  sind  stets  auf- 
lösbar (Sylow,  Math.Ann.  5,  588  (1872),  Probenius,  Sitzungsb. 
d.  Perl.  Akad.  (1895),  173  u.  982,  W.  Burnside,  Theory  of 
groups,  Chap.  V,  de  Seguier,  Groupes  ahstraits^  Chap.  IV.) 

Die  Gruppen  der  Ordnung  j)”*  und  diejenigen,  die  das 
direkte  Produkt  von  ihnen  sind,  erschöpfen  sämtliche  Gruppen, 
bei  denen  sich  jede  Untergruppe  in  eine  der  verschiedenen  Kom- 
position sreihen,  die  man  zu  der  gegebenen  Gruppe  konstruieren 
kann,  einordnen  läßt.  Solche  Gruppen  heißen  spezielle  Gruppen. 
(W.  Burnside,  Theory  of  groups,  S.  115,  A.  Loewy,  Math.  Arm. 
56,  67  (1902),  de  Seguier,  Groupes  abstraits,  S.  87). 

Satz  von  Frobenius  {Sitzungsb.  d.  Bert.  Akad.  (1893),  342, 
(1805),  1043,  Hölder,  Gott.  Nachr.  (1895),  211,  H.  Weber, 
Algebra  2,  140):  Jede  Gruppe.,  deren  Ordnmig  ein  Produkt 
lauter  verschiedener  Primzahlen  ist,  ist  auflösbar. 
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Es  gilt  folgender  allgemeiner  Satz  (Erobenius,  Sitzungsh. 
(l.  Berl.  ÄJcad.  (1895),  1041):  Ist  & eine  Gruppe  der  Ordnwng 
p^n^  icohei  1^1  < i?2.<  • • • < ihrer  Größe  nach 
geordnete  Primzahlen  bedeuten,  und  sind  sämtliche  in  ent- 
haltene Sylowsche  Gruppen  der  Ordnungen  = 
ausnahmslos  kommutative  Gruppen  vom  Bange  1 oder  2 (Vgl. 
S.  203),  so  ist  (SJ  eine  auflösbare  Gruppe.  Eine  Ausnahme  kann 
nur  eintreten,  wenn  p.^  = 2,  p^  = 3,  den  Bang  2 hat  u/nd  ® 
eine  Untergruppe  besitzt,  deren  Ordnung  in  2^^  3^^  aufgeht  und 
mit  der  Tetraedergruppe  der  Ordnung  12  isomorph  ist. 

Haben  die  Exponenten  Ij,  • • •>  ^n-i  Werte  1 oder  2, 
so  sind  die  Gruppen  (<  = i,  2, . . ~ i)  sicher  kommutative  Gruppen 
vom  Range  1 oder  2.  Mithin  folgt:  Jede  Gruppe  der  Ordnung 
p{^p\^  . . . jpf/s  bei  der  Px<ilh^"'  Größe  nach  ge- 

ordnete Primzahlen  sind,  jeder  der  Exponenten  1^,  Ag,  . . ., 
den  Wert  1 oder  2 besitzt,  eme  beliebige  ganze  positive  Zahl 
bedeutet,  ist  auflösbar;  eine  Ausnahme  kann  nur  p^  ==  2,  P2  = 3, 
Aj  = 2 bilden. 

Satz  von  W.  Burnside  (Proc.  Lond.  M.  S.  (2)  1,  388 
(1904)  u.  (2)  2,  432  (1905)):  Die  Gruppen  der  Ordnung  p^ 

{p  und  q verschiedene  Primzahlen)  sind  auflösbar.  (Spezialfälle 
sind  früher  von  Frobenius,  Burnside,  Jordan  behandelt 
worden,  vgl.  H.  Weber,  Algebra  2,  145  und  Frobenius,  Ada 
math.  26,  189  (1902),  siehe  auch  Cole,  Trans.  Am.  M.  S.  5, 
214  (1904)).  Der  Beweis  des  Burnsideschen  Satzes  ergibt  sich 
aus  seinem  (Proc.  Lond.  M.  S.  (2)  1,  392)  Theorem:  Jede  endliche 
Gruppe,  bei  der  die  Anzahl  von  Elementen  in  einer  Klasse  kon- 
jugierter Elemente  eine  Primzahlpotenz  ist,  kann  nicht  einfach  sein. 

Jede  Gruppe,  deren  Ordnwng  das  Produkt  von  drei  Prim- 
zahlen ist,  ist  auflösbar.  Uber  Gruppen^  deren  Ordnungen  das 
Produkt  von  4 und  5 Primzahlen  sind,  vgl.  unten. 

Jede  Gruppe  der  Ordnung  p^qr,  wobei  p,  q,' r beliebige  ver- 
schiedene ungerade  Primzahlen  bedeuten,  ist  auflösbar  (Burnside, 
Proc.  Lond.  M.  S.  33,  266  (1901),  Frobenius,  Sitzungsh.  d. 
Berl.  Akad.  (1901),  1329). 

Folgende  Sätze  von  Frobenius  erweisen  eine  Gruppe  als 
zusammengesetzt:  * 

Ist  die  Uruppe  in  einer  Gruppe  ® der  Ordnung  hn  ent- 
halten und  ist  sie  darin  mit  n verschiedenen  Gruppen  konjugiert, 
von  denen  je  zwei  teiler fremd  sind,  so  enthält  & eine  und  nur 
eine,  demnach  charakteristische  Untergruppe  det'  Ordnung  n 
(Sitzungsb.  d.  Berl.  Akad.  (1901),  1226). 


§ 4.  Auflösbare,  einfache  und  zusammengesetzte  Gruppen.  201 


Enthält  die  Ordnung  g einer  Gruppe  ^ die  Primsähl  p in 
der  ersten  Potenz  und  ist  p — 1 und  g teilerfremd,  so  enthält  © 
eine  und  auch  nur  eine,  demnach  Charahteristische  Untergruppe 

der  Ordnung  (SiUungsh.  d.  Berl.  Akad,  (1901),  849). 

Verallgemeinerungen  ebenda,  vgl.  ferner  J.  Schur,  Sitzungsb, 
d.  Berl.  Akad.  (1902),  1013. 


Einfache.,  nicht  isomorphe  Gruppen,  deren  Ordnungen  zu- 
sammengesetzt und  kleiner  als  2000  sind,  gibt  es  nur  sechs, 
nämlich  je  eine  der  Ordnungen:  60,  168,  360,  504,  660  und 
1092  (Galois  (1 — 60),  CEuvres,  p.  26,  Holder,  die  emfachen 
Gruppen  im  ersten  und  zweiten  Hundert  der  Ordnungszahlen, 
Math.  Änn.  40,  55  (1892),  Oole  (200—600),  Am.  J.  math.  14, 
378  (1892)  und  15,  303  (1893),  W.  Burnside  (660—1092), 
Proc.  Lond.  M.  S.  26,  325  (1895),  Ling  and  G.  A.  Miller 
(1092 — 2001),  Äm.  J.  mäth.  22, 13  (1900)).  Diese  sechs  Gruppen 
sind  mit  Gruppen  des  unendlichen  Systems  einfacher  Gruppen 
holoedrisch  isomorph,  das  die  verallgemeineHe  endliche  Modular- 


gruppe der  Ordnung 


p {p  — 1) 


(c?  = 1 oder  2,  je  nachdem  die 


Primzahl  p = 2 oder  größer  als  2 ist)  für  die  Werte  i?”*  = 5 
(oder  2*),  7,  3^,  2®,  11,  13  (vgl.  § 7)  liefert.  Die  einfache  Gruppe 
der  Ordnung  60  wii'd  durch  zwei  unabhängige  Elemente 
und  /Sg  erzeugt;  81=1,  8^  = 1,  (8^8^^  = 1 sind  die  Definitions- 
gleichungen der  Gruppe. 

Unter  allen  Gruppen,  deren  Ordnungen  das  Produkt  von  4 
oder  5 Primzahlen  sind,  sind  nur  die  vier  'Gruppen  der  Ord- 
nungen 60,  168,  ^^0  und  1092  einfach  (Frobenius,  8itzungsh. 
d.  Berl.  Akad.  (1895),  1041,  über  Gruppen,  deren  Ordnungen 
das  Produkt  von  4 Primzahlen  ist,  vgl.  auch  Glenn,  Trans^ 
Am.  M.  8.  7,  137  (1906)). 

Ein  Verzeichnis  der  bekannten  einfachen  Gruppen  gibt 
Dickson,  Linear  groups,  S.  309.  In  dieser  Liste  nicht  auf- 
geführt ist  das  später  bekannt  gewordene  unendliche  System 
einfacher  Gruppen  der  Ordnung  (^®^  — 1)  (i>^^  — l),  das 
für  jede  Primzahl  jp  > 2 und  jede  ganze  Zahl  <7^1  und  für 
p = 2 und  jedes  ganzzahlige  ^ > 1 existiert  (Dickson,  Trans, 
Am.  M.  8.  2,  389  (1901),  Math.  Ann.  60,  137  (1905)).  Für 

jede  Zahl  der  Form  (p»*(2r)  — . ^pm(2r-2)  — 

^m(2r-8)  . . . — l) i?”*,  wobei  eine  beliebige,  von  2 ver- 

schiedene Primzahl,  r und  m beliebige  ganze  positive  Zahlen, 
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r >>  2 bedeuten,  existieren  sogar  zwei  einfache,  nicht  iso-  J 
morphe  Gruppen  der  angegebenen  Ordnungszahl  (Dickson,  [ 
Linear  groiips^  S.  309).  Abgesehen  von  der  abstrakten  Gruppe  ! 


der  Ordnung 


n ! 

Y 


, die  mit  der  alternierenden  Permutationsginippe 


(1 


(vgl.  § 6)  isomorph  ist,  entstammen  die  bekannten  Systeme  ein-  bj 
facher  Gruppen  der  Theorie  der  Kongruenzgruppen  (vgl.  § 12);  die 
einfache  Gruppe  niedrigster  Ordnung,  die  sich  keinem  System  ein-  JB 
ordnen  läßt,  ist  von  der  Ordnung  7920;  sie  läßt  sich  als  vierfach 
transitive  Permutationsgruppe  des  Grades  11  darstellen  (Cole,  ® 
Quart.  Journ.  27,  48  (1895),  de  Seguier,  Journ.  de  math.  (5)  8, 

291  (1902)).  Die  weiteren  bekannten  einfachen  Gruppen,  die 
sich  bisher  keinem  System  einordnen  lassen,  sind  zwei  Gruppen,  .,3 
der  Ordnungen  95040  und  244823040,  die  mit  den  zwei  von  S 
Mathieu  (jQiirn.  de  math.  (2)  6,  270  (1861),  (2)  18,  25  (1873)) 
entdeckten  fünffach  transitiven  Permutationsgruppen  der  Grade  12 
und  24  (W.  Burnside,  Thcory  of  groups.,  220,  Frobenius, 
SUzungsh.  d.  Bert.  Akad.  (1904),  567)  holoedrisch  isomorph 
sind,  sowie  zwei  größte  Untergruppen  der  letzten  Gruppe,  die 
als  Perrautationsgruppen  der  Grade  22  und  23  darstellbar  sind 
(G.  A.  Miller,  Bull,  de  la  soc.  math.  28,  266  (1900)).  Eine 
«infache  Gruppe  ungerader,  zusammengesetzter  Ordnung 
ist  nicht  bekannt.  (Über  den  Stand  dieser  Frage  vgl.  Rietz^ 

Am.  J.  math.  26,  1 (1904).)  " 

Nicht  auflösbare  abstrakte  Gruppen,  deren  Ordnungen  <480 
ist,  gibt  es  nur  die  folgenden  25  nicht  isomorphen:  ; 


Ordnung:  60  | 120  | 168  j 180  | 240  j 300  j 336  | 360  j 420  I 

Anzahl:  1131ljl|8[l|3|6|l 

(Hölder,  Math.  Änn.  46,  420  (1895)).  ' 


§ 5.  Abelsche  Gruppen.  Hamiltonsche  Gruppen. 

Die  Quaternionengruppe. 

Jede  Gruppe,  die  nur  aus  vertauschbaren  Operationen  be- 
steht, heißt  eine  Abclsche  oder  kommutative  Gruppe  (vgl.  S.  174). 
In  jeder  endlichen  abstrakten  Abel  sehen  Gruppe  & kann  man 
stets  ein  System  erzeugender  Elemente  Ag,  . . .,  A^  der  Ord- 
nungen g^y  ^21  • • •>  9 a derartig  aus  wählen,  daß  das  Produkt 
9\Ü^  9a  gleich  der  Ordnung  von  ist  und  jedes  Element  von 
% ein  und  auch  nur  einmal  in  der  Form  A}'  AJ*  . . . A*<t  er- 
i^eint,  wenn  h^  alle  ganzzahligen  Werte  von  0 bis 
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— 1 , bzw.  0 bis  1 usw.,  0 bis  — 1 annebmen.  Ein 
System  von  Elementen,  das  sich  zu  einer  solchen  Darstellung 
eignet,  heißt  eine  Basis  der  Ahelschen  Gruppe;  die  erzeugenden 
Elemente  der  Basis  heißen  BasiseJemente. 

Eine  Basis  einer  Ahelschen  Gruppe  kann  verschiedenartig 
gewählt  werden;  auch  die  Anzahl  der  Basiselemente  ist  nicht 
für  jede  Gruppe  die  gleiche.  Bei  jeder  endlichen  Ahelschen 
lassen  sich  die  Basiselemente  derartig  wählen,  daß  ihre  Ord- 
nungen Primzahlen  oder  ihre  Potenzen  sind.  Die  auf  diese 
Weise  gewonnenen  Primzahlpotenzen  heißen  die  Invarianten 
der  Gruppe.  Zwei  Abelsche  Gruppen  sind  dann  und  nur 
dann  holoedrisch  isomorph,  wenn  sie  die  gleichen  Invarianten 
haben. 

Eine  Abelsche  Gruppe  von  Primzahlpotenzordnung 
p^^  (m  ^ 1 ) mit  den  Invarianten  p“*, . . . p^i  («i  4*  «2  “i"  * ~ 

heißt  vom  Typus  («j,  • • •?  alle  Ahelschen  Gruppen 

mit  denselben  Invarianten  isomorph  sind,  existieren  bei  gege- 
benem p und  m nur  soviel  verschiedene  Abelsche  Gruppen  der 
Ordnung  als  es  verschiedene  additive  Zerlegungen  der  Zahl 
m gibt. 

Bei  jeder  endlichen  Ahelschen  Gruppe  kann  man  eine 
Basis  auch  derartig  wählen,  daß  die  Ordnungszahl  jedes  vorauf- 
gehenden Basiselementes  entweder  durch  die  Ordnungszahl 
des  folgenden  A.^^  teilbar  oder  ihr  gleich  ist.  Auf  diese  Weise 
erhält  man  die  kleinste  Anzahl  von  Basiselementen;  diese  kleinste 
Anzahl  erzeugender  Elemente  der  Ahelschen  Gruppe  heißt  der 
Bang  der  Ahelschen  Gruppe.  Der  Begriff  der  Invarianten  wurde 
allerdings  in  anderer  Fassung  von  Frobenius  u.  Stickelberger 
(Journ.  f.  Math.  86,  236  (1879))  eingeführt;  die  obige  Defini- 
tion geht  auf  H.  Weber  zurück.  Vgl.  H.  Weber,  Algebra  2, 
38 ff.  Ist  m eine  beliebige  ganze  Zahl,  so  bilden  die  9>(m)  ganzen 
positiven  Zahlen,  die  kleiner  als  m und  relativ  prim  zu  m sind, 
wenn  man  sie  multiplikativ  verknüpft  und  die  sich  bei  der  Mul- 
tiplikation ergebenden  Zahlen  stets  mod  m nimmt,  eine  Abel- 
sche Gruppe  der  Ordnung 

Wegen  unendlicher  Abelscher  Gruppen  vgl.  H.  Weber, 
Math.  Ann.  48,  435  (1897)  und  de  Seguier,  Groupes  abstraits, 
S.  97. 


Jede  endliche  Gruppe,  deren  sämtliche  Untergruppen  in- 
variant sind,  heißt  eine  Hamiltonsche  Gruppe.  (Dedekind,  Math. 
Ann.  48,  548  (1897),  G.  A.  Miller,  C.  B.  126,  1406  (1898), 
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Bull.  Am.  M,  S.  (2)  4,  510,  (1898),  E.  Wendt,  Math.  Ann.  50, 
187  (1904),  60,  319  (1905)).  Eine  besonders  wichtige  Hamil- 
tonsche  Gruppe  ist  die  Quaternioncngruppe ; hierunter  versteht 
man  die  Gruppe  8*®’^  Ordnung,  die  durch  die  zwei  unabhängigen 
Elemente  und  erzeugt  wird  und  deren  definierende  Gleichungen: 
i\  “ 1 , /j  = 1 , ^ lauten.  Für  die  Zusammensetzung 

der  Quaternioneneinh eiten  (vgl.  S.  16  und  setze  — h 
— — l)  gelten  genau  die  gleichen  Kompositionsregeln  wie  für 
die  Quaternionengruppe.  Die  Quaternioncngruppe  besitzt  drei 
Untergruppen  vierter  und  eine  zweiter  Ordnung. 

Jede  Hamilton  sehe  Gruppe,  die  keine  Abel  sehe  Gmppe 
ist,  ist  das  direkte  Produkt  einer  Quaternionengruppe,  einer 
Ab  ersehen  Gruppe,  deren  sämtliche  Elemente  die  Ordnung  2 
haben,  und  einer  Abel  sehen  Gruppe  ungerader  Ordnungszahl, 
Umgekehrt  ist  jede  derartige  Gruppe  eine  Hamiltonsche  Gruppe. 
Verallgemeineningen  der  Hamiltonschen  Gruppen:  G.  A.  Miller,“ 
Math.  Ami.  60,  597  (1905),  Arch.  f.  Math.  (3)  11,  76  (1906), 
Wendt,  Math.  Ami.  62,  381  (1906Y 


Jede  Untergruppe  einer  Abel  sehen  Gruppe  ist  wiederum 
Abel  sch.  Es  gibt  auch  nicht-A  bei  sehe  Gruppen,  deren  sämt- 
liche Untergrupppen  Abel  sehe  Gruppen  sind;  ihre  Ordnung  ist 
nie  durch  mehr  als  zwei  verschiedene  Primzahlen  teilbar  (Miller 
and  Moreno,  Trans.  Am.  M.  S.  4,  398  (1903)).  Eine  Gruppe, 
deren  Kommutatorgruppe  nur  aus  invarianten  Elementen  besteht, 
heißt  mefdbeJsch  (W.  B.  Fite,  Trans.  Am.  M.  S.  3,  331  (1902)). 


§ 6.  Permutationen.  Symmetrische  und  alternierende 

Gruppe, 


Diejenige  Operation,  die  n Symbole  (man  sagt  auch  Zifi'em, 
Zahlen,  Buchstaben,  Marken)  durch  die  gleichen  Symbole  in 
der  nämlichen  oder  einer  anderen  Anordnung  ersetzt,  heißt 
eine  Penmdation  oder  Substitution  (in  engerem  Sinn).  Be- 
zeichnet man  die  zu  vertauschenden  Symbole  mit  1,  2,  3,  . . .,  n 
und  irgendeine  Anordnung  von  ihnen  mit  «g,  . . so 

schreibt  man  die  Permutation,  die  1 durch  2 durch  org, 


n durch 


C ä u c hy , CEhivres  (2) 


/I  2 3 ...  M \ / 

ersetzt,  ( ) ' ( ^ 

\ai  «3  . . . aj  \ 

1,  67,  manche  Autoren  schreiben  umgekehrt  nach  Cauchys 
späteren  Arbeiten,  CEkwrcs  (l)  9,  281  ^ ^ Häufig 
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bezeichnet  man  eine  Permutation  abgekürzt  mit  einem  einzigen 
Buchstaben  A. 

Jede  Permutation  kann  auf  nl  Arten  geschrieben  werden, 
indem  man  entweder  den  Zähler  oder  den  Nenner  beliebig  an- 
ordnet und  nur  den  Zusammenhang  zwischen  den  übereinander- 
stehenden Symbolen  nicht  stört.  Ist  «g»  • • irgendeine 
Anordnung  der  Zahlen  1,  2, . . »i,  so  kann  man  die  Permutation 

n 2 3 ..  n \ ^ ^ /aj  »2  . . . \ , . 

^ = I 1 auch  gleichwertig  i 1 schrei- 

\«i  0^2  «8  • • • V 

ben.  Bei  einer  Permutation  läßt  man  häufig  die  sich  nicht 
ändernden  Symbole  fort. 

Die  Anzahl  n der  Symbole,  auf  die  sich  die  Permutation 
bezieht,  heißt  der  Chad  der  Fermutation]  die  Anzahl  der  Sym- 
bole, die  durch  von  ihnen  verschiedene  ersetzt  werden,  heißt 
die  Klasse  der  Permutation. 

Aus  zwei  Permutationen 


= und  ^ = = 

Vo,  «2  . . . aj  \ßi  /Sj  . . . ßj  \ß„^  ß^  ■ 

c-ß  * ■ * ), 

Wß.,--ßJ’ 


7) 


entspringt  eine  dritte 


das  ProduM  von  Ä und  B.  Man  schreibt  C ^ AB.  (Manche 
Autoren  bezeichnen  umgekehrt  das  so  gebildete  Produkt  G mit  BA.) 

Eine  Permutation  heißt  zyMisch  oder  zirkulär.,  wenn  sich 
alle  ihre  Symbole  oder  bei  Fortlassung  der  sich  nicht  ändernden 
die  übrigen  so  anordnen  lassen,  daß  das.  erste  Symbol  durch 
das  zweite,  das  zweite  durch  das  dritte,  usw.,  das  letzte  durch 
das  erste  ersetzt  wird.  Eine  zyklische  Permutation  hat  bei 
Fortlassung  der  unverändert  bleibenden  Symbole  die  Form: 


Man  bezeichnet  sie  mit  («i  ? «2  > • • • > iiidein  man  die  Symbole 
in  der  Reihenfolge,  in  der  das  eine  für  das  andere  tritt,  in 
eine  Klammer  hintereinander  setzt.  Die  zyklische  Permutation 
läßt  sich  daher  auf  m Arten  schreiben: 


Eine  Permutation,  bei  der  nur  zwei  Symbole  vertauscht 
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werden,  also  eine  zyklische  Permutation  (a,  6),  heißt  eine  Tram- 
position. 

Jede  PermutaUon  Jcann.,  abgesehen  von  der  Beihenfolge^  auf 
eine  und  auch  nur  auf  eine  Weise  als  ein  Produkt  zyklischer 
Permutationen die  kein  Symbol  gemeinsam  haben.,  dargestellt 
werden.  Diese  zyklischen  Faktoren  heißen  die  Zykeln  der  betr. 
Permutation. 


Eine  zyklische  Permutation  oder  eine  solche,  bei  der  jeder 
Zyklus,  abgesehen  von  den  eingliedrigen,  die  gleiche  Anzahl  von 
Symbolen  enthält,  heißt  eine  reguläre  Permutation. 

Jede  Permutation  n*^  Grades  mit  r Zykeln,  wobei  die  ein- 
gliedrigen mitzurechnen  sind,  kann  durch  n — r Transpositionen 
ersetzt  werden.  (Vgl.  S.  44.)  Jede  Permutation  kann  auf  un- 
unendlich viele  Weisen  als  Produkt  von  Transpositionen  dar- 
gestellt werden;  dabei  ist  sie  entweder  das  Produkt  einer  stets 
geraden  oder  einer  stets  ungeraden  Anzahl  von  Transpositionen. 

Eine  Permutation  heißt  gerade,  von  der  ersten  Klasse  oder 
eigentlich,  wenn  sie  aus  einer  geraden  Anzahl  von  Transposi- 
tionen gebildet  werden  kann;  im  anderen  Fall  heißt  sie  un- 
gerade, von  der  zweiten  Klasse  oder  uneigenüich. 

Ist  A eine  gegebene  Permutation  w*®“  Grades,  so  ist  die 
Anzahl  der  Arten,  auf  die  sich  A als  Produkt  von  w Trans- 
positionen darstellen  läßt,  gleich 


+ «b/ü“’  + • • • + 


hierbei  hängen  f^,  f^,  . . .,  nur  von  n allein  ab  und  sind 
ganze  Zahlen,  Cj,  . . .,  sind  rationale,  von  n und  der  ge- 
gebenen Permutation,  aber  nicht  von  w abhängige  Zahlen, 
^e  mit  den  Gruppencharakteren  der  symmetrischen  Gruppe 
(vgl.  § 10)  in  Zusammenhang  stehen.  (A.  Hurwitz,  Math.Ann. 
39,  7 (1891),  55,  53  (1902),  Netto,  ebenda  56,  482  (1903), 
Frobenius,  Sitzungsb.  d.  Berl.  Akad.  (1903),  357.) 

Die  nl  verschiedenen  Permufationen  von  n Symbolen  bilden 
hei  ihrer  Komposition  eine  endliche  Gruppe,  die  symmetrische 
Gruppe  der  Ordnung  n!  (Der  Name  von  C.  Jordan,  Joum. 
de  math.  (2)  16,  383  (1871)). 

Die  füi*  endliche  Gruppen  allgemein  definierten  Begriffe 
können  für  die  symmetrische  Gruppe  verwendet  werden.  Ihre 
Einheit,  die  mit  1 bezeichnet  wird,  ist  die  identische  Permutation 


, die  alle  Elemente  ungeändert  läßt.  Die  zu 


: § 6.  Permutationen.  Symmetrische  und  alternierende  Gruppe.  20T 
I /123...w\ 

j — j ) remproke  oder  inverse  Permutation  lautet 

I 0^2  «s  . . . aj 

f Die  Ordnung  einer  Permutation  ist  die 

I \l  2 S ...nJ 

kleinste  positive  Zahl  a,  für  die  = 1 wird. 

Die  Ordnung  irgendeiner  Permutation  ist  das  kleinste  ge-' 
meinsame  Vielfache  der  Anzahl  von  Symbolen  ihrer  dnzclnm 
Zykdn.  Im  besonderen  ist  die  Ordnung  einer  regulären  Per- 
mutation gleich  der  Anzahl  von  Symbolen  irgendeines  ihrer 
Zykeln. 

Ist  A irgendeine  Permutation  der  Ordnwng  n und  d der 
größte  gemeinsame  Teileir  der  positiven  ganzen  Zahlen  x und  n, 

so  hat  die  Permutation  A?  die  Ordnung  ist  A zyklisch,  so 


vt 

ist  A®  regulär  und  zerfällt  in  d Zykeln  von  je  Symbolen. 

Jede  reguläre  Permutation  ist  die  Potenz  einer  zyklischen  Per- 
mutation. 

Auch  eine  geringere  Anzahl  als  die  Gesamtheit  aller  Per- 
mutationen der  symmetrischen  Gruppe  der  Ordnung  n!  kann 
für  sich  eine  Gruppe  bilden.  Jede  solche  Untergruppe  der  sym- 
metrischen Gruppe  heißt  eine  Permutationsgruppe,  Die  Anzahl 
der  Elemente,  auf  die  sich  die  Gruppe  bezieht,  heißt  ihr  Grad, 
die  Anzahl  der  Permutationen,  die  sie  enthält,  ihre  Ordnung. 
Die  Ordnung  jeder  Permutationsgruppe  des  Grades  n ist  ein 
Divisor  von  n! 

Enthält  eine  Permutationsgruppe  eine  Permutation  der 
Klasse  k und  (abgesehen  von  der  in  jeder  Gruppe  vorhandenen 
Identität)  keine  von  niedrigerer  Klasse,  so  heißt  die  Permuta- 
tionsgruppe von  der  Klasse  k.  (C.  Jordan,  Journ.  de  math.  (2) 
16,  408  (1871)). 

Alle  geraden  Permutalionen  von  n Symbolen  bilden  eine 

n ^ 

Permutationsgruppe  der  Ordnung  die  alternm'ende  Gruppe. 

i 

Enthält  eine  Permutationsgruppe  des  Grades  n die  n — 2 
zyklischen  Permutationen  zweier  fester  Symbole  mit  den  übrigen^ 
also  z.  B.  (1,  2,  3),  (1,  2,  4),  . . . (1,  2,  w),  so  ist  sie  entweder  die 
alternierende  oder  die  symmetrische  Gruppe. 

Enthält  eine  Permutationsgruppe  des  Grades  n die  n — t 
Transposiiioncn  eines  festen  Symbols  mit  den  übrigen,  also  z.  B. 
(1,  2),  (1,  3),  . . .,  (1,  w),  so  ist  sie  die  symmetrische  Gruppe. 
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Die  abstrakte  Gruppe , die  durch  die  w — 1 unabhängigen 
Elemente  Ä^(i  ==  1,  2,  . . w — l)  mit.  den  Gleichungen 

Ä.Äj  — ÄjÄf(i  = 1,  2,  . . w — 3 ; ^'  = ?■  + 2,  f • • •>  ^ — 1)» 

= 1,  2,  . . w 2) 

definiert  wird,  ist  mit  der  symmetrischen  Gruppe  holoedrisch  iso- 

. . w ! 

morph.  Analoge  Definition  einer  abstrakten  Gruppe  der  Ordnung  — , 

die  mit  der  alternierenden  Gruppe  des  Grades  n holoedrisch 
isomorph  ist,  durch  n — 2 unabhängige  Elemente.  (E.  H.  Moore, 
Proc.  Land.  M.  S.  28,  357  (1897),  Dickson,  Linear  groups^ 
S.  287.) 

Zwei  Permutationen  A und  B von  n Elementen  heißen 
konjugiert^  ähnlich  oder  gleichberechtigt  — schärfer  ausgedrückt: 
konjugiert  in  bezug  auf  die  symmetrische  Gruppe  — , falls 
irgendeine  Permutation  C des  nämlichen  Grades  existiert,  daß 
A^  G~^BC  ist.  Zwei  Permutationen  sind  dann  wnd  nur  dann 
in  hemg  auf  die  symmetrische  Ghruppe  konjugiert^  falls  sie  gleich- 
viele  Zykeln  mit  gleichvielen  Elementen  besitzen.  Die  Permu- 
tation G~^BG  wird  dadurch  erhalten,  daß  man  die  Permutation 
G in  den  Zykeln  der  Permutation  B ausführt.  Teilt  man  die 
symmetrische  Gruppe  in  k Klassen  konjugierter  Elemente,  so 

n ! 

umfaßt  die  Klasse  - n — ^ Permutationen,  die 

^ 1“.«!  2^.^!  3>'  y!... 

aus  a Zykeln  mit  einem  Element,  § Zykeln  mit  zwei  Elementen, 
y Zykeln  mit  drei  Elementen,  . . . bestehen.  Die  Anzahl  k der 
Klassen  konjugierter  Elemente  der  symmetrischen  Gruppe  des 
Grades  n ist  gleich  der  Zahl  der  ganzzahligen  positiven  Lö- 
sungen a,  |3,  y , . . . der  Gleichung  w = «-|-2|3-|-3y-}-*  *•» 
wobei  a,  /?,  y,  . . . auch  Null  sein  können.  (Oauchy,  Oeuvres 
<1)  9,  289). 

Zwei  Permütationen  A und  jB,  die  einer  Permutations- 
gruppe augehören,  heißen  in  bezug  auf  & konjugiert^  ähnlich 
oder  gleichberechtigt^  falls  in  eine  Permutation  G existiert, 
daß  A = G~^BG  wird.  Z.  B.  zwei  Permutationen,  die  aus 
lauter  Zykeln  verschiedener  ungerader  Ordnungen  bestehen  und 
in  bezug  auf  die  symmetrische  Gruppe  ähnlich  sind,  brauchen 
es  nicht  in  bezug  auf  die  alternierende  Gruppe  zu  sein.  (Fro- 
benius,  Sitzu/ngsb,  d.  Berl.  Akad.  (1901),  303.) 

Zwei  Permutationsgruppen  und  §2  gleichen  Grades 
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heißen  ähnlich,  Iconjugmi , auch  gleichberechtigt,  falls  eine  Per- 
mutation B des  nämlichen  Grades  existiert,  daß  §2  ==  B^^B~^ 
wird.  (Betrachtet  man  eine  Pennutationsgruppe  als  eine  Gruppe 
linearer  homogener  Substitutionen,  so  kann  man  den  Begriff  der 
Ähnlichkeit  zweier  Permutationsgruppen  weitergehend  mittelst 
einer  überführenden  linearen  homogenen  Substitution  definieren, 
ohne  daß  eine  übeiTührende  Permutation  zu  existieren  braucht. 
AV.  Burnside,  Broc.  Lond.  M.  S.  34,  159  (1902).) 

Ist  § eine  Untergruppe  der  Permutationsgruppe  und 
sind  alle  Permutationen  G von  mit  § vertauschbar,  so  ist 
§ eine  invariante  Untergruppe  von 

Die  symmetrische  Gruppe  hat  die  alternierende  Gruppe  mr 
invarianten  Untergruppe  des  Index  2. 

Die  alternierende  Gruppe  von  mehr  als  vier  Symbolen  ist 
einfach  (C.  Jordan,  C.B.  60,773  (1865),  Kronecker,  Monatsb. 
d.  Bert.  Äkad.  (1879),  208).  Die  alternierende  Gruppe  (^^2 
des  Grades  4 besitzt  eine  invariante  Untergruppe  des  In- 
dex 3;  sie  ist  zugleich  invariante  Untergruppe  der  symmetrischen 
Gruppe ' besteht  aus  der  Identität  und  drei  Paaren 

von  Trahspositionen  (1,  2)  (3,  4),  (l,  3)  (2,  4),  (l,  4)  (2,  3), 
von  denen  jede  mit  der  Identität  eine  invariante  Untergruppe 
ton  bildet.  Die  symmetrische  Gruppe  von  4,  3 und  2 Sym- 
bolen ist  eine  auflösbare  Gruppe  und  besitzt  die  Indexreihe 
2,  3,  2,  2 bezw.  2,  3 bezw.  2. 

§ 7.  Transitive,  intransitive,  primitive  und  imprimitive 
Permutationsgruppen.  Reguläre  Gruppen.  Gruppen  vom 
Primzahlgrad.  Metazyklische  Gruppe.  Modulargruppe. 


Eine  Permutationsgruppe  heißt  transitiv,  wenn  ihre  Per- 
mutationen irgendein  Symbol  in  jedes  überzuführen  gestatten; 
eine  transitive  Permutationsgruppe  besitzt  Permutationen,  die 
jedes  Symbol  in  jedes  überführen.  Eine  Permutationsgruppe 
^ten  Qj-aües  ist  dann  und  nur  dann  transitiv,  wenn  sie  n Permu- 


tationen der  Form 


enthält. 

Eine  Permutationsgruppe  heißt  intransitiv,  wenn  die  in  ihr 
enthaltenen  Permutationen  wenigstens  ein  Symbol  nicht  in  jedes 
beliebige  überführen.  Bei  jeder  intransitiven  Gruppe  05  können 
die  Symbole  so  in  m Teile  „Systeme  der  IntransitlvitäU : 


> <^2 » * • • 5 ^ ^2 » ■ * • 5 1 ^2 1 * * ' i • 

Pascal,  Bepsrtorium.  I.  2.  Anfl. 


•1 


n^2. 


•5 


14 
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zerlegt  werden,  daß  die  Permutationen  der  Gruppe  die  Symbole 
jedes  Teiles  transitiv  untereinander  vertauschen  und  nicht  in 
diejenigen  eines  anderen  überführen.  Jede  Permutation  einer 
intransitiven  Gruppe  ist  das  Produkt  von  Permu- 
tationen JPi{i  = 1,  2,  von  denen  jede  nur  die  Symbole 

aus  einem  System  enthält.  Die  Permutationen  P^.,  die  nur  die 
Symbole  des.  i*®“  Systems  der  Intransitivität  enthalten,  bilden 
eine  transitive  Permutationsgruppe  Die  Permutationsgruppen 
? ^2  5 • • • j heißen  die  transitiven  Komponenten  (Konsti- 
tuenten) von  (^.  Über  intransitive  Permutationsgruppen  vgl. 
Bol  za,'  Am.  J.  math.  11,  195  (1889),  Burnside,  Theory  of 
groupfs,  S.  159.  . 

Lassen  sich  die  Symbole  einer  transitiven  Permutätions- 
gruppe  des  Grades  n in  m Systeme  von  je  Symbolen  ver- 
teilen, so  daß  die  Permutationen  der  Gruppe  die  Symbole  eines 
Systems  entweder  nur  durcheinander  oder  durch  sämtliche  eines 
anderen  Systems,  ersetzen,  so  heißt  die  Gruppe  imprimitiv.  Die 
m Systeme  werden  Systeme  der  Imprimitivität  genannt.  Eine 
transitive  Gruppe,  deren  Symbole  sich  nicht  so  einteilen  lassen, 
heißt  primitiv. 

Die  Einteilung  der  Permutationsgruppen  in  die  drei  Klassen: 
intransitive,  imprimitive  und  primitive  geht  auf  Ruffini  zurück. 

Ist  (3  eine  transitive  Permutationsgruppe  des  Grades  n imd 
Hlden  die  Permutationen  von  die  ein  bestimmtes  Symbol  un- 
geändert  lassen,  eine  Gruppe  §,  so  ist  % imprimitiv.,  wenn  eine 
von  (3  umd  § verschiedene  Permutationsgruppe  existiert,  die 
§ enthält  und  in  (3  enthalten  ist.  Existiert  kein  solches  so 
ist  ^ primitiv.  (Dyck,  Math.  Ann.  22,  94  (1883),  Frobenius, 
Sitzungsb.  d.  Perl.  Akad.  (1895),  179.) 

Jede  invariante  Untergruppe' einer  primitiven  Permutaiions- 
gruppe  ist  transitiv.  (Satz  von  Jordan,  Traite,  41.)  Die  Ord- 
nung einer  auflösbaren  primitiven  Permutationsgruppe  ist  eine 
Primzahlpotenz.  ( G a 1 o i s , (Euvres,  p . 11.) 

Besitzt  eine  imprimitive  Permutationsgruppe  eine  invariante 
intransitive  Untergruppe,  so  sind  ihre  Systeme  der  Intransitivität 
Systeme  der  Imprimitivität  der  gegebenen  Gruppe.  Besitzt  eine 
imprimitive  Gruppe  m Systeme  der  Imprimitivität,  so  werden 
diese  durch  die  Permutationen  von  ® nach  einer  transitiven 
Gruppe  (3i  des  Grades  m permutiert,  die  mit  der  Faktorgruppe  6J/3 
holoedrisch  isomorph  ist.  Die  invariante  Untergruppe  3 von  (3, 
die  der  Identität  von  entspricht,  ist  intransitiv  und  läßt  die 
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m Systeme  ungeändert  Die  Gruppe  3 Tcann  auch  witer  Um- 
ständen die  Identität  sein. 

Bei  einer  imprimitiven  Bermutationsgruppe  Mnnen  sich  die 
Symbole  verschiedenartig  m Systeme  der  Imprimitivität  zerlegen 
lassen  (vgl.  über  imprimitive  Gruppen  die  mit  zahlreichen  Ldte- 
raturangaben  versehene  Arbeit  von  Kuhn,  Am.  J.  math.  26,  45 
(1904)). 

Die  transitiven  Permutationsgruppen  werden  in  einfach  und 
mehrfach  transitive  unterschieden.  (Mathieu,  Journ.  de  mafh. 
(2)  5,  13  (1860).)  Eine  Permutationsgruppe  heißt  h-fach  tran- 
sitiv., wenn  ihre  Permutationen  irgend  h fest  gewählte  Symbole 
in  h beliebige  andere  überzuführen  gestatten.  Eine  .Ä-fach  tran- 
sitive Gruppe  besitzt  eine  Permutation,  die  h beliebig  ausgewählte 
Symbole  in  h beliebige  andere  überführt.  Eine  mehrfach  trän* 
sitive  Gruppe  ist  stets  primitiv. 

Die  Ordnung  einer  h-fach  transitiven  Bermutations- 
gruppe vom  Grade  n ist  gleich  n{n  — l)(w  — 2)  . . . — Ä -f  l)m, 

worin  m die  Ordnung  einer  Untergruppe  bedeutet,  deren  Bermu- 
tationen  k beliebig  ausgewählte  Symbole  ungeändert  lassen. 

Ist  die  Gruppe  {n  — ky^^  Grades,  die  von  allen  denjenigen 
Bermutationen  einer  wenigstens  k-fach  transitiven  Bermutations- 
gruppe n*^^  Grades  gebildet  wird,  die  k bestimmte  Symbole  un- 
geändert  lassen,  noch  g,-fach  transitiv,  so  ist  die  Gruppe  n^ 
Grades  (ft  -f  k)-fach  transitiv.  (Frobenius,  Journ.  f.  Math.  101, 
290  (1887).) 

Eine  Bermutationsgruppe  des  Grades  n,  die  nicht  die  alter- 
nierende Gruppe  ihres  Grades  enthält,  kann  nicht  mehr  als 

+ li}j-fach  transitiv  sein'^),  die  alternierende  Gruppe  ist  {n  — 2)- 

fach,  die  symmetrische  Gruppe  n-fach  transitiv. 

Enthält  eine  k-fach  transitive  Bermutationsgruppe  nicht  die 
alternierende  Gruppe  ihres  Grades,  so  ist  ihre  Klasse  (vgl.  S.  207) 
> 2Ä  — 3.‘  Besitzt  also  eine  k-fach  transitive  Bermutations- 
gruppe, abgesehen  von  der  Identität,  Bermutationen,  die  weniger 
als  2k  — 2 Symbole  vertauschen,  so  ist  sie  die  alternierende  oder 
symmetrische  Gruppe. 

Enthält  eine  k-fach  transitive  Bermutationsgruppe  des  Grades 
n nicht  die  alternierende  Gruppe  ihres  Grades,  so  ist  ihre  Klasse 
'>\n—l,  wenn  k';>l,  1,  wenn  fc>2  und  '^\n—l, 


1)  Für  die  fünffach  transitive  Mathieusche  Permutationsgrupp© 
des  Grades  12  (vgl.  S.  202)  wird  dieses  Maximum  eireiobt. 

14* 
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wenn  Je  3.  (Bochert,  Math.  Ann.  40,  179  (1892);  engere 
Grenzen:  Math.  Ann.  49,  133  (1897),  C.  Jordan,  Journ.  de 
math.  (5)  1,  35  (1895),  Maillet,  Mem.  jpres.  par  divers  savants 
a Vacad.  des  Sciences  32,  (1902)). 

In  jeder  transitiven  Permutationsgruppe  des  Grades  n gibt 
cs  ivcnigstens  n — 1 Permutationen,  die  alle  Symbole  vertauschen. 
Eine  transitive  Permutationsgruppe,  bei  der  die  Ordnung  gleich 
dem  Grade  n ist,  heißt  regulär.  Eine  solche  enthält,  abgesehen 
von  der  Identität,  nur  Permutationen,  die  alle  Symbole  vertauschen ; 
sie  läßt  sich  auch  als  eine  transitive  Permutationsgruppe  des 
Grades  und  der  Klasse  n charaMerisieren.  Jede  reguläre  Gruppe, 
deren  Grad  eine  zusammengesetzte  Zähl  ist^  ist  imprimitiv. 

Zu  jeder  regulären  Permutationsgruppe  des  Grades  n existiert 
eine  mit  ihr  holoedrisch  isomorphe  derselben  Symbohy  sie  umfaßt 
alle  Permutationen  und  auch  Iceine  anderen  als  diejenigen,  die 
mit  jeder  Permutation  der  ersten  Gruppe  vertauschbar  sind.  Der 
Durchschnitt  der  zwei  G^'uppen  ist  die  Zentrale  jeder  von  beiden. 

Bei  einer  transitiven  Permutationsgruppe  des  Grades  n 
und  der  Klasse  n — 1 bilden  die  n — 1 Permutationen,  die  alle 
Symbole  umsetz en,  zusammen  mit  der  identischen  Permutation  eine 
charaJcteristische  Untergruppe.  Eme  derartige  Gruppe  ^ Jearm 
nur  dann  primitiv  sein,  wenn  n eine  Potenz  einer  Primzahl  und 
die  in  enthaltene  Untergruppe  91  der  Ordnung  n eine  elemen- 
tare ist.  Unter  diesen  Bedingungen  ist  % stets  dann  und  nur 
dann  primitiv,  wenn  91  eine  minimale  invariante  Untergruppe 
von  ist.  (Frobenius,  Sitzungsb.  d.  Berl.  AJead.  (1901),  1226, 
(1902),  458.) 

Eine  Permutationsgruppe  des  Grades  r Je,  die  niäht  die 
alternierende  Gruppe  ihres  Grades  enthält,  Jeann,  wenn  r irgend- 
eine Primzahl  ist,  für  7c  > 2 nicht  mehr  als  Je -fach  transitiv  sein. 
(C.  Jordan,  Bull,  de  la  soc.  matJi.  1,  41,  G.  A.  Miller,  BtiU. 
Am.  M.  S,  4,  142  (1898).) 

Für  transitive  Permutationsgruppen  vom  PrimzaJilgrade  p 
gelten  folgende  Sätze: 

Eine  transitive  Permutationsgruppe  vom  Primzählgrad  ist 
stets  primitiv. 

Ist  der  Grad  einer  transitiven  Permutationsgruppe  eine 
Primzahl  p,  so  ist  ihre  Ordnung  — pg{lp  d-  !)>  wo  q ein  Teiler 
von  p — 1 ist  und  + 1 die  Anzahl  der  verschiedenen  in 

enthaltenen  Untergruppen  der  Ordnung  p bedeutet;  diese  Unter- 
gruppen sind  sämtlich  Jconjugiert.  Alle  mit  einer  beliebigen  der- 
artigen Gruppe  $ vertauschbaren  Elemente  vmi  büden  eine 
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Untergruppe  der  Ordnwng  pg  von  (Mathieu,  Journ.  de 
math.  (2)  6,  304  X1861).) 

Enthält  eine  transitive  Permutationsgruppe  vom  Prim- 
zdhlgrade  p irgendeine  invariante  Untergruppe  S,  so  ist  ÖJ/3 
eine  gyldische  Gruppe.  (G.  A.  Miller,  Bull.  Am.  M.  8.  4,  141 
(1898).) 

Die  Permutationen 


r 

\cc 


0 1 2 ...  p — 1 

a a ß cc  + 2ß  . . . c(-\-(p  — 


wobei  « = 0,1,2,...,  i?  — 1,  ß = 1 , 2 , . . .,  p — 1 und  die 
im  Nenner  der  Permutation  stehenden  Zahlen  immer  durch 
ihre  kleinsten  Reste  mod^  zu  ersetzen  sind,  bilden  eine  Permu- 
tationsgruppe des  Grades  p und  der  Ordnung  p (p  — l).  Sie 
ist  gtceifach  transitiv  und  auflösbar.  Jede  auflösbare  transi- 
tive Permutationsgruppe  vom  Primzahlgrad  p ist  enttveder  diese 
Gruppe  oder  eine  ihrer  Untergruppen.  (Galois,  (Euvrcs,  p.  47.) 
Die  fragliche  Gruppe  der  Ordnung  i?  (p  — l)  heißt  nach 
Kronecker  {Monatsb.  d.  Berl.  Ahad.  (1879),  217)  metazyMisch., 
bei  H.  Weber,  Algebra  1,  666  die  volle  lineare  Gruppe.  Man 
stellt  ihre  Permutationen  „analytische^  dar  durch  die  Relation 
\z,  az  ß\,  welche,  wenn  z die  Werte  0,  1,2,...,  p — 1 
durchläuft,  die  Verknüpfung  der  im  Zähler  der  Permutation 
stehenden  Symbole  mit  den  unter  ihnen  befindlichen  des  Nen- 
ners angibt.  Die  Gruppe  wird  erzeugt  durch  die  zwei  Per- 
mutationen \z.,  z 1 I und  \z.^gz\.)  wobei  g eine  primitive 
Wurzel  der  Primzahl  p ist.  Verallgemeinerung  dieser  Gruppe 
zu  einer  zweifach  transitiven  Permutationsgruppe  des  Grades  p‘^ 
und  der  Ordnung  — l)  mit  p^  konjugierten  zyklischen 

Untergruppen  der  Ordnung  p”^  — 1 , indem  für  die  Primzahl  p 
die  jp”*  Zahlen  des  treten.  Mathieu,  Journ.  de  math. 

(2)  5,  39  (1860),  (2)  6,  262  (1861)  (eine  weitere  Verall- 
gemeinerung), Burnside,  Theory  of  groups,  S.  155,  deSeguier, 
Journ.  de  math.  (5)  8,  263  (1902). 

Jede  transitive  Permutationsgruppe  vom  Primzahlgrade  p ist 
enttveder  in  der  metazyklischen  Gruppe  enthalten  oder  wenigstens 
zweifach  transitiv.  W. Burnside, Proc.iowdilf. ÄS 3, 163  (1901), 
Quart.  J.  37,  215  (1906),  J.  Schur,  Math.  Yer.  17,  171  (1908). 

Die  metazyklische  Gruppe  und  ihre  Untergruppen.,  deren  es 
für  jeden  Divisor  q von  p — 1 eine  gibt.,  sind  die  einzigen  tran- 
sitiven Permutationsgruppen  vom  Primzahlgrad  p mit  einer  ein- 
zigen Untergruppe  (1  = 0)  der  Ordnung  p.  Die  Zahl  l muß 
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immer  Null  sein,  wenn  q = 1 ist  oder,  wenn  für  2 = 2,  die 
Primzahl  p von  der  Form  4^+3  ist. 

Für  A = 1 gilt  der  Satz: 

Es  gibt  nw  vier  transitive  Fermutationsgruppen^  deren  Grad 
eine  Frimzdhl  p ist  und  die  p 1 Untergruppen  der  Ordnu/ng  ]) 
enüialten,  die  alternierende  und  die  symmetrische  Gruppe  des 
Grades  5,  derm  Ordnungen  gleich  60  u/nd  120  sind^  und  die 
beiden  einfachen  Gi'uppen  der  Grade  7 und  11,  deren  Ordnungen 
gleich  168  und  660  sind.  (Sy low,  Videnskabsselskabels  Skrifter 
I (1897),  Frobenius,  Sitzungsb.  d.  Berl.  Akad.  (1902),  352.) 


I 


Die  Permutationen  in  p 4-  1 Symbolen,  die  mit  0, 1,  2, . . , 
p — 1,  oo  bezeichnet  seien, 

/O  1 2 3 ...  p — 1 oo\ 

\ ^ y -|-  Ö 2 y d 3 y -j”  ^ {,P  — ■ 1)  y “f"  d y ' 

bilden,  wenn  p eine  ungerade  Primzahl,  y,  d beliebige 

Zahlen  aus  der  Reihe  0,  1,  2,  ...,1?  — 1 sind,  deren  Deter- 
minante (xd  — j3y  4=  ö ist,  und  die  im  Nenner  der  Permutation 
stehenden  Zahlen  mod^  genommen  werden,  eine  Gruppe;  hier- 
bei ist  unter  in  üblicher  Weise  die  Zahl  x zu  verstehen,  die 
durch  bx~  a(mod^)  bestimmt  wird,  und  für  6 = 0,  a 4=  0 ist 

— ==  oo  zu  setzen. 
b 

Die  definierte  Permuiationsgruppe  des  Grades  i?  -j-  1 hat  . 
die  Ordnung  p{p^  — l)  und  ist  dreifach  transitiv.  Ihre  Per- 
mutationen werden  „analytisch“  dargestellt  durch  die  Relation 
fx.  z “l“  ß ! 

yz  -f  i ’ t^d  — 4=  0;  diese  gibt,  wenn  z die  Werte  0,  1, 

2,  . . .,  ' 1,  oo  durchläuft,  die  Verknüpfung  der  im  Zähler  der 

Permutation  stehenden  Symbole  mit  den  unter  ihnen  befindlichen 
des  Nenners  an.  Die  Gruppe  der  Ordnung  p (j?^  — 1)  hat  eine  in- 
variante^ zweifach  transitive  Untergruppe  des  Grades  jo  1 
Ordnu/ng  \p  (jp^  — 1).  Ihre  Permutationen  werden  definiert  durch 

I z,  I der  Bedingung  ad  — j3y  = 1 (mod^).  Die  Gruppe 

der  Ordnung  ^p  (p^  — 1)  ist.  für  i?  > 3 einfach.  Die  letztere 
Gruppe  ergibt  sich  als  Galoissche  Gruppe  bei  den  Transforma- 
tionsgleichungen der  elliptischen  Funktionen  (Modulargleichungen) 
und  heißt  daher  ßde' Modulafgruppe.  Sie  ist  bereits  von  Galois, 
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(Euvres,  p.  28,  behandelt.  Die  Bestimmung  der  Untergruppen 
der  Modulargruppe  bei  Gierster,  Math.  Ann.  18, ‘319  (1881), 
vgl.  Klein- Fr  icke,  ModularfunMionen  1,  411,  Weber,  Algebra 
3,  284. 

Ist  p eine  Primzahl,  so  gibt  es  nicht  mehr  als  eine  transi- 
tiv'e  Gruppe  des  Grades  i?  + 1 der  Ordnung  ^p{p^  — 1); 
nur  für  p — 7 gibt  es  zwei  solche.  Es  gibt  nicht  mehr  als  eine 
transitive  Gruppe  des  Grades  i?  + 1 und  der  Ordnung  p{p^  — 1). 
(Frobenius,  Sitzungsb.  d.  Berl.  Akad.  (1902),  353,  359.) 

Die  durch  die  Permutationen  z.,  (ccd  — ßy  =H  ö) 

definierte  Gruppe  des  Grades  i?  + 1 läßt  sich  zu  einer  dreifach 
transitiven  Permutationsgruppe  L des  Grades  1 und  der 

Ordnung  — l)  verallgemeinern,  indem  man  sich  statt 

der  Primzahl  p des  Galois sehen  Feldes  GF[p**^^  bedient.  Als 
die  p^  -f-  1 zu  vertauschenden  Symbole  hat  man  die  mit  0,  1, 
2,  . . — 1 numerierten  Zahlen  des  GF[p^^  unter  Zufügung 

des  Symbols  oo  zu  verstehen,  a,  y,  d durchlaufen  die  Zahlen 

des  6rjP[p"*],  unter  ~ sei  die  durch  b'^  — a definierte  Zahl  | 


des  GFl^p^l  verstanden.  Ist  ==  2,  so  ist  die  Gruppe  L mit 

cc  Z I ~ ß 

der  Gruppe  Eq  der  Permutationen  z , ad  — |3y  = -|-l 

identisch.  Für  i?  > 2 hat  die  Gruppe  L die  Gruppe  des 
Grades  j)”*  -f  1 und  der  Ordnung  — r — — ^ 


die  durch  die 


Permutationen 


CCZ~\-ß 

yz-\-d 


aö 


ßy  = I definiert  wird  und 

zweifach  transitiv  ist,  zur  invarianten  Untergruppe.  Die  Per- 
mutationsgruppe Lq  des  Grades  p"^  -p  1 und  der  Ordnung 

— bezw.  2”*(§^’”  — l)  heißt  die  verallgemeinerte  end- 


liche Modulargruppe.  (Mathieu,  Journ.  de  mafh.  (2)  5,  39  (1860), 
E.  H.  Moore,  Math,  papers  of  the  Chicago  Congress  (1893),  publ. 
1896,  S.  208,  The  decennial  puhlications  of  the  university  of  Chicago, 
Vol.  IX  (1903),  W.Burnside,  Proc.  Lond.M.S.  25  113  (1894), 
Wiman,  Stockholm  Akad.  Bihang  25  (1899),  J.  Schur,  Journ. 
f.  Math.  132,  113  (1907),  Dickson,  Linear  groups,  S.  260, 
H.  Weber,  Algebra  2,  310.)  Die  verallgemeinerte  Modular- 
gruppe ist,  abgesehen  von  den  zwei  Fällen  p^’^  — 2 und  p^  — 3, 
eine  einfache  Gruppe.  Sie  hat  stets  Untergruppen  des  Index 
-f-  1,  aber  nur  für  p”*  = 2,  3,  5,  7,  3^^  11  solche  von  niederem 
Index.,  nämlich  vom  Index  2,  3,  5,  7,  6,  11.  (Für  m = l bereits 
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bei  Galois,  (Euvres,  p.  29.)  Außer  für  i?"*  = 5,  7,  9,  11  ist  die 
verallgemeinerte  Modulargruppe  mit  keiner  Permutatiosgruppe 
niedrigeren  Grades  als  mit  einer  des  Grades  + 1 holoedrisch 
isomorph.  In  den  Ausnahmefällen,  wo  ihre  Ordnung  60,  168, 
360  und  660  ist,  kann  sie  auch  als  Permutationsgruppe  in  5, 
7,  6 und  11  Symbolen  dargestellt  werden  und  ist  dann  3-,  2-, 
4-  und  2-fach  transitiv. 

Die  Gruppe  L der  Ordnung  S.  2i3 

behandelte  verallgemeinerte  metazyklische  Gruppe  | ^,  ccz  ß\ 
der  Ordnung  — l)  zur  Untergruppe.  (G.  A.  Miller, 

Quart  J.  34,  232  (1903).) 

§ 8.  Permutationsgruppen  höchster  Ordnung  bei 
gegebenem  Grad.  Die  zu  den  Permutationsgruppen  zu- 
gehörigen Punktionen.  Die  symmetrischen  und  alter- 
nierenden Funktionen. 

Die  Ordnung  einer  Permutationsgruppe  Grades  ist  stets 
ein  Teiler  von  w!,  jedoch  kann  nicht  jeder  Teiler  von  n\  die 
Ordnung  einer  Permutationsgruppe  w*®“  Grades  sein. 

Die  Aufgabe,  üntergmppen  der  symmetrischen  Gruppe  von 
möglichst  kleinem  Index  zu  bestimmen,  wird  als  Bertrandsclies 
FroUem  (Bertrand,  J.  ec.  polytCah.  30,  123  (1845))  bezeichnet. 
Der  Index  einer  intransitiven  Untergruppe  der  symmetrischen  Gruppe 
Grades  ist  gleich  oder  größer  als  n und  nur  dann  gleich  n,  tvenn 
die  Permutationsgruppe  ein  Symhol  fest  läßt  und  die  Hörigen  n — 1 
Symbole  auf  alle  (n  — 1)!  Arten  permutiert.  Der  Index  einer  im- 
primitiven  Untergruppe  der  symmetrischen  Gruppe  von  n Symbolen 
ist  immer  größer  als  n,  abgesehen  von  n — 4.  Für  w ==  4 existieren 
drei  ähnliche  imprimitive  Gruppen  8*®“  Grades,  also  vom  Index  3, 
von  denen  eine  durch  die  zicei  Permutationen  (12)  (3)  (4),  (13)  (24) 
erzeugt  wird.  Ausgenommen  für  ==  6 gibt  es  heine  primitive 
Permutationsgruppe  in  n Symbolen,  deren  Ordnung  ^{n — l)! 
ist.  Für  n — 6 gibt  es  primitive  Permutationsgruppen  des  In- 
dex  6,  also  von  der  Ordnung  120;  eine  solche  loird  durch  die 
auf  S.  214  besproche^ie  der  Primzahl  p = 6 entsprechende  Gruppe 
i^p  -f-  1)*®“  Grades  der  Ordnung  p(^p^  — l)  geliefert.  (Vgl.  J.  A. 
Serret,  Journ.  de  math.  15,  1 (1850),  Algebre  superieure  2,  287, 
C.  Jordan,  Tratte,  67,  H.  Weber,  Algebra  2,  154.) 

Eine  Aufzählung  aller  Permutationsgruppen  einschließlich 
der  intransitiven,  deren  Ermittlung  sich  stets  auf  transitive 
niedrigeren  Grades  zurückführen  läßt,  ist  bis  zum  Grade  w = 11 
geleistet;  bei  den  imprimitiven  Permutationsgruppen  ist  man 
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bis  zum  Grade  n=15,  bei  den  primitiven^)  bis  n — 18  ge- 
gangen. Literatur  in  der  nicht  abgeschlossenen  Arbeit  von 
Ev  K Martin,  Am.  J.  math.  23,  285  (1901).  Zur  Ergänzung: 
Miller  and  Ling,  Quart.  J.  32,  342  (1901),  Kuhn,  Am.  J. 
math.  26,  45  (1904).  Vgl.  auch  die  Zusammenstellung  bei 
Easton,  The  constructive  development  of  group-theory,  p.  77. 

Hat  man  eine  rationale  Funktion  9 (iCj , iCg , . . . , a;„)  der 
n Variablen  iCg?  • • •»  führt  auf  sie  sämtliche  n\  Per- 

mutationen der  n Zahlen  1,  2,  . . .,  w aus,  so  bildet  die  Gesamt- 
heit aller  Permutationen,  bei  denen  sich  die  Funktion  op  nicht 
ändert,  eine  Permutationsgruppe  ^ Grades;  sie  heißt  die 
Gruppe  der  Funidion.  Umgekehrt  gehören  zu  jeder  Permutations- 
gruppe w*®“  Grades  in  den  Zahlen  1,  2,  . . .,  n.eine  und  sogar  un- 
endlich viele  rationale  Funldionen  der  n Variablen  x^., 
die  nur  bei  den  Permutationen  aus  & und  keinen  anderen  un- 
geündert  bleiben. 

Eine  rationale  Funktion  iCg,  . . ic„),  die  bei  den 

Permutationen  der  symmetrischen  Gruppe  © p verschiedene 
Werte  annimmt,  heißt  q- wertig.  Ist  0 die  Gruppe  der  Funk- 
tion 9,  hat  @ die  Ordnung  g und  geht  9 durch  die  Permu- 
tationen von  © in  die  p verschiedenen  Werte  ^1  = (p,  <P2j  Tsi  ■ • Tn 
nl  ^ 

über,  so  ist  p = ^ , also  gleich  dem  Index  der  Untergrupxye 

von  ©.  (Lagrange.)  Die  p Funktionen  cpi^  T2’i  ' ' -i  Tq  Meißen 
ein  System  (in  bezug  auf  ©)  konjugierter  Funktionen. 

Jede  Permutation  aus  © permutiert  die  p Funktionen  unter- 
einander. Geht  (Pa  = ->•••’?)  durch  eine  Permutation  A von 
© in  9)^  über  und  ist  ^ die  Gruppe  der  Funktion  (pai  s® 

<Pa  durch  die  Permutationen  der  Nebengruppe  ^^A  in  cph 
über  und  ist  die  zu  (pb  gehörige  Gruppe.  Zu  kon- 

jugierten Funktionen  gehören  innetdialb  © ähnliche  Permutations- 
gruppen. 

Da,  abgesehen  von  = 4,  die  symmetrische  Gruppe  außer 
der  alternierenden  Gruppe  des  Index  2 keine  invariante  Unter- 
gruppe besitzt,  haben  für  p > 2,  abgesehen  von  n = 4,  die  zu 
einem  System  p konjugierter  Funktionen  zugehörigen  Permutations- 


1)  Primitive  Permutationsgruppen  ungerader  Ordnung,  deren 
Grad  <^243  ist,  existieren,  abgesehen  von  Untergruppen  der  meta- 
zyklischen  Gruppe,  nur  10  der  Ordnungen:  25.  3,  27. 13,  27.  39,  81.  5, 
121.  3,  121. 15,  125.  31,  125.  93,  169.  7,  169.  21.  Der  erste  Faktor  gibt 
hierbei  den  Grad  der  betr.  Permutationsgruppe  an.  H.  L.  Rietz, 
Am.  J.  math.  26,  30  (1904). 
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gruppen  keine  andere  gemeinschaftliche  Permutation  als  die 
Einheit. 

Abgesehen  von  w — 4,  ist  eme  weniger  als  n-wertige  FunTc- 
tion  von  n Variablen  1-  oder  2-werüg.  (Folge  des  oben  be- 
sprochenen B er  tr  and  sehen  Problems.) 

Für  w = 4 gibt  es  dreiwertige  Punktionen,  nämlich  das 
System  konjugierter  Funktionen: 

= { (®1  + *2)  — (»3  + *4)  ) *>  »’s  “ { (®1  + »s)  - («2  + »4).)  *. 

»>3=  ((»1  + *4)  — («2  + «s)}’ 

Die  drei  zu  diesen  Funktionen  zugehörigen  ähnlichen  ÖJg  haben 
die  in  der  symmetrischen  Gruppe  ®24  vierten  Grades  vorhandene 
invariante  (vgl,  S.  209)  gemeinsam.  Hierauf  beruht  Lagranges 
Auflösung  der  Gleichung  vierten  Grades  (Lagrange,  (Euvres  3, 
266,  vgl.  das  Kapitel  über  Algebra  § 8). 

Die  einwertigen  rationalen  Funktionen  von  n Größen  heißen 
symmetrisch.  Jede  rationale  symmetrische  Funhtion  ist  der 
tient  zweier  ganzer  rationaler  symmetrischer  Funktionen. 

Unter  der  symmetrischen  Funktion 
Gliederkomplex  zu  verstehen,  der  gefunden  wird,  wenn  man 
. . . x^n  allen  Permutationen  der  symmetrischen  Gruppe 
unterwirft  und  die  Summe  aller  dieser  Ausdrücke  bildet,  dabei 
aber  mehrfach  auftretende  fortläßt.  Anders  ausgedrückt: 

^xl^  xl^ . . .X^ri 

ist  die  Summe  des  Systems  der  mit  x'^  ^konjugierten 

Funktionen. 

Bei  x*^  . . . x^n  kann  man  das  Glied,  dessen  Exponen- 
ten den  Ungleichungen  ^ Vg  ^ ^3  • • • ^ 

fangsglied  wählen.  Ist  dies  geschehen,  so  bezeichnet  man 
2^^!^  ^2"^  • • • nur  durch  Angabe  der  Exponenten  (v^,  Vg?  • • •?  ^«) 
{G.  Gramer,  Introduction  ä Vanalyse  des  lignes  courhes,  Genf 
1750,  p.  666,  Vandermonde,  Besolution  des  equations  (l77l), 
deutsche  Ausg.,  Berlin  1888,  S.  9).  Man  nennt  (vj,  Vg,  . • v„) 

eine  typische,  einfache  oder  eintypige  symmetrische  Funktion.  Von 
zwei  typischen  symmetrischen  Funktionen  (v^ , Vg , . . . , v„)  und 
(vj',  Vg',  . . . heißt  die  erste  von  höherer  Ordnung  ' als  die 
zweite.,  wenn  in  der  Zahlenreihe  — "*^2^  • • •»  '^n~  '^n 

die  erste  nicht  verschwindende  Differenz  positiv  ist,  also  eht- 
weder  oder  ~ vf,  Vg  > v^'  oder  = v/,  Vg  = Vg', 

^8  ^ ^sw.  (Gauß,  Zweiter  Beweis  des  Fundamentalsatzes 
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der  Algebra  (1815),  Ges.  Werke  3,  36,  Ostwalds  Klassiker  der 
exakten  Wiss.  Nr.  14,  herausg.  von  Netto,  S.  40.) 

Die  typischen  symmetrischen  Funktionen  niedrigster  Ord- 
nung sind: 

==  (1, 0, 0, . . . , 0)  = 2^1  = + ^2  H f- 

(1,  1,  0,  0,  . . . , 0)  = J^x^x^  = x^x^  + x^x^  H 

-f  X^X^  + X^Xq  + • • • + 

^3=  (1,  1,  1,  0,  . . .,  0)  ==  J^Xj^X^X^  = x^x^x^  -f  X^X^X^  -i 

i + 

Sn—  (ij  Ij  . . . f = X^X^X^  . . . Xn- 

Die  n Funktionen  aSj  , S'g,  . . Sn  heißen  die  elementaren  sym- 
metrischen oder  die  symmetrischen  Grimdfunktionen. 

Jede  symmetrische  ganze  Funktion  G^x^^  x^^  . . x^  läßt 
sich  als  eine  Summe  typischer  symmetrischer  Funktionen  der 
Form  (^1,^2,  . . . , v„)  mit  von  den  Größen  x^.,  X2^  . . . , un- 
abhängigen Zahlenkoeffizienten  darstellen, 

G ^21  • • -5  O- 

Es  ist  (Waring,  Meditationes  algebraicae  (1782),  3.  ed.,  p.  13) 

(>'1,  »'s,  • • • , »'„)  = + (?i; 


hierbei  bedeutet  G^  eine  symmetrische  Funktion,  die  sich  nur 
aus  typischen  symmetrischen  Funktionen  niedrigerer  Ordnwng 
als  (vi , 1^2 » • • • 5 zusammensetzt.  Hieraus  ergibt  sich  der 
Hauptsatz  (Gramer,  Vandermonde,  Waring,  a.  a.  0.,  Gauß, 
Ges.  Werke  3,  36,  Osüvalds  Klassiker  der  exakten  Wiss.  Nr.  14, 
S.  40,  Cauchy,  Exercices  de  math.  4 (1829),  (Euvres  (2)  9, 132, 
Kronecker,  Ges.  Werke  1,  323,  2,  290): 

Jede  ganze  symmetrische  Funktion  der  Größen  iTg, . . ., 
mit  ganzzahligen  Koeffizienten  ist  auf  eine  und  auch  nur  auf 
eine  Weise  als  ganze  ganzzahlige  Funktion  der  symmetrischen 
Grundfunktionen  S^,  S^.,  . . .,  8^  durstellbar. 

Im  besonderen  drücken  sich  die  ganzen  Potenzsummen 

s.  = (v,  0,  0,  . . 0)  = xj  + »;  + ■ • • + 


+ in-i)! 


in  der  Form 

^md  . Aj  . . . . . 

aus;  hierbei  i^t  das  Summenzeichen  rechter  Hand  über  alle  po- 
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sitiven  ganzen  Zahlen  einschließlich  0 zu  erstrecken,  die  der 

Gleichung  3 A3  H \-nl^  — v genügen  (W aringsche 

Formeln^  Miscellanea  analytica  (1762),  vgl.  Saals chiitz,  Biblio- 
theca  math.  (3)  9,  65  (1908))  Als  Umkehrung  ergibt  sich 
(Waring,  Miscellanea  analytica)  ', 

( J\V  + -^1+A2H 

=2  -7r?r?rr7,-^  ‘ 

hierbei  ist  Aj  + + * * * + rXy  = v. 

Die  Darstellung  der  typischen  symmetrischen  Funktionen 
durch  die  ganzen  Potenzsummen  wird  durch  die  ebenfalls  so- 
genannten Waring  sehen  Formeln  gegeben  (Waring,  Miscellanea 
analytica  (1762)).  Sie  lauten 

(n.  »'2.  0,  0,  . . . , 0)  = (vi  4=  V^), 

(vj , , 0,  0, . , 0)  = ^4,  — ^«2 , US w. 

Diese  Formeln  hat  Faa  di  Bruno,  Einleitung  in  die  Theorie 
der  binären  Formen,  dewisch  von  Walter,  Leipzig  1881,  S.  8 
in  die  Form  folgender  symbolischer  Determinante  gebracht: 


S^^ 

. . . 

(■*'1 : ^2 » • ^ 9 j 0,  0 . . . , 0) 

SV^ 

. . . 

S^k 

S^k 

sn 

. . . Syj^ 

nach  der  Entwicklung  sind  die  Exponenten  der  s durch  IndiceS 
zu  ersetzen.  Sind  unter  den  Größen  Vg,  gleiche 

vorhanden,  so  ist  für  je  l gleiche  die  rechte  Seite  durch  J!  zu 
dividieren. 

Über  symmetrische  Funktionen  vergleiche  auch  das  Kapitel 
über  Algebra  § 5.  

Eine  Funktion  der  n Variablen  iCi,  iCg,  • • •,  ^eißt  alter- 
nierend, wenn  sie  bei  allen  Permutationen  der  n Zahlen  1,  2, 
. . . , w nur  ihr  Vorzeichen  ändert. 

Jede  alternierende  Funktion  ist  von  der  Form  GA,  wobei 
G eine  symmetrische  Funktion  und  A das  Differenzenprodukt  der 
n Variablen  x^,  x^,  . . . , bedeutet  (vgl.  S.  68). 

Jede  ztveiwertige  Funktion  ist  von  der  Form  G^  -|-  G2A, 
ivobei  G^  und  G^  symmetrische  Funktionen  und  A eine  alter- 
nierende Funktion  bedeutet.  Umgekehrt  ist  jede  Funktion  der 
angegebenen  Form  zweiwertig. 
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Ist  iCg?  • • • ? O Q- wertige  Funktion,  so  sind  q> 

u>id  die  mit  (p  konjugierten  Funktionen  Wurzeln  einer  Gleichung 
Grades: 

go  + + . . . + _ 0, 

wobei  (tj,  (t2,  . . . , symmetrische  FunkUonen  von  iCg, . . 
bedeuten. 

Ist  % die  Gruppe  der  rationalen  Funktion  (p(x^,sc^^. . . ,a;^)  der 
n Variablen  ajg, . . aj„  und  bleibt  die  ebenfalls  rationale  Funktion 
-1^(0?! , ajg, . . a;„)  bei  allen  Permutationen  von  ungeändert^  so  ist  if/ 
eine  rationale  Fu/nktion  von  cp  mit  Koeffizienten.,  die  symmetrische 
Funktionen  von  ajg,  . • (Lagrange,  (Euvres  3,  374 

(1770)).  Ist  die  zu  ip  gehörige  Gruppe'^)  und  0 = — der 

Index  der  Untergruppe  von  SO  genügt  q)  einer  Gleichung 
<r^”  Grades 

z^  + G^z^-^  + G^z^-^  + . . . + = 0, 

wobei  6ri , > • • • ? rationale  Funktionen  von  1/;  und  den  sym- 

metrischen Funktionen  von  x^,  x.^^ . . . , x^  bedeuten.  Die  Wunzeln 
der  Gleichung  0*^”'  Grades  sind  die  mit  cp  „m  bezug  auf  die 
Gruppe  § konjugierten  Funktionen*^  d.  h.  die  verschiedenen  aus 
••  - hervorgehenden  Größen,  wenn  man  cp  den  Permu- 
tationen der  Gruppe  § unterwirft. 

Sieht  man  x^,  x^,  . . > x-  als  die  Wurzeln  einer  „all- 
gemeinen“ Gleichung  w*®“  Grades  an,  d.  h.  einer  solchen,  deren 
Koeffizienten  willkürliche  Größen  sind  und  deren  Galois- 
sche  Gruppe  demnach  die  symmetrische  Permutationsgruppe 
^ten  Grades  ist,  so  erhält  man  die  obigen  Sätze  als  Spezialfälle 
derjenigen  Sätze,  die  in  der  Gal ois sehen  Theorie  (vgl.  Algebra) 
für  irgendwelche  Gleichungen  Grades  mit  beliebigen  spe- 
ziellen Koeffizienten  hergeleitet  werden. 

Über  die  zu  einer  Permutationsgruppe  zugehörigen  Funk- 
tionen sei  noch  verwiesen  auf  den  Artikel  „Rationale  Funktionen 
der  Wurzeln;  symmetrische  und  Affektfunktionen^^  von  Yahlen 
in  der  Fhicyklopädie  der  math.  Wiss.  1,  449. 


1)  Die  Gruppe  ^ enthält  @ als  Untergruppe  oder  ist  mit  % 
identisch.  Um  die,  a verschiedenen  mit  qp  in  bezug  auf  die  Gruppe 
^ konjugierten  Funktionen  zu  finden,  genügt  es,  die  Funktion 
qp  . . .,  x^)  je  einer  Substitution  aus  . den  a Nebengruppen  zu 

unterwerfen,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Gruppe  ^ nach  dem 
Modul  ÖÜ  zerlegt. 
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§ 9.  Lineare  homogene  Snbstitutionsgruppen.  Beduzi- 
bilität.  Endliche  und  unendliche  Gruppen.  Invarianten 
endlicher  Gruppen. 

Ein  System  ^ von  Matrices  gleichen  Grades  n von  nicht 
verschwindenden  Determinanten  bildet  eine  Gruppe,  wenn  es 
von  der  Vollständigkeit  ist,  daß  das  Produkt  irgend  zweier 
sowie  die  reziproke  zu  jeder  in  enthaltenen  Matrix  der  Ge- 
samtheit ^ angehört.  Da  zu  jeder  Matrix  eine  lineare  homo- 
gene Substitution  und  umgekehrt  (vgl.  S.  82)  gehört,  so  spricht 
man  von  einer  Gruppe  linearer  homogener  Substitutionen.  (Eine 
weitergehende  Definition,  die  nicht  das  Nichtverschwinden  der 
Determinanten  der  Matrices  fordert,  bei  Erobenius  u.  J.  Schur, 
Sitzungsh.  der  Berl.  ATcad.  (1906),  209.)  Die  Zahl  n heißt  der 
Grad  der  Substitutionsgruppe. 

■ Umfaßt  ö)  die  Gesamtheit  aller  linearen  homogenen  Sub- 
stitutionen von  nicht  verschwindenden  Determinanten,  so  heißt 
® die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe.,  von  der  jede  lineare 
homogene  Substitutionsgruppe  Untergruppe  ist. 

Die  Gruppen  linearer  homogener  Substitutionen  lassen  sich 
in  reduzible  und  irreduzible  einteilen.  Eine  Gruppe  linearer 
homogener  Substitutionen  Grades  heißt  reduzibel,  wenn 

irgendeine  Matrix  P von  nicht  verschwindender  Determinante 
existiert,  daß  die  Matrix  jeder  Substitution  der  mit  @ ähn- 
lichen Gruppe  Sl  = die  Gestalt 

R 0 
ST 

hat,  wo  die  den  verschiedenen  Substitutionen  von  51  zugehörigen 
Matrices  R sämtlich  von  gleichem,  aber  von  niedrigerem  als 
^tem  Qj-ade  sind.  In  dem  Fall  schreibt  man  auch:  die  Gruppe 
51  hat  die  Form 

0 

wobei  die  Gesamtheit  aller  Matrices  P,  5I21  aller  Matrices  S 
und  5I22  Matrices  T repräsentiert.  5ln  und  ^22  definieren 

mit  und  51  homomorphe  Gruppen.  Jede  nicht  reduzible 
Gruppe  heißt  irreduzibel. 

Jede  Gruppe  @ linearer  homogener  Substitutionen  läßt  sich 
mittelst  einer  Matrix  P von  nicht  verschwindender  Determinante 
in  eine  ähnliche  Gruppe  51  = P%P~^  transformieren,  daß  die 
Matrix  jeder  Substitution  von  5t  die.  Form  hat; 
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öll 

0 

0 

...  0 

021 

^22 

0 

...  0 

^31 

®82 

%3 

...  0 

fl.-l 

0^2 

. . . 0,, 

und  sämtliche  in  der  Diagonale  stehenden  Matrices  ciii,  Ö22>  • • «y 
irreduzible  Gruppen  definieren.  Die  Gruppen  a^,  Ogg,  . . da 
heißen  die  irreduziblen  Bestandteile,  die  sich  bei  der  Barstellu/ng 
von  (Si  in  der  Form  31  ergeben. 

Wie  auch  immer  eine  Gruppe  Ö)  linearer  homogener  Sub- 
stitutionen unter  Hervorhebung  ihrer  irreduziblen  Bestandteile  in 
eine  ähnliche  Gruppe  transformiert  wird,  so  lassen  sich  die  irre- 
duziblen Bestandteile , Me  sich  bei  irgendeiner  Darstellung  er- 
geben, den  irreduziblen  Bestandteilen,  die  sich  bei  irgendeiner 
anderen  Darstellung  ergeben,  einemdeutig  so  zuordnen,  daß  zwei 
zugeordnete  irreduzible  Teilgruppen  gUichviele  Variablen  haben 
und  ähnliche  Gruppen  sind.  (A.  Loewy,  Trans.  Am.  M.  8.  A, 
44  (1903)),  Dieser  Satz  läßt  sich  auf  folgende  Weise  verall- 
gemeinern (Frobenius  und  J.  Schur,  Sitzvmgsber.  d.  Berl.  Äkad. 
(1906),  215):  Zwei  holoedrisch  isomorphe  Gruppen  linearer  homo- 
gener Substitutionen  besitzen  dann  und  nur  dann  die  nämlichen 
irreduziblen  Bestandteile , wenn  die  Spuren^)  je  zweier  einander 
entsprechender  Substitutionen  der  beiden  isomorphen  Gruppen  über- 
einstimmen. 

Eine  Gruppe  linearer  homogener  Substitutionen  heißt  voll- 
ständig reduzibel,  wenn  man  wenigstens  eine  Matrix  P von  nicht 
verschwindender  Deteiminante  finden  kann,  daß  die  zu  ® ähn- 
liche Gruppe  31  = P(^P“^  die  besondere  Form  {011,022?  • • •?  * 

Oji  0 0 ...  0 

0 Ogg  0 ...  0 

0 0 O33  ...  0 

0 0 0 . . . 0,.| 


1)  Unter  der  Spur  einer  linearen  homogenen  Substitution  ver> 
steht  man  die  Summe  der  Wurzeln  der  charakteristischen  Funktion, 
der  betreffenden  Substitution. 
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hat,  also  abgesehen  von  der  Diagonale,  die  lauter  irreduzible 
Gruppen  enthält,  nur  Nullmatrices  stehen.  Auch  die  irreduziblen 
Gntppen  (i  ~ 1)  tverden  zu  den  vollständig  reduzihlen  Gruppen 
gerechnet. 

Nicht  jede  Gruppe  linearer  homogener  Substitutionen  ist  voll- 
ständig reduzibel.  Jede  Gruppe  % linearer  homogener  Substitu- 
tionen läßt  sich  durch  eine  Substitution  A von  nicht  verschwin- 


dender  Determinante  in  eine  ähnliche  Gruppe  = 

überführen,  bei  der  die  Matrix  jeder  Substitution  die  Form: 

0 

0 

...  0 

0 

..  . 0 

@3*3 

. . . 0 

@^3 

... 

hat  und  ®u,  ©Hi  • • • 

, ®,* , 

aufeinanderfolgende  größte  voll- 

ständig  reduzible  Gruppen  bedeuten.  Betrachtet  man  ähnliche 
Gruppen  linearer  homogener  Substitutionen'  als  nicht  verschieden, 
so  sind  die  Gruppen  Öifi , @22  ? • • • ? ^ ihrer  Beihenfolge  nach 
als  erste,  ziveite  usw.  bis  vollständig  reduzible,  zu  0 gehörige 
Gruppen  eindeutig  bestimmt  und  von  der  Wahl  der  überführenden 
Matrix  A unabhängig.  Zu  jeder  Gruppe  linearer  homogener 
Substihitionen  gehört  daher  eine  homomorphe  vollständig  reduzible 
Gruppe  {@11,  @22»  • • •»  desselben  Grades.  Sieht  man  ähn- 
liche Gruppen  als  nicht  verschieden  an,  so  ist  diese  ebenso  wie 
ihre  irreduziblen  Bestandteile^)  eindeutig  bestimmt.  (A.  Loewy, 
Trans.  Am.  M.  S.  6,  504  (1905),  Stickelberger,  ebenda  *7, 
5Ö9  (1906),  J.  Schur,  erscheint  ebenda  10  (1909),  A,  Loewy, 
Math.  Ann.  64,  267  (1907).)  Die  Gruppe  @ ist  dann  und  nur 
dann  vollständig  reduzibel,  wenn  g = 1 ist. 

JEine  Gruppe  linearer  homogener  Substitutionen  in  n Variablen 
ist  dann  itjd  nur  dann  irreduzibel,  wenn  aus  ihr  ein  System 
von  n^  Substitutionen  ^^(j  = 1,  2,  . . .,  n^)  mit  Koeffizienten 
(i  Z;  *=  1,  2,  . . . , w;  j = 1,  2,  . . . , n^)  ausgewählt  werden  hann, 
daß  die  Determinante: 


1)  Die  irreduziblen  Bestandteile  der  Gruppe  ® sind  die  Gesamt- 
heit der  irreduziblen  Bestandteile  der  vollständig  reduziblen  Gruppen 


'22’  • 


i*  . 
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< 

• • «Ä 

<) 

<>  • 

. ■■  a& 

ist.  Anders  ausgedrückt:  Eine  Gruppe  n^”'  Grades  ist  dann  mid 
nur  dann  irreduzibel,  wenn  tmter  ihren  Matrices  n^  linear  unab’ 
hängige  (vgl.  S.  86)  existieren.  (W.  Burnside,  Proc.  Lond.  M.  S. 
(2)  3,  430  (1905),  Frobenius  und  J.  Schur,  Sitzungsb.  d. 
Bert.  ATcad.  (i906),  209,  Taber,  Math.  Ann.  64,  357  (1907).) 

Die  irreduziblen,  auch  transitiv  genannten  Gruppen  linearer 
homogener  Substitutionen  lassen  sich  in  primitive  und  imprimi* 
tive  einteilen.  Eine  irreduzible  Gruppe  linearer  homogener  Sub- 
stitutionen heißt  irnprimitiVy  wenn  sie  in  eine  derartige  ähnliche 
Gruppe  transformierbar  ist,  daß  die  Variablen  in  m Systeme 

von  je  ~ Variablen  zerfallen  und  alle  Variablen  eines  Systems 

entweder  nur  in  lineare  homogene  Funktionen  der  Variablen 
des  gleichen  oder  eines  anderen  Systems  übergehen.  (Blich- 
feldt,  Trans.  Am.  M.  S.  4,  388  (1903),  6,  230  (1905)). 

Zu  den  reduziblen  Gruppen  gehören  auch  die  kommuta- 
tiven Gruppen  linearer  homogener  Substitutionen;  für  sie  gilt 
folgendes  Theorem:  Jede  kommutative  Gruppe  linearer  homo- 
gener Substitutionen,  die  durch  q Elemente  erzeugt  wird,  ist  re- 
duzibel,  und  jeder  ihrer  irreduziblen  Bestandteile  ist  eine  Gruppe 
in  einer  einzigen  Variablen.  Anders  ausgedrückt;  Die  Matrices 
aller  Substitutionen  einer  solchen  Gruppe  lassen  sich  durch  eine 
und  dieselbe  Matrix  in  dreieckige  Form  transformieren,  so  daß 
rechter  Hand  von  der  Diagonale  ausschließlich  Nullen  auftreten. 
(Frobenius,  Sitzungsb.  d.  Bert.  Akad.  (1896),  601,  J.  Schur, 
ebenda  (1902),  120,  H.  Weber,  Algebra  2,  176,  Dickson, 
Quart.  J.  40,  167  (1909).)  Die  Anzahl  der  linear  unabhängigen 
Matrices  einer  kommutativen  Gruppe  linearer  homogener  Sub- 
stitutionen Grades  ist  höchstens 

rw*”l  n^ 

wobei  I die  größte  in  — enthaltene  ganze  Zahl  ist.  (J.  Schur, 
Journ.  f.  Math.  130,  66  (1905).) 

Die  Gruppen  linearer  homogener  Substitutionen  werden  in 
endliche  vjiöi  unendliche  unterschieden.  Eine  Gruppe  linearer 

Pascal,  Bepertoriiuu.  I.  2.  Aufl.  16 
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homogener  Substitutionen  heißt  von  der  endlichen  Ord/nung 
wenn  sie  nur  die  endliche  Anzahl  g linearer  homogener  Sub- 
stitutionen umfaßt. 

Bei  jeder  endlichen  Gruppe  linearer  homogener  Substf- 
tutionen  ist  jede  einzelne  Substitution  von  endlicher  Ordnung. 
Umgekehrt:  Weiß  man,  daß  alle  Substitutionen  einer  Gruppe 
linearer  homogener  Substitutionen  von  niedrigerer  als  q^^''  Ordnung 
sind,  ivobei  q irgendeine  positive  Zahl  ist,  so  ist  die  Gruppe 
endlich.  Eine  unendliche  Gruppe  linearer  homogener  Substitutionen 
muß  wenigstens  eine  Substitution  unendlich  hoher  Ordnung  enthalten. 
(A.  Loewy,  Math.  Ann.  53,  225  (1900),  64,  264  (1907), 
W.  Burnside,  Proc.  Lond.  M.  S.  (2)  3,  435  (1905).) 

Eine  lineare  homogene  Substitution  ist  dann  und  nur  dann 
von  endlicher  Ordnung,  wenn  ihre  charahteristische  Funktion  bloß 
für  Einheitswurzeln  verschwindet  und  sämtliche  Elementarteiler- 
exponenten gleich  1 sind.  Die  Matrix  einer  jeden  linearen  ho- 
mogenen Substitution  n^^  Grades  von  endlicher  Ordnumg  s ist 
daher  mit  der  zerlegbaren  Matrix  {fi>  ^2»  • • • ? ^n)  dhnlich  (vgl. 
S.  92),  wobei  ef  = 1 (z  = i,  2,...,«)  ist.  (Frobenius,  Journ.  f. 
Math.  84,  16  (1878),  Siizungsb.  d.  Bert.  Akad.  (1896),  607, 
C.  J ordan,  Journ.  f.Math.  84,  112  (1878),  vgl.  auch  H.  Weber, 
Algebra  2,  186.) 

Jede  endliche  Gruppe  linearer  homogener  Substitutionen  führt 
eine  definite  Hermitesche  Form  (d.  h.  eine  Hermitesche  Form 
(vgl.  S.  128),  die  nur  verschwindet,  wenn  sämtliche  Variablen 
gleich  Null  gesetzt  werden)  in  sich  über.  (A.  Loewy.  C.  B. 
123,  168  (1896),  E.  H.  Moore,  Math.  Ann.  50,  213  (1898).) 
Die  verwandten  Untersuchungen  von  L.  Fuchs,  Sitzungsb.  d. 
Berl.  Akad.  (1896),  753  sind  fehlerhaft;  vgl.  die  Bemerkungen 
von  Schlesinger  zu  diesem  Aufsatz  in  Fuchs'  Ges.  Werken  3 
(erscheint  nächstens). 

Jede  endliche  Ghuppe  linearer  homogener  Substitutionen  ist 
vollständig  reduzibel.  (H.  Maschke,  Math.  Ann.  52,  363  (1899), 
W.  Burnside,  Acta  math.  28,  377  (1904),  J.  Schur,  Sitzungsb. 
d.  Berl.  Akad.  (1905),  414,  A.  Loewy,  Trans.  Am.  M.  S.  6, 
509  (1905).) 

Bisher  ist  keine  endliche  Gruppe  linearer  homogener  Sub- 
stitutionen g*^^  Ordnung  bekannt,  die  nicht  einer  solchen  ähn- 
lich ist,  deren  Koeffizienten  ausnahmslos  dem  Zahlkörper  der 
gten  Einheitswurzeln  angehören.  (Über  die  erzielten  Resultate 
vgl.  Maschke,  Math.  Ann.  50,  492  (1898),  W.  Burnside, 
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iVöc.  Lond.  M.  8.  (2)  3,  239  (1905),  J.  Schur,  Sitmngsl).  d. 
Berl.  Akad.  (1906),  164.) 

Jede  endliche  Gruppe  linearer  homogener  SiibstituUonen  von 
Primzahlpotenzordnimg  ist  einer  Gruppe  mit  Substitutionen  der 
Form  (sog.  Monomialgruppe)  — a^Xj^.  (» = i,  2, . . .,  n)  ähnlich,  wobei 
a^,  a^,  . . Konstcmte  sind  und  Aj,  Ag#  • • 

Beihenfolge  die  Zahlen  1,  2,  . . bedeuten.  (Blichfeldt, 
Trans.  Am.  üif.  Ä 5,  313  (1904).) 

Satz  von  C.  Jordan  {Journ.  f.  Math.  84,  91  (1878)): 

Jede  endliche  Gruppe  linearer  homogener  Substitutionen 
in  n Variablen  besitzt  eine  invariante  kommutative  Untergruppe 

3 von  der  Beschaffenheit,  daß  der  Quotient  A = -?-  der  Ordnungen 

von  ® und  3 kleiner  als  eine  nur  durch  n allein  bestimmte  Zahl 
ist.  Neuer  Beweis  mit  Bestimmung  einer  oberen  Grenze  für  X 
bei  Blichfeldt,  Trans.  Am.  M.  8.  4,  387  (1903),  5,  310  (1904), 
6,  230  (1905).  Die  Ordnung  g — Xi  kann  beliebig  große  Werte 
annehmen  (vgl.  J.  Schur,  Sitzungsb.  d.  Berl.  AJcad.  (1905),  77). 

Eine  ganze  homogene  Funktion  0(xiX2  ...  OJ^)  der  n Variablen 
Xi,  X2,  ...,  (Form)  heißt  eine  Invariante  einer  Gruppe  % 
linearer  homogener  Substitutionen.,  wenn  sie  bis  auf  einen  von 
den  Variablen  • • • » unabhängigen  Faktor  ungeändert 

bleibt,  falls  man  die  x^  allen  Substitutionen  der  Gruppe  unter- 
wirft, Man  unterscheidet  zwischen  relativen  und  absoluten  In- 
varianten einer  Gruppe  (3.  Die  Faktoren.,  mit  denen  sich  eine 
rdative  Invariante  einer  Gruppe  & linearer  homogener  Substitu- 
tionen von  der  endlichen  Ordnung  g multiplizieren  kann.,  sind 
ausnahmslos  g*^  Einheitswurzeln.  Sind  alle  Faktoren,  mit  denen 
sich  eine  relative  Invariante  0(x^,  X2,  . . . .,  x^  einer  multi- 
pliziert.^ e^  Einheitswurzeln  und  ist  wenigstens  ein  Faktor  auch 
keine  niedrigere  als  Einheitswurzel.,  so  heißt  0 eine  Invariante 
der  Gruppe  ^ vom  Index  e;  die  Gruppe  Ö)  enthält  alsdann  eine 
invariante  Untergruppe  3»  der  Index  von  3 bezug  auf 
ist  gleich  e» 

Ein  System  von  Formen  heißt  endlich,  wenn  sich  jede  Form 
des  Systems  als  ganze  rationale  Funktion  einer  endlichen  An- 
zahl von  Formen,  die  ebenfalls  dem  System  angehören,  dar- 
stellen läßt.  Diese  endliche  Anzahl  von  Formen,  durch  die  sich 
jede  Form  des  Systems  in  ganzer  rationaler  Weise  ausdrücken 
läßt,  heißt  ein  volles  Formensystem. 

Bas  System  aller  Invarianten  jeder  endlichen  Gruppe  linearer 
homogener  Substitutionen  ist  endlich.  Bas  System  aller  absoluten 
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Invarianten  jeder  endlichen  Gruppe  linearer  homogener  SubsUtu- 
Honen  ist  endlich.  (Hilberts  Satz  von  der  Endlichkeit  des  In- 
variantensystems einer  endlichen  Gruppe,  Hilbert,  Math.  Ann. 
36,  473  (1890),  H.  Weber,  Algebra  2,  218.) 

Unter  den  Invarianten  jeder  endlichen  Gruppe  linearer 
homogener  Substitutionen,  die  relative  Invarianten  besitzt,  kann 
man  m Invarianten  . . . , derartig  auswählen,  daß  jede 

Invariante  der  Gruppe  von  der  Form:  (Pj,  + (Pg ^2  H 

wird,  wobei  (Pg?  • • •»  absolute  Invarianten  sind. 

Ist  (3  die  symmetrische  Gruppe  ©«/  von  n Symbolen,  so 
bilden  die  symmetrischen  Grundfunktionen  , üSg , . . . , ein 
volles  System  absoluter  Invarianten,  das  Differenzenprodukt  A 
ist  eine  relative  Invariante  vom  Index  2 und  bildet  mit 
^2,  • . ein  volles  System  aller  Invarianten  von  (Hieraus 
ergeben  sich  auch  die  Sätze  auf  S.  219  u.  220.) 

Als  Aufgabe  der  Algebra  kann  angesehen  werden:  Man 
soll  die  Unbekannten  x^  finden,  wenn  die  Invarianten 

, ^2 , . . . , gegeben  sind.  Es  handelt  sich  um  die  Bestim- 
mung der  Wurzeln  der  Gleichung: 

^ — S^z^-^  . . . (—  lys^  = 0 . 

Klein  {Math.  Ann.  15,  253  (1879),  The  Evanston  Colloquium., 
Zectures  on  mathematics,  New  York  1894,  S.  72)  hat  dieses 
Problem  dahin  erweitert:  Für  u/nbehannte  x.^,  x^-,  . . .,x^  seien 
die  Werte  eines  vollen  Systems  absoluter  Invarianten  einer  endlichen 
linearen  homogenen  Substitutionsgruppe  (S  in  Übereinstimmung 
mit  den  zwischen  ihnen  bestehenden  Relationen^)  gegeben:  man 
soll  a?!,  0*2,  . . .,  bestimmen.  Die  Bestimmung  der  Variablen 
®2?  •••>  einer  Normalgleichung  ab,  deren 

Galoissche  Gruppe  mit  (S|  holoedrisch  isomorph  ist.  (Vgl. 
H.  Weber,  Algebra  2,  228.) 

§ 10.  Darstellung  einer  endlichen  abstrakten  Gruppe  als 
Fermutationsgruppe  und  als  Gruppe  linearer  homogener 
Substitutionen. 

Jede  Permutationsgruppe,  die  mit  einer  gegebenen  end- 
lichen abstrakten  Gruppe  holoedrisch  oder  meroedrisch  isomorph 
ist,  bezeichnet  man  als  eine  Darstellung  der  äbstraUen  Gruppe 

1)  Zwischen  w -j-  1 In-varianten  einer  ® Grades  muß  stets 
eine  rationale  Gleichung  bestehen,  wie  sich  durch  Elimination  der 
w Variablen  x^  (i  = i,2,..., n)  aus  den  w-f-1  homogenen  ganzen  Funk- 
tionen ergibt. 
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als  Permutationsgruppe.  Sind  Crg,  . . die  Elemente  einer 
endlichen  abstrakten  Gruppe  ® imd  ordnet  man  dem,  Element  G^ 
entweder  die  Permutation 


Gl  G^ 


i 


) 


oder 


zu,  so  hat  man  zwei  mit  @ holoedrisch  isomorphe  reguläre  Per- 
mutationsgruppen. Jede  Permutation  der  einen  Gruppe  ist  mit 
jeder  der  anderen  vertauschbar.  (Cayley,  Am.  J.  math.  1,  52 
(1878),  Coli.  math.  papers  10,  403,  Frobenius  u.  Stickel- 
berger, Journ.  f.  Math.  86,  230  (1879),  Dyck,  Math.  Änn. 
22,  84  (1883).) 

Hat  die  Gruppe  & der  Ordnung  g die  Gruppe  der  Ord- 
nung h zur  Untergruppe  und  ist  3 die  größte  in  § enthaltene 
invariante  Untergruppe  von  so  ist  als  holoedrisch  iso- 
morphe transitive  Permutationsgruppe  1)  in  Symbolen  dar- 
stellbar. Ist  die  größte  in  ^ enthaltene  invariante  Untergruppe 
von  die  Einheit,  so  ist  eine  holoedrisch  isomorphe  Dar- 
stellung von  selbst.  In  diesem  Fall  ist  1)  eine  primitive  Per- 
mutationsgruppe, wenn  es  keine  Gruppe  % gibt,  die  in  ^ ent- 
halten ist  und  § enthält;  existiert  eine  derartige  Gruppe  so 
ist  § imprimitiv.  (Dyck,  Math.  Ann.  22,  94  (1883),  Fro- 
benius, Sitzungsb.  d.  Berl.  Äkad.  (1895),  179.) 

Jede  einfache  Gruppe  ist  als  holoedrisch  isomorphe  primitive 
Permutationsgruppe  darstellbar.  Eine  sol'^ie  Darstellung  erhält 
man  nach  dem  vorigen  Satz,  indem  man  § als  Maximalunter- 
gruppe von  wählt. 

Über  die  Darstellbarkeit  einer  endlichen  abstrakten  Gruppe 
als  Permutationsgruppe  vgl.:  W.  Burnside,  Proc.  Lond.  M.  S. 
34,  159  (1902),  G.  A.  Miller,  Gwrnale  di  mat.  38,  63  (1900). 


Sind  Gl,  G^,  . . .,  G^  die  g Elemente  einer  endlichen  ab- 
strakten Gruppe  %,  so  heißen  g Matrices  (lineare  homogene 
Substitutionen)  gleichen  Grades  {G^,  (G^,  . . .,  {G^,  die  bei 
ihrer  Komposition  den  g^  Relationen:  (R)(Ä)  = {PSj  genügen, 
wenn  J?  und  S alle  Elemente  aus  ® dureWaufen,  eine  Dar- 
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Stellung  der  Gruppe  Ö)  durch  lineare  homogene  Substitutionen; 
hierbei  brauchen  die  Matrices  ((rg),  . . . , {G^}  'nicht  sämt- 

lich untereinander  verschieden  zu  sein.  Verschwinden  die  Deter- 
minanten der  Matrices  ((ri),  (0^2)?  • • • » nicht,  so  definieren 
(6ri),  {G^y  . . .,  {G^  eine  mit  der  abstrakten  Gruppe  ßJ  homo- 
morphe  Gruppe  linearer  homogener  Substitutionen. 

Die  Anzahl  verschiedener^  d.  h.  nicht  u/ntereinander  ahn- 
lieber,  mit  der  Gruppe  @ homomorpher  irreduzibler  Gruppen 
linearer  homogener  Substitutionen  ist  endlich  und  gleich  d&t' 
Zahl  k von  Klassen  konjugierter  Elemente  von  (^.  Der  Grad 
jeder  dieser  Suhstitutionsgruppen  ist  ein  Divisor  der  Ord/nung  der 
Gruppe 

Bildet  das  System  von  Matrices  w*’”  Grades  (Gj),  (Gg), 
. . . , (6r^)  eine  Darstellung  der  abstrakten  Gmppe  ^ und  be- 
deuten Xq^  (*  = i, 2, ...,5?)  g unabhängige  Variable,  so  heißt  die 

Matrix  ^{Il)xjt  («  = <?„<?*,..., öp  die  dieser  Darstellung  ent- 

R 

sprechende  Gruppenmatrix  oder  eine  zur  Gruppe  gehörige 
Matrix.  Die  zu  einer  irreduziblen  Gruppe  linearer  homogener 
Substitutionen  gehörige  Gruppenmatrix  heißt  eine  irreduzible 
Gruppenmatrix.  Ist  X irgendeine  Gruppenmatrix  und  A eine 
konstante  Matrix  von  nicht  verschwindender  Determinante,  so 
ist  die  ähnliche  Matrix  AXA~^  ebenfalls  eine  Gruppenmatrix. 
Sieht  man  ähnliche  irreduzible  Gruppenmatrices  als  nicht  ver- 
schieden an,  so  gibt  es  entsprechend  den  k verschiedenen  mit 
einer  abstrakten  Gruppe  ^ homomorphen  irreduziblen  Gruppen 
linearer  homogener  Substitutionen  genau  k irreduzible  zur 
Gruppe  % gehörige  irreduzible  Gruppenmatrices. 

Jede  Gruppenmatrix  X des  Grades  n und  des  Banges  r 
läßt  sich  in  eine  ähnliche  Gruppenmatrix:  { C/g, . . ., 

(vgl.  die  Symbolik  auf  S.  92)  transformieren,  so  daß  C/^, 

...,  irreduzible  Gruppenmatrices  bedeuten  und  die 

Nullmatrix  des  Grades  n — r ist.  Wenn  man  ähnliche  irre- 
duzible Gruppenmatrices  als  nicht  verschieden  ansieht,  entspricht 
auf  diese  Weise  jeder  Gruppenmatrix  ein  bis  auf  die  Bdhen- 
folge  eindeutig  bestimmtes  System  irreduzibler  Gruppenmatrices 

U2,  ^ , TJ^;  dieses  enthält  nur  Matrices  aus  den  k zur 
Gruppe  % gehörigen  irreduziblen  Gruppenmatrices  u/nd  diese 
eventuell  auch  mehrfach. 

Die  Koeffizienten  irgendeiner  Gruppenmatrix 


= 2, ...,«) 
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sind  lineare  homogene  Funktionen  der  Variablen 
Ist  yG^i  • . yog  ein  zweites  System  g unabhängiger  Va- 
riablen, und  setzt  man 

Sr  =^Xsys-^R  (-1^7  ^ ==  7 • • • 5 ^-g)  ^ 

s 

so  besteht  die  Gleichung  Z = XY,  falls  Y und  Z die  Matrices 
bedeuten,  die  aus  X hervorgehen,  wenn  man  die  Variablen  Xr 
durc^^ij  bzw.  Sr  ersetzt. 

f Jede  Permutationsgruppe  läßt  sich  als  eine  Gruppe  linearer 
homogener  Substitutionen  auffassen.  Infolgedessen  gehören  zu 
den  am  Anfang  dieses  Paragraphen  besprochenen  Darstellungen 
der  abstrakten  Gruppe  (B  durch  zwei  reguläre  Permutations- 
gruppen  auch  zwei  Gruppenmatrices,  nämlich 

Xj  = II  Xariot  II  und  = | . H'. 

Die  Matrix  Xg,  deren  Zeilen  und  Kolonnen  man  erhält,  indem 
man  füx  G,..und  Gj  der  Reihe  nach  die  Elemente  Gj,  Gg, . . 
setzt,  heißt  die  reguläre  Gruppenmatrix.  Die  zu  X^  transponierte 
Matrix  heißt  die  antistrophe  Matrix.  Ist  YjJ 

die  aus  X^  hervorgehende  Matrix,  wenn  man  die  Variablen 
Xgii  , XGg  durch  yo^^^  ye^,  • • yOg  ersetzt,  so  besteht  die 

Gleichung  Y^X<^  = Xg  Yf.  Die  Elemente  G^,  G^, . . . , G^  einer 
endlichen  abstrakten  Gruppe  (3  lassen  sich  als  die  g Einheiten 
eines  Systems  höherer  komplexer  Zahlen  auffassen.  Daher  findet 
man  auch  die  reguläre  Gruppenmatrix  Xg  und  die  Matrix 
durch  Spezialisierung  der  Matrices  und  auf  S.  99. 

Die  Determinante  der  regulären  Gruppenmatrix  Xg  ist  nicht 
identisch  Null;  daher  transformiert  sich  Xg  in  { C/g,  . . .,  ) , 

und  es  tritt  keine  Nullmatrix  auf.  Hat  man  die  reguläre 
Grruppenmatrix , so  sind  unter  Gg,  G^  sämtliche  k 
irreduziblen  Gruppenmatrices,  und  swar  jede  so  oft,  als  ihr 
Grad  angibt,  enthalten.  Die  Bestimmung  aller  Darstellungen 
einer  endlichen  abstrakten  Gruppe  durch  ganze  lineare  homogene 
Substitutionen  ist  daher  mit  der  Aufgabe  identisch,  die  reguläre 
Gruppenmatrix  in  irreduzible  Bestandteile  zu  Zerfällen. 

Bilden  (G^),  (Gg),  ....  (G  ) eine  Darstellung  der  endlichen 
Gruppe  ® und  ist  x{B)  die  Spur  der  Substitution  (22),  d.  h. 
die  Summe  der  Wurzeln  der  charakteristischen  Funktion  ’der 
Substitution  (22),  so  heißt  das  System  der  g Zahlen  ;c(22),  das 
höchstens  k untereinander  verschiedene  enthält,  wenn  (22)  die 
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Matrices  ((tj),  (Gg),  . . (6r^)  durchläuft,  der  Gruppencharaläet', 

der  dieser  Darstellung  oder  ihrer  zugehörigen  Gruppenmatrix 
entspricht.  Ein  einer  irreduziblen  Gruppenmatrix  entsprechender 
Gruppencharakter  heißt  ein  einfctcher  GruppencharaMer.  Unter 
den  Zahlen  eines  einfachen  Gruppencharakters  befindet  sich  auch 
die  der  Einheit  (E)  der  Gruppe  zugeordnete  Zahl  x{E\  die  den 
Grad  der  irreduziblen  Gruppe  angibt. 

Ztvei  Darstellungen  einer  evtdlichen  Gruppe  % durch  Uneare 
homogene  Substitutionen  vmi  nicht  verschwindenden  Determinanten 
sind  dann  und  nur  dann  ähnlich^  wenn  sie  denselben  Gruppen- 
Charakter  besitzen.  (Spezialfall  des  oben  S.  223  angegebenen 
Satzes  über  isomorphe  unendliche  Gruppen  linearer  homogener 
Substitutionen  von  Erobenius  u.  J.  Schur,  Sitzungsb.  d.  Berl, 
Akad.  (190G),  215.) 

Eingehend  untersucht  ist  die  Darstellung  der  symmetrischen 
und  alternierenden  Gruppe  durch  Gruppen  linearer  homogener 
Substitutionen  (Erobenius,  Sitzungsb.  d.  Bert.  Akad.  (1900), 
516,  (1903),  328).  Jede  Gruppe  linearer  homogener  Substitu- 
tionen., die  der  symmetrischen  Permutationsgruppe  in  n Sym- 
bolen homomorph  ist,  läßt  sich  durch  eine  lineare  Transformation 
der  Variablen  in  eine  ähnliche  Gruppe  mit  ganzzahligen  rationalen 
Koeffizienten  überführen.  (J.  Schur,  Sitzungsb.  d.  Berl.  Akad. 
(1908),  664.) 

Das  Problem,  die  Darstellungen  einer  endlichen  abstrakten 
Gruppe  durch  lineare  homogene  Substitutionen  zu  finden,  ist 
zuerst  von  Erobenius,  Sitzungsb.  d.  Berl.  Akad.  (1896),  985  u. 
1343,  (1897),  994,  (1899),  482,  (1903),  328,  401  und  Molien, 
Sitzungsb.  d.  natur forsch.  Gesellsch.  zu  Dorpat  (1897^,  259  durch- 
geführt worden.  Vgl.  besonders  die  elementare  Darstellung  von 
J.  Schur,  Sitzungsb.  d.  Berl.  Akad.  (1905),  406,  ferner  W. Bur n- 
side,  Acta  math.  28,  369  (1904),  Proc.  Land.  M.  S.  (2)  1, 
117  (1904),  H.  Weber,  Algebra  2,  193.  In  dem  Problem, 
alle  mit  einer  abstrakten  Gruppe  & homomorphen  Gruppen 
linearer  homogener  Substitutionen  zu  bestimmen.,  ist  im  be- 
sonderen das  von  E.  Klein  {2'he  Evanston  Colloquium,  Lectures 
on  mathematics,  New  York  1894,  S.  73)  sogenannte  Normal- 
problem enthalten,  das  die  Bestimmung  aller  mit  einer  Gruppe 
isomorphen  linearen  homogenen  Substitutionsgruppen  niedrigsten 
Grades  verlangt. 


§11.  Eollineationsgruppen. 
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§ 11.  KoUineationsgruppen.  Darstellbarkeit  einer  end- 
liclien  abstrakten  Gruppe  als  KoUineationsgruppe.  Die 
verschiedenen  Typen  endlicher  KoUineationsgruppen  in 
einer,  zwei  und  drei  Variablen. 


Aus  zwei  linear  gebrochenen  Substitutionen: 

fc.  = ^<1^1 '4-  <»»2^2'  + “ • + ^in 

«nl  «n2^2'H f“ 

fe  '=  h ^in-l^n-1  + ^in 

4 2>«2l2"4  • • • 4 Kn-lin~l  4 Kn 


in  w — 1 Variablen  entspringt  eindeutig  eine  dritte,  ihr  Froduht 
Ol  = A^B^i 


4g,n-1^n-l4Ct« 

4^rtn-l^«  — 14  ^nn 


wobei  =‘^aisKk  . 


t=l 


Verschwindet  die  Determinante  (*,*=  1,2, ...,n)  nicht,  so 

existiert  zu  eine  reziproke  Substitution; 


A-i,t'^AA±AiA±iii±.  An  — liK  — t 4 Ani 

^ ^ Ain^l  Ain^i -i )r  An-in^n-l-\r  Ann 


(»•  = 1,2 «-1), 


wobei  die  Größen  A-  = -4-*'"-  die  Unterdeterminanten  von 
**  aa,.* 

I a,.*|  (*,*  = i,2,...,n)  bedeuten.  Den  Grad  n der  Matrix  be- 

zeichnet man  als  den  Grad  der  Substitution  A^. 

Eine  Gesamtheit  ÖJj  linear  gebrochener  Substitutionen  von 
gleichem  Grad  und  nicht  verschwindenden  Determinanten  bildet 
eine  Gruppe,  wenn  sie  von  der  Vollständigkeit  ist,  daß  das 
Produkt  irgend  zweier  sowie  die  reziproke  zu  jeder  in  ent- 
haltenen Substitution  ebenfalls  der  Gesamtheit  angehört. 
Eine  Gruppe  linear  gebrochener  Substitutionen  heißt  eine  Kolli- 
neationsgruppe  oder  projeldive  Gruppe.  Umfaßt  die  Gruppe^ 
die  Gesamtheit  aller  linear  gebrochenen  Substitutionen  von 
gleichem  Grad  und  nicht  verschwindenden  Determinanten,  so 
heißt  die  allgemeine  projeUive  Gruppe  (vgl.  S.  175)  oder  die 
allgemeinste  Kollineationsgruppe,  von  der  jede  Gruppe  linear  ge- 
brochener Substitutionen  Untergruppe  ist.  Im  besonderen  ge- 
hört zu  den  Untergruppen  der  allgemeinen  projektiven  Gruppe 
die  allgemeine  lineare  unhomogene  Substitutionsgruppe  m n — 1 
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Variablen,  auch  die  volle  lineare  Gruppe  in  w — 1 Variablen 
.genannt;  sie  besteht  aus  allen  Substitutionen: 

5»  = 1"  "in  (*•  = !, 2, 

mit  nicht  verschwindenden  Determinanten  | | (*,  * = i,  2, . . .,n  - 1) . 

Ordnet  man  den  Substitutionen  A\ 

Xi  = ai^x^-\-  h ^in^n  = 


einer  Gruppe  ÖJ  linearer  homogener  Substitutionen  die  linear 
gebrochenen  Substitutionen 


■C  ==  ^iiW  -\ h 

4"  + ^nn-l^n-1  4“  ^nn 


(i  = l,  2,...,n-l) 


7.U,  so  erhält  man  eine  mit  ÖJ  homomorphe  Kollineationsgruppe 
(^1,  die  zu  ÖJ  zugehörige  Kollineationsgruppe  Ist  F die 

Gruppe  aller  in  ® etwa  enthaltenen  Ähnlichkeitstransformationen: 
Xi  = vXi  (i  = i,2,...,n),  so  sind  Q^/r  und  holoedrisch  iso- 
morph. 

Nicht  jede  Kollineationsgruppe  (5)j  Grades  kann  als 
lineare  homogene  Gruppe  der  gleichen  Ordnwng  in  n Variablen 
dar  gestellt  werden;  hingegen  kann  jede  Kollineationsgruppe  der 
Ordnung  g in.  n — 1 Variablen  aus  einer  homomorphen  Gruppe 
linearer  hcmogener  Substitutionen  der  Determinante  4-  1 wwt?  der 
Ordmmg  ng  in  n Variablen  abgeleitet  werden.  Man  erhält  sie, 
ipdem  man  jeder  linear  gebrochenen  Substitution  mit  der  Matrix 
II  "ti  II  *;  = 1, 2, . . n)  die  n Matrices  ||  ||  (*,  i = i,  2, . . «)  entsprechen 

läßt;  hierbei  ist  = Sj  » wobei  fy  alle  w*'"  Einheits- 

y I ^iTt  1 

.wurzeln  durchläuft  und  | | die  Determinante  der  Matrix 

li"a!|  (*»*  = b2, bedeutet. 

Zwei  Kollineationsgruppen  und  ÖJg  beißen  ähnlich,  kon- 
jugiert, gleichberechtigt  oder  äquivalent.,  wenn  eine  Kollineation 
Pj  von  nicht  verschwindender  Determinante  existiert,  so  daß 
= ist. 

Die  Kollineationsgruppe  heißt  irreduzibel.,  wenn  es  die  zu- 
geordnete homomorphe  lineare  homogene  Substitutionsgruppe  ist. 

Hat  man  irgendeine  abstrakte  endliche  Gruppe  so  kann 
man  sich  analog  der  Aufgabe,  alle  Darstellungen  von  § durch 
ganze  lineare  homogene  Substitutionsgruppen  zu  finden  (vgl. 
S.  229),  das  Problem  stellen,  alle  mit  ^ homomorphen  Kolli- 
neationsgruppen zu  bestimmen.  Hierzu  hat  man  zuerst  eine 
DarsteUungsgruppe  ^ der  abstrakten  Gruppe  $ aufzusuchen. 
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Die  abstrakte  Gruppe  ® heißt  eine  DarsteUimgsgruppe  von 
wenn  sie  die  Gruppe  höchster  Ordnung  ist,  die  erstens  eine  aus 
invarianten  Elementen  von  ® bestehende  Untergruppe  SOI  be- 
sitzt, so  daß  die  Faktorgruppe  ®/S0l  Tind  die  Gruppe  § ho- 
loedrisch isomorph  sind,  zweitens  die  Kommutatorgruppe  von  ® 
alle  Elemente  von  SOI  enthält.  Für  eine  abstrakte  Gruppe  $ 
können  auch  mehrere  nicht  isomorphe  Darstellungsgruppen  exi- 
stieren. Die  endliche  kommutative  Gruppe  SOI  ist  durch  die 
Gruppe  ^ eindeutig  bestimmt;  die  Gruppe  SOI  heißt  der  Multi- 
plikator der  Gruppe  Hieraus  folgt  im  besonderen,  daß  alle 
Darstellungsgruppen  einer  Gruppe  § von  der  gleichen  Ord- 
nung sind. 

Bestimmt  man  alle  irreduziblen  Darstellungen  irgend  einer 
abstrakten  Darstellungsgruppe  ® von  § durch  ganze  lineare  homo- 
gene Substitutionen  und  bildet  man  zu  jeder  auf  diese  Weise  er- 
haltenen irreduziblen  linearen  homogenen  Suhstitutionsgruppe  die 
zugehörige  linear  gebrochene  Gruppe,  so  ist  diese  mit  ^ homo- 
morph.  Sieht  man  ähnliche  Kollineationsgruppen  als  nicht  ver- 
schieden an,  so  findet  man  auf  die  angegebene  Art  alle  mit  § 
homomorphen  irreduziblen  Kollineationsgruppen.  Der  Grad  jeder 
mit  einer  abstrakten  endlichen  Gruppe  § homomorphen  irreduziblen 
Kollineationsgruppe  ist  ein  Divisor  der  Ordnung  von 

Das  Problem,  alle  mit  einer  abstrakten  endlichen  Gruppe 
homomorphen  Kollineationsgruppen  zu  bestimmen , ist  von 
J.  Schur,  Journ.  f Math.  127,  20  (1904),  132,  85  (1907) 
durchgeführt  worden.  Hierin  ist  im  besonderen  die  Bestimmung 
aller  mit  einer  abstrakten  Gruppe  isomorphen  Kollineationsgruppen 
niedrigsten  Grades  enthalten  (Kleinsches  Normalproblem). 

Bedenkt  man,  daß  bei  jeder  Permutation  die  Summe  der 
Variablen  ungeändert  bleibt  und  geht  von 

der  sich  infolgedessen  ergebenden  Gruppe  linearer  homogener 
Substitutionen  in  n — 1 Variablen  zu  der  zugehörigen  Kollinea- 
tionsgruppe in  n — 2 Variablen  über,  so  folgt,  daß  jede  Permu- 
tationsgruppe w*®“  Grades  mit  einer  Kollineationsgruppe  n — 1*®*^ 
Grades,  also  einer  solchen  des  Raumes  homomorph  ist. 

Für  die  symmetrischen  und  alternierenden  Permutationsgruppen 
gilt  das  Theorem  (Wim an,  Math.  Ann.  52,  243  (1899)): 

Dip  symmetrische  Gruppe  und  die  alternierende  Gruppe 
5l„i  sind  mit  Kollineationsgruppen  n — 1^”  Grades  holoedrisch 
T 

isomorph,  nur  fät'  die  SI41,  die^h,  die  Slsi,  die  Slgi,  die  ©er 
T Y Y 
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und  die  %’j\  existieren  holoedrisch  isomorphe  KoUineationsgruppen 
T 

niedrigeren  Grades.  Die  5I41  ist  mit  der  Tetraedergruppe,  die 

Y 

©41  mit  der  Oktaedergruppe  u/nd  die  ^Isi  mit  der  Ikosaeder- 

Y 

gruppe  des  (vgl.  unten),  die  Slßi  mit  der  Valentiner gruppe 

Y 

des  (S.  242),  die  ©ei  wwc?  3(71  mit  Kollmeationsgruppen 

Y 

des  i?3  holoedrisch  isomorph.  Daß  die  und  8(71  mit  Kolli- 

Y 

neationsgruppen  unseres  B^  holoedrisch  isomorph  sind,  vgl.  bei 
Klein  {Math.  Ann.  28,  499  (1887)).  Die  Aufzählung  der  be- 
sonderen Kollmeationsgruppen  des  B^  und  i?g,  die  mit  symme- 
trischen und  alternierenden  Permutationsgruppen  holoedrisch  iso- 
morph sind,  findet  man  bei  H.  Maschke,  Math.  Ann.  51,  253 
(1899). 

Betrachtet  man  ähnliche  Kollineationsgruppen  als  nicht  ver- 
schieden^ so  gibt  es  für  w > 7 im  Bj^_2  nur  eine  einzige  mit 
heziv.  3lni  holoedrisch  isomorphe  Kollineationsgruppe ; eine  Aus- 
Y 

nähme  bildet  nur  der  Fäll  n = 9,  bei  dem  im  B^  zwei  mit  der 
alternierenden  Gruppe  von  9 Buchstaben  isomorphe  Kollineations- 
gruppen existieren.  (Wim an  a.  a.  0.) 


Sieht  man  ähnliche  Kollineationsgruppen  als  nicht  verschieden 
ah,  so  existieren  nach  dem  Jordan  sehen  Satz  (vgl.  S.  227)  für 
einen  gegebenen  Grad  n nur  eine  endliche  Anzahl  endlicher 
Kollineationsgruppen  von  wesentlich  verschiedenem  Typus.. 

Es  gibt  fünf  verschiedene  Typen  endlicher  binärer  Kolli- 
neationsgruppen, d.  h.  solcher  des  B^. 

1.  Die  zyklische  Gruppe  Sie  hat  als  Kollineationsgruppe 
die  Ordnung  g und  geht  aus  einer  linearen  homogenen  Substitutions- 
gruppe der  Determinante  -f-  1 hervor,  die  durch  die  lineare 
homogene  Substitution  S^  mit  der  Matrix: 


l|  ^ 

ii 


Tli 


0 


erzeugt  wird. 

2.  Die  Diedergruppe  2)2«/.  Sie  liat  als  Kollineationsgruppe 
die  Ordnung  2 g und  geht  aus  einer  linearen  homogenen  Sub- 
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stitutionsgruppe  der  Determinante  1 hervor,  die  durch  zwei 
lineare  homogene  Substitutionen 


Tti 

e^  0 

, 8^ 

1 0 i 

ni 

0 e ^ 

i 0 

erzeugt  wird. 

3.  Die  Tetraedergruppe  Sie  hat  als  Kollineations- 

gruppe  die  Ordnung  12  und  geht  aus  einer  linearen  homogenen 
Substitutionsgruppe  der  Determinante  -}-  1 hervor,  die  durch 
drei  lineare  homogene  Substitutionen: 

° 1 — * I 


2 2 


S, 


1 -j- 1 1 -f“  i 


erzeugt  wird. 

4.  Die  Oktaedergruppe  024*  Sie  hat  als  Kollineationsgruppe 
die  Ordnung  24  und  geht  aus  einer  linearen  homogenen  Sub- 
stitutionsgruppe der  Determinante  -f-  1 hervor,  die  durch  die 
zwei  linearen  homogenen  Substitutionen: 


VT 

0 

, «8  = 

1 

yu 

1 

yü 

0 

1 

1 

i\/2i 

1 

i]/¥i 

erzeugt  wird. 

5.  Die  Ikosaedergruppe  Sie  hat  als  Kollineations- 

gruppe die  Ordnung  60  und  geht  aus  einer  linearen  homogenen 
Substitutionsgruppe  der  Determinante  -|-  1 hervor,  die  durch 
die  zwei  linearen  homogenen  Substitutionen: 


erzeugt  wird;  s ist  eine  primitive  fünfte  Einheitswurzel. 

Faßt  man  die  obigen  fünf  Gruppen  als  Gruppen  linearer 
homogener  Substitutionen  auf,  so  enthalten  sie  sämtlich  die 


Ähnlichkeitssubstitution 


und  haben  daher  doppelt 


' so  hohe  Ordmmgen  als  die  Kollineationsgruppen  ^12 » 

O24  und  SgQ . Nur  für  die  endlichen  Gruppen  lei  heliehigem  g 
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tmd  die  ^2g  ungeradem  g existieren  holoedrisch  isomorphe 
lineare  homogene  Suhstitutionsgruppen  in  zwei  Variablen. 

Für  g = 2 wird  die  aus  den  Kollineationen 

i = r,  i = -r,  i = f,  i = -f 

bestehende  Diedergruppe  als  Vierergruppe  bezeichnet. 

Für  ^ ==  3 ist  die  Diedergruppe  ähnlich  mit  der  an- 
harmonischen  Gruppe.  Diese  liefert  in  der  projektiven  Geometrie 
die  6 zusammengehörigen  Werte 

£ = ^ = 1 = 1 — 1,  l = s = 

für  das  anharmonische  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  einer 
Geraden  und  ferner  die  6 zusammengehörigen  Werte  des 
Le  gen  dreschen  Moduls  eines  elliptischen  Integrals  erster 
Gattung. 

2^12  Seo  alternierenden  Pemmtationsgruppen 

in  4 hezw.  5 Symbolen  holoedrisch  isomorph.  Die  D24 
der  symmetrischen  Permutationsgruppe  in  4 Symbolen  holoedrisch 
isomorph. 

Pie  Kollineaiionsgruppen  D24  3gQ  sind  mit 

den  endlichen  Gruppen  holoedrisch  isomorph,  welche  die  regulären 
Körper  „Bieder,  Tetraeder,  Oktaeder  u/nd  Ikosaeder“  mit  sich 
zur  Deckung  bringen  (vgl.  S.  176);  hierbei  gilt  das  reguläre 
^-Eck,  Dieder  genannt,  auch  als  regulärer  Körper.  Die  end- 
lichen Kollineationsgruppen  des  werden  daher  auch  als 
Polyedergruppen  bezeichnet. 

Sämtliche  Substitutionen  Ä der  linearen  homogenen  homo- 
morphen  endlichen  Substitutionsgruppen  der  Determinante  + 1 
des  aus  denen  die  endlichen  Kollineationsgruppen  hervor- 
gehen, lassen  sich  in  die  Form  bringen; 

x^  = {a  ib)x^  (ci  -|-  d)x2\ 

^2  ~ "1“ 

wobei  -h  = 1,  i =]/ — 1 und  a,  b,  c,  d reelle 

Größen  bedeuten;  dies  folgt  aus  der  symbolischen  Gleichung 
A'  ==  (vgl.  S.  134  letzte  Zeile),  die  besagt,  daß  alle  end- 
lichen Gruppen  linearer  homogener  Substitutionen  in  zwei 
Variablen  so  transfonnierbar  sind,  daß  sie  die  Hermitesche 
Form  x^x^  -f  £^2^2  überführen.  Die  entsprechenden  Kol- 
lineationen ^ y y - — " stellen  die  sämtlichen 

^ {ct  — d)|  4-  (a  — tb) 
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Drehungen  einer  Kugel  um  ihren  Durchmesser  dar,  wenn  man 
die  Kugel  nach  Riemann  als  Trägerin  der  komplexen  Variablen 
^ interpretiert  (Cayley,  Math.  Ann.  16,  260  (1880),  Klein^ 
Ikosaeder.,  S.  34). 

Ein  volles  Invariantehsystem  für  die  oben  angegebene  lineare 
homogene  Substitutionsgruppe,  aus  der  die  Diedergruppe 
hervorgeht,  bilden  die  drei  Formen; 

= a;/  + a?/,  ==  x^^  — 

Sie  sind  sämtlich  relative  Invarianten  der  Gruppe.  Zwischen 
ihnen  besteht  die  Relation  4:  F^^^  = F^^  — F^^. 

Ein  volles  Invariantensystem  für  die  lineare  homogene  Sub- 
stitutionsgruppe, aus  der  die  Tetraedergruppe  ^12  hervorgehty 
bilden  die  Formen: 

ft  = V + 2 + *2^, 

ft  = — 21/—  3 

ft  — ^2^)- 

Zwischen  ihnen  besteht  die  Relation: 

/’g  ist  eine  absolute  Invariante  der  Gruppe,  und  fl  sind  re- 
lative Invarianten  vom  Index  3.  Ein  volles  System  absoluter 
Invarianten  bilden  /’g, 

Ein  volles  Invariantensystem  für  die  lineare  homogene  Sub- 
stitutionsgruppe, aus  der  die  Oktaedergruppe  024  kervorgeht,. 
büden  die  drei  Formen: 

fg  = a?!  ajg  ajg^) , 

•ös  = ftft  = + «2*, 

K = ^(/•/  + /■/*)  = — 33*1«^  — 330:1**2®  + 

Zwischen  ihnen  besteht  die  Relation: 

108  == 

Die  Form  ist  eine  absolute  Invariante,  /*g  und  K sind  re- 
lative Invarianten  vom  Index  2.  Ein  volles  System  absoluter 
Invarianten  bilden  die  drei  Formen  und  /*g  • K. 

Ein  volles  Invariantensystem  für  die  lineare  homogene  Sub- 
stitutionsgruppe, aus  der  die  Ikosaedergruppe  hervorgeht,  bilden 
die  drei  Formen: 
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fit  = — V*)! 

Jjo  = — («i“  + *8^)  + — itj“*!®)  - 494a;i“®,*® 

T — x,“  + ii^®’  + 522(»i“V  — 

- 10005 + itj"»»!“). 
Zwischen  ihnen  besteht  die  Relation: 

T»  + jS,o®  = 1728/ls® 

Die  drei  Formen  A2J  iZgo  T sind  absolute  Invarianten; 
für  die  Ikosaedergruppe  existieren  keine  relativen  Invarianten. 

Die  Formen  f^,  f^,  und  fl2  it?ie  aus  ihnen  durch 
lineare  homogene  Transformation  hervorgehenden  sind  die  einzigen 
hinären  Formen  ohne  vielfache  Faktoren,  deren  vierte  Üherschiehu/ng 
(ff  fY  verschwindet.  (W e d e ki n d , Hdbüit-Schr.,  Karlsruhe  (1876), 
Brioschi,  Ann.  di  mat.  (2)  8,  24  (1877),  Gordan,  Vorlesungen 
über  Invariantentheorie  2,  204.) 

Sg  ist  die  Hessesche  Determinante  von  /g,  H^q  die  von 
/l2>  A die  von  f^  und  f^  die  von  ff,  f^  ist  die  FuMktional- 
determinante  von  f^  und  ff,  K von  f^  tmd  H^,  T von 
und  /ig. 

Die  Form  f^  entspricht  den  Ecken  des  Tetraeders,  ff  den- 
jenigen des  Gegentetraeders,  f^  den  Kantenhalbierungspunkten, 
die  ein  Oktaeder  bilden.  Ebenso  liegt  es  bei  den  Invarianten 
■des  Oktaeders  und  des  Ikosaeders;  f^  entspricht  den  Oktaeder- 
ecken, jETg  dem  Polarwürfel,  K den  12  Kantenhalbierungspunkten, 
/12  entspricht  den  Ikosaederecken,  jBgg  den  Ecken  des  reziproken 
Pentagondodekaeders  und  T den  Kantenhalbierungspunkten.  Die 
Hess  eschen  Determinanten  entsprechen  also  den  Mitten  der 
Seitenflächen  der  betrachteten  Polyeder,  die  Funktionaldeter- 
minanten den  Mittelpunkten  der  Kanten  der  Polyeder.  Setzt 

man  ^ ❖ und  bildet  sich  = Z,  = Z,  = Z, 

50  ist  Z Funktion  von  fl-.  Die  drei  auf  diese  Weise  definierten 
Gleichungen  f (d')  = Z vom  Grade  12,  24  und  60  heißen  nach 
Klein  die  Tetraeder-,  Oktaeder-  und  Ikosaedergleichung.  Die 
letztere  Gleichung  lautet  ausführlich: 

• (_  — 1 4-  228^^^  — 228fl'®  — 4940^®)* 

— 1728fl‘^Z(fl^<> -I-  11-fl^  — 1)^  = 0. 

d‘  als  Funktion  von  Z aufgefaßt,  heißt  die  Irrationalität  des 
Tetraeders  bezw.  des  Oktaeders  und  Ikosaeders. 
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Wir  vermerken  noch  die  Untergruppen  der  Ihosaedergruppe. 
Sie  sind  zyklische  Gruppen:  fünfzehn  ^ehn  ©g,  sechs 
Diedergruppen:  fünf  ^4,  zehn  3)6,  sechs  3)io  und  5 Tetraeder- 
gruppen 5^12*  Gruppen  gleicher  Ordnung  sind  in  bezug  auf  die 
Ikosaedergruppe  konjugiert. 

Die  endlichen  KoUineationsgruppen  des  sind  zuerst  von 
F.  Klein,  Math.  Ann.  9,  183  (1876),  und  zwar  auf  geometri- 
schem Wege  durch  Betrachtung  der  Drehungen  einer  Kugel  um 
ihren  Durchmesser  und  der  der  Kugel  einbeschriebenen  Polyeder 
bestimmt  worden.  Die  erste  algebraische  Herleitung  der  end- 
lichen KoUineationsgruppen  des  R^  gah  Gordan,  Math.  Ann. 
12,  23  (1877).  Auf  die  invarianten  binären  Formen  in  un- 
homogener Gestalt  war  bereits  H.  A.  Schwarz,  Journ.  f.  Math. 
75,  323  (1873)  bei  der  Bestimmung  der  Fälle  gelangt,  in  denen 
die  Gaußsche  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Funk- 
tion durch  algebraische  Funktionen  befriedigt  wird.  Vgl.  die  syste- 
matischen Darstellungen  bei  Klein,  Ihosaeder.,  H.Weber, 

2,  269,  Bianchi,  Teoria  dei  gruppi,  S.  99,  Vivanti,  Elementi 
della  teoria  delle  fumioni  poliedriche  e modulari,  Milano  1906. 

Die  Aufzählung  der  endlichen  ternären  KoUineationsgruppen, 
d.  h.  derjenigen  des  R^  hat  zuerst  C.  Jordan  {Journ.  f.  Math. 
84,  89  (1878))  unternommen;  hierbei  entgingen  ihm  eine  von 
F.  Klein  {Math.  Ann.  14,  428  (1879))  entdeckte  Gruppe  der 
Ordnung  168  und  eine  von  Valentiner  {Videnskahernes  Sels- 
kabs  Skriffer,  6.  Raekke  (1889),  Kopenhagen)  gefundene  Gruppe 
der  Ordnung  360.  Eine  erneute  Bestimmung  der  endlichen 
ternären  KoUineationsgruppen  gab  Blichfeld+  Math.  Ann.  63, 
552  (1907). 

Abgesehen  von  reduziblen  KoUineationsgruppen  und  solchen, 
bei  denen  sich  die  Variablen  der  zugdiörigen  homogenen  linearen 
Substitutionsgruppen  bis  auf  konstante  Faktoren  nur  untereinander 
permutieren  {Monomialgruppen,  Maschke,  Am.  J.  math.  17,  168 
(1895)),  gibt  es,  wenn  ähnliche  KoUineationsgruppen  als  nicht 
verschieden  gelten,  sechs  verschiedene  Arten  endlicher  ternärer  KoU 
lineationsgruppen,  d.  h.  solcher  der  Ebene. 

1.  Die  Hessesche  Gruppe.,  die  als  KoUineationsgruppe  die 
Ordnung  216  hat  und  aus  keiner  niedrigeren  ternären  linearen 
homogenen  Substitutionsgruppe  als  einer  solchen  der  Ordnung 
648  herleitbar  ist.  Der  Name  der  Gruppe  stammt  daher,  weil 
sie  mit  der  Hess  eschen  Konfiguration  zusammenhängt,  die  sich 
bei  der  Betrachtung  des  syzygetischen  Büschels  Ä/*  -f-  A A =»  0 
ergibt,  der  von  einer  Kurve  dritter  Ordnung  /*  ==  0 und  ihrer 

Pascal,  Bepertorium.  I.  2.  Aufl.  16 
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He  SS  eschen  Kurve  A gebildet  wird.  Eine  Invariante  der  Gruppe 
ist  die  Form,  welche  die  vier  Wendepunktdreiecke  des  Büschels 
bestimmt.  Das  volle  Invariantensystem,  das  aus  fünf  Formen 
besteht,  findet  man  bei  Maschke,  Math,  Arm.  33,  326  (1889). 

2.  Eme  invariante  Untergruppe  der  Hess  eschen  Gruppe  von 
der  Ordnumg  72  bezw.  216  bei  homogener  Schreibweise. 

3.  Mne  Untergruppe  der  Hess  eschen  Gruppe  von  der  Ord- 
nu/ng  36  bezw.  108  bei  homogener  Schreibweise.  Die  Hessesche 
Gruppe  enthält  drei  solcher  Gruppen;  sie  haben  eine  in  der 
Hess  eschen  Gruppe  der  Ordnung  216  invariante  Untergruppe 
der  Ordnung  18  gemein.  Die  Hessesche  Gruppe  ist  daher  mit 
der  Tetraedergruppe  komomorph;  nach  ihr  transformieren 
sich  die  Formen  f und  A. 

4.  Die  ternäre  Ilcosaedergruppe,  die  als  Kollineatipnsgruppe 
die  Ordnung  60  hat  und  aus  einer  linearen  homogenen  ternären 
Substitutionsgruppe  derselben  Ordnung  60  hervorgeht. 

5.  Die  Kl  ein  sehe  Gruppe,  die  als  Kollineationsgruppe  die 
Ordnung  168  hat  und  aus  einer  linearen  homogenen  ternären  Sub- 
stitutionsgfuppe  derselben  Ordnung  168  hervorgeht.  Die  Gruppe 
ist  einfach  und,  da  es  nur  eine  einfache  abstrakte  Gruppe  der 
Ordnung  168  gibt,  holoedrisch  isomorph  mit  der  Modulargruppe 
für  die  Primzahl  p — 1 (vgl.  S.  201).  Die  Invariante  niedrigsten 
Grades  der  homogenen  Gruppe  ist  die  ternäre  Form 

Die  Gruppe  besitzt  nur  absolute  Invarianten.  Das  voUe  In- 
variantensystem  besteht  aus  vier  Formen.  Die  Gruppe  ist  gefunden 
von  Klein,  Math.  Ann.  14,428  (1879),  vgl.  ferner  Klein,  Math. 
Ann.  15,  265  (1879),  Gord an,  ebenda  17,  217,  359  (1880), 
20,  515  (1882),  25,  459  (1885).  Systematische  Darstellungen 
bei  Klein  - Fricke,  ModulfunJcMonen  1,  692  u.  H.  Weber, 
Algebra  2,  497. 

6.  Die  Valentin  er  sehe  Gruppe,  die  als  Kollineations- 
gruppe die  Ordnung  360  hat  und  aus  keiner  niedrigeren  homo- 
genen linearen  ternären  Gruppe  als  einer  solchen  der  Ordnung 
1080  hervorgeht.  JDie  Valentin  er  sehe  Gruppe  ist  mit  der 
alterrderenden  Vermutationsgruppe  in  sechs  Symbolen  holoedrisch  iso- 
morph. Sie  enthält  zwei  Systeme  von  je  sechs  konjugierten  Iko- 
saedergruppen und  zwei  Systeme  von  je  15  konjugierten  Oktaeder- 
gruppen. Die  Invariante  niedrigsten  Grades  der  homogenen 
Gruppe  ist  von  der  Form: 

lO^i^üJg®  -f  9373(0?^^  + X2^)  — 4t6xj^X2^x^^  — IZhx^x^x^^-^  27 Xq\ 
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Das  volle  Invariantensystem  der  Gruppe  besteht  aus  vier  Formen 
und  ist  zuerst  von  Wiman,  Math,  Änn.  4:l,  531  (1896)  auf- 
gestellt  worden.  Vgl.  ferner  Gerbaldi,  Bend.  Circolo  di  Palermo, 
12,  23  (1898),  13,  161  (1899),  14,  68  (1900),  16,  129  (1902), 
Math.  Änn.  50,  473  (1898),  Fricke,  GöU.  Nachr.  (1896),  199, 
Math.  Yer.  5,  55  (1896),  L.  Lachtin,  Maili.Ann.  51,  463  (1899), 
Gordan,  Math.  Änn.  01,  453  (1905). 

Die  vollständige  Aufzählung  der  verschiedenen  endUchen 
quaternären  Kollineatiomgruppen,  d.  h.  derjenigen  unseres  jKj, 
stammt  von  Biichfeldt,  Math.  Ann.  60,  204  (1905),  Trans. 
Am.  M.  S.  6,  230  (1905).  Vgl,  ferner  Anton  ne,  Journ.  de 
matk.  (5)  7,  351  (1901)  u.  Bagnera,  Bend.  Cireolo  di  Palermo 
19,  1 (1905).  Im  gibt  es  allein  25  nicht  ähnliche  Kolli- 
neationsgruppen,  die  mit  symmetrischen  und  alternierenden  Per- 
mutationsgrnppen  holoedrisch  isomorph  sind  (Maschke,  Math. 
Ann.  51,  298  (1899)),  hierunter  je  eine  mit  @6s  und  ^[71  iso- 

Y 

morphe  Gruppe.  Besonders  bemerkenswert  sind  unter  den  quater- 
nären endlichen  Kollineationsgruppen: 

1.  eine  solche  der  Ordnung  11520,  die  aus  einer  homo- 
genen quaternären  linearen  Substitutionsgruppe  von  viermal  so 
hoher  Ordnung  hervorgeht, 

2.  eine  solche  der  Ordnung  25920,  die  sich  aus  einer 
homogenen  quaternären  linearen  Substitutionsgruppe  von  doppelt 
so  hoher  Ordnung  ergibt. 

Nach  der  Kollineationsgruppe  der  Ordnung  11520,  die 
F.  Klein  {Math.  Ann.  2,  198  (1870),  4,  356  (1871))  durch 
liniengeometrische  Betrachtungen  gefunden  hat,  transformieren 
sich  die  Verhältnisse  der  bei  den  hyperelliptisehen  Funktionen 
des  Geschlechtes  p — 2 auftretenden  sogenannten  Borchardt- 
schen  Moduln.  Die  %1520  ist  holoedrisch  isomorph  mit  der 
Galois sehen  Gruppe  der  Gleichung  16*®“  Grades,  welche  die 
16  Knotenpunkte  einer  Kummer  sehen  Fläche  bestimmt  (Jordan, 
Trait^y  313)  und  homomorph  mit  der  symmetrischen  Gruppe  ©ei* 
Ein  voUes  Invariantensystem  der  homogenen  Gruppe  ist  von. 
Maschke,  Math.  Ann.  30,  496  (1887)  aufgesteUt  worden. 
Weitere  Literatur:  Reichardt,  Math.  Ann.  28,  84  (1887),  Nova 
Acta  Leop.  50,  375  (1887),  Heß,  ebenda  55,  100  (1891). 

Die  Kollineationsgruppe  (^25920  ist  einfach.  Sie  ist  holoedrisch 
isomorph  mit  einer  invarianten  Untergruppe  des  Index  2 der 
Galoisschen  Gruppe  @51840  Ordnung  51840  der  Gleichung 
für  die  Bestimmung  der  27  Geraden  einer  allgemeinen  Fläche 

16* 
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dritter  Ordnung;  von  dieser  (5)5j84o  hängt  auch  die  Dreiteilung 
der  hyperelliptischen  Funktionen  ab.  (C.  Jordan,  Traite^  316 
u.  365,  F.  Klein,  Journ.  de  math.  (4)  4,  169  (1888),  H.  Burk- 
hardt, Math.  Ann.  38,  161  (1891),  41,  313  (1893).)  Das 
volle  Invariantensystem  der  homogenen  %i84o^)j 
Kollineationsgruppe  (^25940  homomorph  ist,  bei  H.  Maschke, 
Math.  Ann.  33,  317  (1889).  Eine  gruppentheoretische  Unter- 
suchung dieser  vielfach  behandelten  Gruppe  mit  Literaturangaben 
bei  Dickson,  Trans.  Am.  31. 8. 5, 126  (1904),  Proc.  Lond.  M.S.  (2) 

I,  283  (1904),  vgl.  auch  Dickson,  üwcfltr  groups.,  S.  303,  WBurn- 
side,  Proc.  Poyal  Soc.  A77,  182  (1906).  Vgl.  auch  S.  249. 

Erwähnt  sei  noch,  daß  nach  den  Untersuchungen  von 

J.  Schur,  Journ.  f.  Math.  132,  135  (1907)  über  die  Dar- 
stellungen- der  verallgemeinerten  Modulargruppe  als  Kollineations- 
gruppen  die  einfache  Gruppe  der  Ordnung  504  sich  als  Kolli- 
neationsgruppe in  sechs  und  nicht  weniger  Variablen  darstellen  läßt, 
während  die  voraufgehenden  einfachen  Gruppen  der  Ordnungen 
60  und  168  als  Kollineationsgruppen  in  einer  bezw.  zwei  Va- 
riablen darstellbar  sind.  Es  gilt  folgender  allgemeiner  Satz: 
Ist  ^”*>3,  aber  von  9 verschieden,  so  gibt  es,  wenn  p eine 


ungerade  Primzahl  ist,  im  ganzen 


3 

2 


verschiedene  irreduzible 


Gruppen  ganzer  linearer  homogener  Substitutionen,  die  mit  der 
verallgemeinerten  endlichen  Modulargruppe  (vgl.  S.  215)  der  Ord- 


pm  ^p^m  _ 


isomorph  smd,  und  zwar  eine  des  Grades  p' 


des  Grades  -f  1 , 


P 


2 -j-  ^ 


des  Grades  jp”*  — 1 


und  zwei  des  Grades  — • Ebenso  gibt  es  für  p”*  > 3, 

I 3 ^ 

aber  =4=  9,  - -g—-  verschiedene  irreduzible  Kollineationsgruppen, 
die  mit  der  verallgemeinerten  Modulargruppe  isomorph  sind 

und  sich  nicht  als  Gruppen  von  ^ ganzen  linearen 

homogenen  Substitutionen  schreiben  lassen.  Unter  diesen  Gruppen 


haben  — 


_2-{-£ 


den  Grad  i>”*  -f-  I? 


den  Grad  p^  — 1 

und  zwei  den  Grad  — ^ — ; hierbei  ist  g ==  ( — l)  ^ Es  • 
gibt  2™  verschiedene  irreduzible  Kollineationsgruppen,  die  mit 


1)  6^6184^  ®6i84o  sind  natürlich  nicht  isomorph;  die  erste 

Gruppe  hat  eine  invariante  Untergruppe  zweiter  Ordnung,  die  zweite 
eine  invariante  Untergruppe  @25980  • 
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der  verallgemeinerten  endlichen  Modulargruppe  der  Ordnung 
2”*  (2^”*  — 1)  des  G^jP[2”^]  für  2”*  > 4 isomorph  sind,  und  zwar 
hat  man  eine  Gruppe  des  Grades  2”*,  ferner  2”*"^  — 1 des  Grades 
2”*  + 1 und  2'”“^  des  Grades  2”^  — 1.  Alle  diese  Gruppen  lassen 
sich  auch  als  ganze  lineare  homogene  Substitutionsgruppen  der- 
selben Ordnung  2”* (2^”* — l)  darstellen.  (J.  Schur,  a.  a.  0., 
133  u.  134.)  Die  mit  der  gewöhnlichen  Modulargrupp^  (m  = l) 

isomorphen  Kollineationsgruppen  des  Grades  — bezw.  — - — , 

d.  h.  des  bezw.  hat  F.  Klein,  Math.  Ann.  15,  275 

~~T'  2 

(1879)  aus  der  Transformationstheorie  der  elliptischen  Funk- 
tionen gefunden. 

§ 12.  Lineare  Gruppen  mit  Koeffizienten  aus  einem 
Körper.  Kongruenzgruppen. 

Die  Gesamtheit  aller  Kollineationen 

t _ h ^in  + 1 2 

* ^n2^2'~i + «wn  + 1 

gleichen  Grades  n X mit  nicht  verschwindenden  Determinanten 
= + 1),  deren  Koeffizienten  sämtlich  ausnahmslos 

einem  Körper  Sl  angehören,  bildet  eine  Gruppe;  sie  heißt  die  all- 
gemeine projektive  oder  linear  gebrochene  Gruppe  in  n Variablen 
oder  die  allgemeinste  Kollineat ionsgruppe  {n  -f  l)^®”  Grades  mit 
Koeffizienten  aus  Sl.  Ist  ein  endlicher  Körper  (vgl.  S.  177), 
so  ist  die  Gruppe  selbst  endlich]  man  spricht  von  der  all- 
gemeinen projektiven  oder  linear  gebrochenen  oder  dllgetneinsten 
Kollineationsgrupjfe  mit  Koeffizienten  aus  dem  GF[p”^]  (Galois- 
sches  Feld  der  Ordnung  p"‘)  oder  kürzer  von  einer  allgemeinen 
linear  gebrochenen  Kongruenzgruppe. 

Die  Gesamtheit  aller  Substitutionen 

1"  ^»n  + 1 (*  = L2,...,n) 

gleichen  Grades  mit  nicht  verschwindenden  Determinanten 
I I ~ h 2, . . deren  Koeffizienten  ausnahmslos  einem  Körper  52 
angehören,  bildet  die  allgemeine  lineare  unhomogene  Gruppe  oder 
die  allgemeine  volle  linca/re  Gruppe  mit  Koeffizienten  aus  52.  Sie 
hat  die  kommutative  Gruppe:  «*„+1  (»  = 1,2,...,«)  zur 

invarianten  Untergruppe.  Die  letztere  Gruppe  wird  auch,  wenn  52 
das  ist,  als  arithmetische  Gruppe  bezeichnet. 

In  der  allgemeinen  linearen  unhomogenen  Gruppe  mit 
Koeffizienten  aus  52  ist  die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe 


246 


Kapitel  III.  Algebraische  GDippentbeorie. 


mit  Koefßzienten  aus  Sl  als  Untergruppe  enthalten.  Sie  besteht 
aus  der  Gesamtheit  aller  Substitutionen: 

}-  ^in^n  (*•  = !, 2.. ..,n) 

mit  nicht  verschwindenden  Determinanten  (*,*  = 1,2,...,«)  und 
Koeffizienten  aus  Sl. 

Ist  Sl  das  so  hat  die  allgemeine  lineare  homo- 

gene  Kongraenzgruppe  Grades'^')  die  Ordnung 

h = — 1)  (jp”*”  —p^)  • (p”"”  — 

u/nd  die  volle  Gruppe  die  Ordnu/ng  h • p”^^ 

Läßt  man  in  dem  Symbol  die  n Indices  die 

jp*”  Marken  des  GF[p^^  durchlaufen  und  ersetzt  |/  durch 

h «,•„+!  (*'  = l,2,...,n), 

wobei  die  Koeffizienten  a.j^  alle  Zahlen  des  GF[jp”*]  mit  nicht 
verschwindenden  Determinanten  | «,•  * | (»*  * = 1, 2, . . »)  durchlaufen, 
so  entspricht  jeder  linearen  unhomogenen  Substitution  eine  Per- 
mutation unter  den  jp”*”  Größen  Die  aus  diesen 

Permutationen  bestehende  Gruppe  ist  mit  der  linearen  unhomo- 
genen Substitutionsgruppe  mit  Koeffizienten  aus  dem 
holoedrisch  isomorph.  Anstatt  ein  Symbol  l mit  n Indices  zu 
verwenden,  kann  man  auch  ein  Symbol  l^  mit  nur  einem  Index 
f verwenden,  den  man  die  p'^^^  Marken  des  6rjP[p”*"]  durch- 
laufen läßt.  Ersetzt  man  ^ durch  eine  geeignet  gewählte  ganze 
rationale  Punktion  ifj  (^)  von  ^ mit  Koeffizienten  aus  dem 

GF[p^^]f  so  stellt  V wenn  ^ die  Zahlen  des  GF[p”^"] 

\V(0/ 

durchläuft,  eine  Permutation  unter  den  jp”*”  Größen  l^  dar.  Auch 
eine  aus  derartigen  Permutationen  bestehende  Permutationsgruppe 
des  jp"*”*®“  Grades  läßt  sich  der  linearen  unhomogenen  Substitutions- 
gruppe mit  Koeffizienten  aus  dem  GF[p”^]  holoedrisch  isomorph 
zuordnen.  (Betti,  Ann.  di  scienze  mat.  e ßs.  B (1852),  6 (1855), 
Opcre  mat..  Milano  1903,  1,  48  u.  117,  Mathieu,  Journ.  de 
maih.  (2)  6,  301  (I86I),  Dickson,  Linear  groups.^  S.  64  u.  75.) 

Die  sich  für  m — 1 ergebende  Permutationsgruppe  tritt  bereits 
in  folgendem  berühmtem  Satze  von  Galois  (CEuvres,  p.  27)  auf: 

1)  Unter  dem  Grad  einer  linearen  homogenen  Gruppe  versteht 
man  die  Yariabienzahl.  Eine  Kongruenzgruppe  erhält  man  auch, 
wenn  man  alle  linearen  homogenen  Substitutionen  gleichen  Grades 
mit  ganzzahligen  Koeffizienten  mod  s betrachtet,  deren  Determinanten 
zu  8 relativ  prim  sind,  wobei  s eine  beliebig  gewählte,  ganze  positive 
Zahl  bedeutet.  (C.  Jordan,  Tratte^  S.  92.) 
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Jede  primitive  Permutationsgruppe  des  Grades  p^(p  Prim- 
jsähl)  kam  nur  dann  auflösbar  sein,  wenn  sie  eine  Untergruppe 
der  Permutationsgruppe  p^*^  Grades  der  Ordnung 

(i?”  — 1)  (jp”  —p)  (i?”  —p^)...  (jp”  —p^- 1)^” 

ist,  die  mit  der  allgemeinen  vollen  linearen  Kongruenzgruppe  mit 
Koeffizienten  mod  p i/n  n Variablen  holoedrisch  isomorph  ist.  Für 
w — 1 ist  die  Gruppe  immer  auflösbar,  vgl.  S.  213.  Für  w > 1 ist  die 
Gruppe  der  Ordnung  (^”  — - 1)  (p”  — p)  (jp”  . . . Ip^  —p^~  ^)jp” 
nicht  stets  auflösbar;  mit  der  Bestimmung  iluSt-  sämtlichen 
auflösbaren  Untergruppen  beschäftigt  sich  C.  Jordan,  Traife, 
S.  398ff.  Von  Lehrbüchern  vgl.  H.  Web  er,  Algebra  2,  359.  Für 
= 3,  n = 2 hat  die  Gruppe  die  Ordnung  432.  Diese  Gruppe 
ist  eine  auflösbare  Gruppe  und  die  Galoissche  Gruppe  der 
Gleichung  neunten  Grades,  von  der  die  Bestimmung  der  9 Wende- 
punkte einer  Kurve  dritter  Ordnung  abhängt  (Hesse,  Journ. 
f.  Math.  34  (1847),  Ges.  Werke,  137;  vgl.  auch  H.  Weber, 
Algebra  2,  410,  Netto,  Algebra  2,  460). 

Die  Gesamtheit  aller  linear  gebrochenen  Substitutionen: 

-c  = 8 H h ^in  + 1 /,•  = i 9 

mit  Koeffizienten  aus  einem  Körper  Sl,  bei  denen  die  Deter- 
minante (t, Ä = 1, 2...,n  + i)  den  Wert  -j- 1 hat,  heißt  die 

spezielle  KoUineationsgruppe  n -j~  1^®”  Grades  oder  die  spezielle 
linear  gebrochene  Gruppe  oder  die  spezielle  projektive  Gruppe 
mit  Koeffizienten  aus  Ä.  Sie  ist  eine  invariante  Untergruppe 
der  allgemeinen  projektiven  Gruppe  mit  Koeffizienten  aus  Ä; 

Ist  Sl  das  GF[p”*],  so  ist  die  spezielle  linear  gebrochene 
Gruppe  in  n Variablen  endlich  und  hat  die  Ordnung 

+ — l)^w*(«-l)3  . . (p2m  _ l)^"», 

wobei  d der  größte  gememsame  Teiler  von  w -|-  1 und  p^  — 1 
ist.  Ausgenommen  in  den  zwei  Fällen  (w  -f  1,  p^)  — (2,  2)  und 
(2,  3)  ist  die  endliche  spezielle  linear  gebrochene  Gruppe  eine  ein- 
fache Gruppe.  Ist  die  Zahl  n im  besonderen  gleich  1,  so  erhält  man 
die  verallgemeinerte  Modulargruppe  der  Ordnung  (2®*” — 1)  • 2™ 

bezw.  — — p^,  falls  jp  > 2 . Für  n — 2,  p — 2,  m — X hat 

die  spezielle  lineare  gebrochene  Gruppe  in  2 Variablen  die  Ord- 
nung 168.  Als  einfache  Gruppe  muß  sie,  da  es  nur  eine  ein- 
fache Gruppe  der  Ordnung  168  gibt,  mit  der  Modulargruppe 
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für  p — 7 holoedrisch  isomorph  sein.  Über  die  spezielle  linear  ge- 
brochene Gruppe  für  n — 2^  p^  bei  beliebigem  m vgl.  Dickson, 
Linear  groups,  S.  242. 

Die  Gesamtheit  aller  linearen  homogenen  Substitutionen 

H ^in^n  (*  = l,2....,n) 

mit  Koeffizienten  aus  einem  Körper  Ä,  bei  denen  die  Deter- 
minante \a^J^\  den  Wert  -f  1 hat,  heißt  die  spezielle  lineare 
homogene  Gruppe  mit  Koeffizienten  aus  Sl.  Die  Gruppe  hat  die 
aus  den  Ahnlichkeitstransformationen  (y^  — 1)  gebil- 

dete Gruppe  zur  invarianten  Untergruppe,  wobei  v alle  Größen 
aus  Sl  durchläuft. 

Ist  Sl  ein  algehraischer  Zahlkörper^  so  bildet  die  Gesamt- 
heit aller  linearen  homogenen  Substitutionen  der  Determinante 
-f-  1,  deren  Koeffizienten  ausnahmslos  ganze  algebraische  Zahlen 
des  Körpers  sind,  eine  Gruppe.  Diese  Gruppe  wird  von  einer 
endlichen  Anzahl  von  Elementen  erzeugt.  (Vgl.  S.  193.)  (A.  Hur- 
witz,  Gott.  Nachr.  (1895),  332.)  Im  besonderen  wird  also  auch 
die  Gruppe  aller  ganzzahligen  linearen  homogenen  Substitutionen 
der  Determinante  + 1 von  einer  endlichen  Anzahl  von  Sub- 
stitutionen erzeugt;  für  diesen  speziellen  Fall  genügen  sogar  zwei 
erzeugende  Substitutionen  (Kronecker,  Monatsh.  d.  Bert.  ATcad. 
(1866),  Ges.  Werke  1,  159,  Krazer,  Ann.  di  mat.  (2)  12,  283 
(1884),  W.  Burnside,  Messenger  of  mat.  33,  133  (1904)). 

Als  Untergruppe  der  speziellen  linearen  homogenen  Gruppe 
sei  für  n — ^r  die  spezielle  lineare  Abel  sehe  Gruppe  angeführt. 
(Die  Bezeichnung  hat  mit  kommutativer  Gruppe  (vgl.  S.  174) 
nichts  zu  tun;  die  Gruppe  stammt  aus  der  Theorie  der  Abel- 
schen  Funktionen  (Jordan,  Traite,  S.  171)).  Die  spezielle  lineare 
Abel  sehe  Gruppe  besteht  aus  der  Gesamtheit  aller  linearen  ho- 
mogenen Substitutionen: 

li  = H H (*  = 1,2, ...,2r) 

welche  die  alternierende  bilineare  Form; 

llfl«  — ls%  + ls»)4  — ^4%  -) 1-  kr-lVir  “ krV2r-l 

mit  kogredienten  Variablen  rj^  in  sich  überführen.  Ist  Sl 
das  6rjP[p”*],  so  hat  die  sich  aus  der  speziellen  linearen  Abel- 
sehen  Gruppe  ergebende  Gruppe  linear  gebrochener  Substitutionen 
die  Ordnung 
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wobei  a = 1 oder  ==  2,  je  nachdem  p — 2 oder  > 2 ist  Außer 
für  die  drei  Fälle  jp”*  = 2,  r ==  1 wnd  r = 2,  = 3,  r =«=  1 

ist  die  spezielle  linear  gebrochene  Abel  sehe  Gruppe  einfach  (vgl. 
S.  202  erste  Zeile).  Die  einfache  Gruppe  niedrigster  Ordnung,  die 
in  diesem  System  enthalten  ist,  ist  eine  solche  der  Ordnung  25920, 
die  p^  — 3,  r — 2 entspricht  und  mit  der  einfachen  Kolli- 
neationsgruppe  des  (vgl.  S.  243)  holoedrisch  isomorph  ist. 
p”*  = 2,  r—S  ergibt  die  einfache  Gruppe  der  Ordnung  1451520; 
sie  ist  holoedrisch  isomorph  mit  der  Galois  sehen  Gruppe  der 
Gleichung  der  28  Doppeltangenten  einer  Kurve  vierter  Ordnung 
ohne  Doppelpunlde.  Eine  Untergruppe  der  Gruppe  (^1451520 
Index  28  ist  holoedrisch  isomorph  mit  der  Galois  sehen  Gruppe 
®5i840  244)  der  Gleichung  für  die  27  Geraden  einer  Fläche 

dritter  Ordnung.  (Jordan,  Tratte,  S.  229  u.  330,  H.  Weber, 
Algebra  2,  419.)  Vgl.  auch  Dickson,  Trans.  Am.  M.  S.  3, 
38  u.  377  (1902),  Am.  J.  math.  26,  243  (1904). 

Die  Gesamtheit  aller  linearen  homogenen  Substitutionen 

'^i  = + ^i2  ^2'  + ■ ' ’ + ^in^n  (*  = 2, . . n) , 

mit  Koeffizienten  aus  einem  Körper  die  -j-  ^2^  ‘ 

in  sich  transformieren,  bildet  die  orthogonale  Gruppe  mit  Koeffi- 
zienten aus  Sl.  Ihre  Behandlung  für  das  GF\_p^^  bei  Dickson, 
Linear  groups,  S.  156.  Wegen  weiterer  Einzelheiten  in  bezug 
auf  Kongruenzgruppen  vgl.  das  zitierte  Werk,  sowie  in  Er- 
gänzung für  beliebige  Körper:  Dickson,  Trans.  Am.  M.  S.  2, 
363  (1901). 

In  Analogie  mit  dem  in  § 10  behandelten  Problem  der 
Darstellung  einer  abstrakten  Gruppe  als  Gruppe  linearer  homo- 
gener Substitutionen  kann  man  sich  die  Aufgabe  stellen:  Es 
ist  eine  endliche  Gruppe  (S  gegeben.  Man  soll  mit  ihr  homo- 
morphe  lineare  homogene  Substitutionsgruppen  mit  Koeffizienten 
aus  einem  6rjF[p”*]  konstruieren.  Vgl.  Dickson,  Trans.  Am. 
M.  S.  8,  389  (1907),  Bidl.  Am.  M.  S.  (2)  13,  477  (1907). 

Wir  führen  nur  folgendes  Theorem  von  Blichfeldt  (Trans. 
Am.  M.  8.  8,  30  (1907))  an: 

Ist  (3  eine  irreduzible  lineare  homogene  Substitutionsgruppe 
in  n Variablen,  so  kann  man  stets  unendlich  viele  derartige  Prim- 
zahlen p finden,  daß  sich  mitfeist  jeder  von  ihnen  eine  zu  (S 
holoedrisch  isomorphe  irreduzible  Gruppe  ÖJj  linearer  homogener 
Substitutionen  in  ebenfalls  n Variablen  bilden  läßt,  deren  Koeffi- 
zienten ausschließlich  ganze,  modp  zu  nehmende  Zahlen  sind. 


Kapitel  IV. 
Algebraische  Gleichungen. 

Von  Alfred  Loewy  in  Freiburg  i.  Br. 


§ 1.  Historisches.  Literatur. 

Aufgabe  der  Algebra  ist  das  Studium  der  ganzen  rationalen 
Funktionen  oder  Polynome  in  einer  oder  mehreren  Variablen 
(vgl.  S.  31).  Der  Name  „Algebra“  stammt  von  dem  Titel  des 
mathematischen  Lehrbuches  Äldschehr  wälmuMbala  des  Arabers 
Muhammed  ibn  Müsä  Alchwarizmi  (Anfang  des  9.  Jahrh.). 
Ihren  Ausgangspunkt  hat  die  Algebra  in  der  Theorie  der 
Gleichungen,  und  diese  bilden  auch  ihren  vornehmsten  Gegen- 
stand. Mit  Gleichimgen  des  ersten  Grades  beschäftigt  sich  bereits 
das  altägyptische  Eechenbuch  des  Ähmes  (etwa  1700  v.  Ohr.). 
Die  Auflösung  der  Gleichungen  zweiten  Grades  war  den  grie- 
chischen Mathematikern  bekannt.  In  geometrischer  Form  findet 
man  sie  in  Euklids  Elementen  (um  300  v.  Ohr.)  (Buch  11, 
Satz  11,  Buch  VI,  Satz  28  u.  29);  zahlreichen  quadratischen 
Gleichungen  begegnet  man  in  dem  ältesten  Denkmal  griechischer 
algebraischer  Wissenschaft,  in  Diophantus-'  Arithmetica  (3.  bis 
4.  Jahrh.  n.  Chr.).  Die  Auflösung  der  Gleichungen  dritten  und 
vierten  Grades  verdankt  man  italienischen  Mathematikern  des 
16.  Jahrhunderts;  Scipione  del  Ferro,  Tartaglia,  Oardano 
und  Ferrari  (vgl.  § 8). 

Zu  einem  Herausgehen  über  ihre  ersten  Anfänge  konnte 
die  Algebra  erst  durch  Schöpfung  der  Buchstabenrechnung  ge- 
langen Vieta  {In  artem  analyticam  isagoge  (1591))  hat  zu- 
erst die  Buchstaben  nicht  nur  wie  bisher  für  die  Unbekannten 
verwendet,  sondern  auch  für  Größen,  die  bestimmte  gegebene 
Zahlen  werte  besitzen  Vieta  {Be  aequationum  recognitione  et 
emendatione,  aus  dem  Nachlaß  1615  erschienen)  hat  auch  den 
Zusammenhang  zwischen  den  Wurzeln  und  Koeffizienten  einer 
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• 

Gleichung  entdeckt;  er  beschränkte  sieh  hierbei  auf  die  positiven 
Lösungen,  die  er  allein  als  Auflösungen  zuließ.  Girard  {In- 
vention nouveUe  en  Valg^bre  (1629))  hat  zuerst  ausgesprochen; 
Jede  Gleichung  besitzt  soyiel  Wurzeln,  wie  ihr  Grad  angibt; 
den  Satz  von  Yieta  hat  er  ohne  Einschränkung,  sogar  beim 
Auftreten  imaginärer  oder  mehrfacher  Wurzeln.  Er  berechnet 
auch  die  Summen  der  vier  ersten  Potenzen  der  Gleichungs- 
wurzeln  aus  den  Gleichungskoeffizienten.  Descartes  hat  im 
dritten  Buch  seiner  Geometrie  (1637)  (deutsche  Ausgabe  von 
Ludw.  Schlesinger,  Berlin  1894),  welche  seine  berühmte 
Zeichenregel  enthält  und  auch  sonst  reich  an  algebraischen 
Theoremen  ist,  den  Satz:  Wenn  eine  Gleichung  mit  der  Un- 
bekannten z die  Wurzel  besitzt,  so  ist  ihre  auf  Null  ge- 
brachte linke  Seite  durch  z — ohne  Rest  teilbar.  Auf 
Grund  dieses  Satzes  erfordert  der  sogenannte  Fimdamentalsatg 
oder  Wurzedexistemsats  der  Algebra  nur  den  Nachweis,  daß  jede 
algebraische  Gleichung  wenigstens  eine  Wurzel  besitzt;  hieraus 
folgt,  daß  die  auf  Null  gebrachte  Unke  Seite  jeder  Gleichung 
w*®“  Grades  in  n Faktoren  ersten  Grades  zerfällt  und  daher,  wenn 
man  den  Begriff  der  mehrfachen  Wurzeln  einführt,  bei  richtiger 
Zählung  der  Wurzeln  genau  wWui’zeln  besitzt.  Eine  Regel  zur 
Erkennung  mehrfacher  Wurzeln  stammt  von  Hudde  {Huddenii 
^stolae  in  Schootens  Ausgabe  von  Cartesius^  Gecnnetria  aus 
dem  Jahre  1659,  p.  433  u.  507).  D’Alembert  {Becherches  sur  le 
calcul  integral,  Histoire  de  Vacad.  de  Berlin,  annee  1746)  ver- 
suchte zuerst,  einen  Beweis  ffir  den  Fundamentalsatz  der  Algebra 
zu  liefern  und  hierdurch  der  Algebra  eine  einwandfreie  Grund- 
lage zu  geben;  daher  bezeichnet  man  den  Wurzelexistenzsatz 
auch  als  d^Alembert’sches  Theorem.  Den  ersten  auf  strengerer 
Grundlage  beruhenden  Beweis  des  Fundamentalsatzes  gab  Gauß 
{Ges.  Werke  3,  1)  in  seiner  Doktordissertation  (1799)  und  hob 
hierbei  die  Mängel  in  den  Beweisen  seiner  Vorgänger  d^Alem- 
bert,  Euler,  de  Foneenex  und  Lagrange  hervor.  In  den 
Jahren  1815,  1816  und  1849  publizierte  Gauß  noch  drei 
weitere  Beweise  für  den  Fundamentalsatz  der  Algebra  (Gauß., 
Ges.  Werke  3,  31,  57,  71).  Vgl.  die  vier  Gaußschen  Beweise 
für  die  Zerlegung  ganzer  algebraischer  Funktionen  in  reelle 
Faktoren  ersten  oder  zweiten  Grades,  herausgegeben  von  E.  Netto, 
Ostwalds  Klassiker  der  exakten  Wiss.,  Nr.  14. 

Die  Tatsache,  daß  sich  die  Wurzeln  der  Gleichungen  der 
vier  ersten  Grade  durch  Radikale  aus  den  Koeffizienten  bilden 
lassen,  veranlaßte  die  Mathematiker  des  17.  und  18.  Jahrhunderts, 
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auch  bei  den  Gleichungen  höheren  Grades  nach  einer  algebraischen 
Auflösung  zu  suchen.  Unter  einer  solchen  versteht  man  eipe 
Darstellung  der  Wurzeln  aus  den  Koeffizienten  mittelst  einer 
endlichen  Anzahl  von  Radikalen  oder  Wurzelzeichen,  anders 
ausgedrückt:  eine  Rückführung  der  gegebenen  Gleichung  auf 
eine  Kette  reiner  Gleichungen  der  Form  — a.  Bei  diesen 
Bemühungen  gelangte  T s chirnh a-xx s y Methodus  auferendi  omnes 
terminos  intermedios  cx  data  aequatione,  Acta  eruditorum  (1683)^ 
zu  der  heute  nach  seinem  Namen  sogenannten  Tschirnhausentrans^ 
formation.  Lagranges  Beflexions  sur  la  resölution  algebrique 
des  equations  (1770),  (Euvres  3,  205  (vgl.  S.  168)  verfolgen, 
wie  es  in  der  Einleitung  heißt,  den  Zweck,  a priori  zu  zeigen, 
warum  die  bei  den  Gleichungen  der  vier  ersten  Grade  an- 
• gewendeten  Methoden  bei  den  höheren  Gleichungen  versagen. 
Hierbei  untersucht  Lagrange  die  rationalen  Funktionen  der 
Gleichungs wurzeln  und  ihre  Werteänderungen  bei  Permutationen. 
Gleichzeitig  und  unabhängig  von  ihm  haben  sich  auch  Waring 
{Miscellanea  anälytica  (1762),  Meditationes  algehraicae  (1770), 
3.  ed.  (1782))  und  Vandermonde  (vgl.  unten,  sowie  Lagrange, 
(Euvres  8,  324)  mit  diesen  Fragen  beschäftigt.  Von  Lagrange 
entnahmen  Ruffini  und  Abel  die  leitenden  Ideen  für  den  von 
ihnen  erbrachten  Beweis,  daß  die  allgemeine  Gleichung  von  höherem 
als  viertem  Grade  algebraisch  nicht  lösbar  ist,  d.  h.  ihre  Wurzeln 
sich  nicht  aus  den  Koeffizienten  mit  Hilfe  von  Radikalen  ab- 
leiten lassen.  Ruffini,  Teoria  generale  delle  equazioni  in  cui 
si  dimostra  impossibile  la  soluzione  algebraica  delle  equazioni 
generali  di  grado  Superior e al  quarto,  Bologna  (1799),  vgl. 
Burkhardt,  Ztschr.  für  Math.  u.  Bhys.  37,  Suppl.  S.  119  (1892), 
Abel,  Beweis  der  Unmöglichkeit,  algebraische  Gleichungen  von 
höheren  (h'aden  als  dem  vierten  allgemein  aufzulösen,  Journ.  f. 
Math.  1,  65  (1826),  (Euvres  par  Sylow  et  Lie  (1881),  1,  66, 
vgl.  Pierpont,  Monatsh.  f.  Maßt.  6,  15  (1895). 

Während  die  allgemeinen  Gleichungen  von  höherem  als 
viertem  Grade  nach  dem  Ab el-Ruffini sehen  Theorem  nicht 
algebraisch  auflösbar  sind,  gibt  es  spezielle  Gleichungsgruppen, 
deren  Wurzeln  sich  finden  lassen.  Vandermonde, 

Mem.  sur  la  resölution  des  equations,  Histoire  de  Vacad.  des  Sciences 
(1771),  deutsche  Ausgabe,  Berlin  1888,  S.  63,  hat  als  erster 
in  der  Gleichung  z^^  ==  1 eine  algebraisch  auflösbare  Gleichung 
kennen  gelehrt  und  ihre  Wurzeln  mit  Hilfe  von  Radikalen  dar- 
gestellt. In  Sectio  7 seiner  Bisquitiones  arithmeticae  (1801) 
{Ges.  Werke  1,  412)  hat  Gauß  allgemein  für  die  bei  der  Kreis- 
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teüimg  auftretenden  Gleichungen,  d.  h,  für  die  Gleichungen  = 1, 
die  algebraische  Auflösbarkeit  nachgewiesen.  (Vgl.  § 12.)  Eine 
große  und  zwar  die  einfachste  und  fundamentalste  Klasse  alge- 
braisch auflösbarer  Gleichungen  lehrte  Abel  {Journ.  f.  Math.  4, 131 
(1829),  (Euvres  par  Sylow  et  Lie  1,  478,  deutsche  Ausg.  mit 
Anm.  von  L o e w y in  Ostwalds  Klassikern  der  exakt.  Wiss., 
Nr.  lll)  kennen.  Diese  Gleichungen  werden  nach  Kronecker 
(Monatsh.  d.  Berl.  Akad.  (1853),  368,  ebenda  (1877),  846  und 
C.  Jordan  {Traite^  p.  287))  als  Abelsche  Gleichungen  bezeichnet. 
(Vgl.  § 11.)  Den  größten  Fortschritt  in  der  Behandlung  beliebiger 
algebraischer  Gleichungen  bedeuten  die  Arbeiten  von  Galois 
durch  die  Entdeckung  der  nach  seinem  Namen  genannten  Gruppe 
(vgl.  S.  169).  (Vgl.  § 10.)  Diese  schreibt  die  für  die  Behandlung 
der  betreffenden  Gleichung  einzuschlagenden  Wege  vor  und  sagt 
auch  im  besonderen  aus,  ob  die  Gleichung  algebraisch  auflösbar 
oder  nicht  auflösbar  ist.  C.  Jordan  nennt  in  höchster  Be- 
scheidenheit seinen  fundamentalen  Traite  des  substitutions  et  des 
equations  algebriques^  Paris  1870,  einen  bloßen  Kommentar  zu 
Galois^  Werken. 

Während  die  allgemeinen  Gleichungen  von  höherem  als 
viertem  Grade  nicht  algebraisch  lösbar  sind,  haben  sie  nach 
'dem  Fundamentalsatz  der  Algebra  natürlich  Lösungen.  Der 
historische  Weg,  der  dazu  führte,  die  Wurzeln  der  Gleichu/ng 
fünften  Grades  in  ihi’er  Abhängigkeit  von  den  Gleichungs- 
koeffizienten darzustellen,  war  folgender:  Die  Transformation 
Ordnung  {jg  ungerade  Piimzahl)  der  elliptischen  Funktionen 
führte  bereits  Abel  und  Jacobi  auf  besondere  algebraische 
Gleichungen  {jg  -f  1)*®“  Grades,  deren  Wurzeln  sich  mittelst  der 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen  darstellen  lassen.  Die 
Galois  sehe  Gruppe  dieser  Transformationsgleichungen  ist  nach 
Adjunktion  einer  Quadratwurzel  die  Modulargruppe  der  Ordnung 

_ j,(jp2  _ ^ ^ 5 eine  einfache  Gruppe.  Die  fraglichen 

Gleichungen  sind  daher  infolge  der  Natur  ihrer  Galoisschen 
Gruppe  nicht  durch  Radikale  lösbar  (vgl.  die  Darstellung  bei 
H.  Weber,  Algebra  3,  284,  sowie  bei  Holder,  Emykl.  d.  math. 
Wiss.  1,  509).  Für  p = h besitzt  die  Modulargruppe  eine  Unter- 
gruppe des  Index  5,  daher  muß  sich  für  die  fragliche  Gleichung 
sechsten  Grades  eine  rationale  Resolvente  (Hilfsgleichung)  fünften 
Grades  bilden  lassen.  Zu  diesem  gruppentheoretischen  Ergebnis 
war  bereits  Galois  (vgl.  oben  S.  215  letzte  Zeile)  gelangt,  und 
Betti  (I853).(0pcrc  mat.  1,  95)  hat  es  bewiesen.  Für  die  ^ = 5 
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entsprechende  „Modulargleichung^  sechsten  Grades,  die  zwischen 
der  vierten  Wui’zel  des  Legendreschen  Moduls  und  seinem 
transformierten  Wert  besteht,  und  deren  Wurzeln  sich  explizit 
als  elliptische  Modulfunktionen  darstellen  lassen,  hat  Hermite 
(C.  B.  46,  508  (1858),  (Euvres  2,  5)  wirklich  eine  ßesolvente 
^nften  Grades  aufgestellt  und  ihre  Wurzeln,  die  rationale 
Funktionen  der  W'urzeln  der  Modulargleichung  sechsten  Grades 
sind,  angegeben.  Diese  Gleichung  fünften  Grades  hat  dieselbe 
Gal ois sehe  Gruppe  wie  die  allgemeine  Gleichung  fünften  Grades 
nach  Adjunktion  der  Quadratwurzel  ihrer  Diskriminante,  nämlich 
die  alterniererde  Gruppe  von  fünf  Symbolen.  Mit  der  Bemerkung, 
daß  sich  nach  den  Untersuchungen  des  englischen  Mathematikers 
lerrard  (1834)  (die  älteren  des  schwedischen  Mathematikers 
Bring  (1786)  wurden  erst  im  Jahre  1861  durch  Hills  Mitteilung 
an  die  schwedische  Akademie  der  Vergessenheit  entrissen)  jede  Glei- 
chung fünften  Grades  ohne  Verwendung  anderer  Irrationalitäten 
als  Quadrat-  und  Kubikwurzeln  in  die  obige  Eesolvente  der  Form 
~u  — A — 0 mit  nur  einem  Parameter  A überführen  laßt,  hatte 
Heormite  die  erste  Auflösung  der  Gleichung  fünften  Grades  ge- 
wonnen. (Über  die  Methode  von  Bring  und  Hermite  vgl.  Klein, 
Ikosaeder,  S 143  u.  244,  über  Bring  vgl.  Eneström,  Bibi,  math, 
(3)  8, 417  (1908)).  Die  bei  Hermites  oder  ähnlichen  Formeln  statt-* 
findende  Benutzung  elliptischer  Modulfunktionen  ist,  wie  F.  Klein, 
Ikosaeder,  S.  131,  besonders  Journ.  f.  Math.  129,  154  (1905)  her- 
vorgehoben hat,  ein  Umweg,  ebenso  wie  die  Lösung  der  reinen 

1 

— 

Gleichung  = a durch  Logarithmen  in  der  Form  z — e^  • 
Im  gleichen  Jahre  1858  wie  Hermite  publizierte  auch 
Kronecker,  G.  B.  46,  1150  (1858),  Monatsh.  d.  Berl.  AJead. 
(l86l),  609  eine  Auflösung  der  Gleichung  fünften  Grades.  Er 
geht  direkt  von  der  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  aus  und 
macht  ihre  Auflösung  von  einer  Gleichung  zwölften  Grades  ab- 
hängig, deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  der  Koeffizienten 
der  Gleichung  fünften  Grades  und  der  Quadratwurzel  aus  der 
Diskriminante  sind.  Die  Eesolvente  ist  zwar  höheren  Grades  als 
die  Ausgangsgleichung,  aber  insofern  einfacher,  weil  zwischen  ihren 
Wurzeln  lineare  Eelationen  bestehen,  die  für  sie  charakteristisch 
sind.  Aus  ihnen  folgt,  daß  sich  die  Wurzeln  der  Gleichung  zwöFten 
Grades  linear  und  homogen  durch  drei  Parameter  darstellen 
(Kiepert,  Journ.  f.  Math.  87,  115  (1879),  Cayley,  Math.  Ann. 
30,  78  (1887),  Journ.  f.  Math.  113,  42  (1894),  CoU.  math.  papers 
12,  493,  13,  473).  Führt  man  in  der  Gleichung  zwölften  Grades, 
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welche  die  Unbekannte  nur  quadratisch  enthält,  das  Quadrat 
der  Unbekannten  als  neue  Unbekannte  ein,  so  hat  man  eine 
Gleichung  sechsten  Grades.  Auf  solche  Gleichungen  ist  zuerst 
Jacobi  (Journ.  f.  Math.  3,  308  (1828),  Ges.  Werhe  1,  261) 
in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  gekommen.  Er  hat 
nämlich  gezeigt,  daß,  wenn  p eine  ungerade  Primzahl  und  M 
der  Multiplikator  für  eine  Transformation  Ordnung  der  ellip- 
tischen Funktionen  ist,  M Wurzel  einer  Gleichung  (jp  -{-  1)^*^ 
Grades  ist,  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  des  Moduls  h 
sind.  Die  Quadratwurzeln  der  Lösungen  einer  solchen  Gleichung 

{p  + 1)^“  Grades  lassen  sich  linear  und  homogen  durch  ^ -- 


Parameter  ausdrücken.  Die  eingehende  Untersuchung  und  Ver- 
wertung der  i?  = 5 entsprechenden  allgemeinen  Ja,cobi sehen 
Gleichungen  sechsten  Grades  für  die  Auflösung  der  Gleichimg 
fünften  Grades  ist  das  Verdienst  von  Brioschi,  dessen  Arbeiten 
über  diesen  Gegenstand  ebenfalls  1858  beginnen.  Vgl.  die  Wür- 
digung Brioschis  durch  Noether,  Math.  Ann.  50,  483  (1898), 
sowie  die  zusammenfassende  Darstellung  von  Brioschi,  Math. 
Ann.  13,  109  (1878).  Über  die  Geschichte  der  Gleichung 
fünften  Grades  bis  1858  vgl.  Pier pont,  Monatsh.  f.  Math.  6, 
15  (1895). 

Ein  wesentlich  neues  Moment  brachte  Klein  (vgl.  seine 
zusammenfassende  Darstellung  in  Vorleswngen  über  das  Ihosaeder, 
Leipzig  1884)  in  die  Theorie  der  Gleichung  fünften  Grades  durch 
die  Einführung  der  IJcosaederirrationalität  (vgl.  S.  240).  Sie  stellt 
sich  neben  die  Eadikale  als  neue  und  zwar  ihrer  Natur  nach  ein- 
fachste Transzendente;  sie  ist  die  Lösung  einer  Gleichung  sechzig- 
sten Grades  mit  nur  einem  Parameter,  der  Ikosaedergleichung,  die 
in  dem  durch  Adjunktion  der  fünften  Einheits wurzeln  erweiterten 
Körper^)  ihre  eigene  Galoissche  oder  Normalgleichung  ist,  deren 
Gal ois sehe  Gruppe  demnach  die  niedrigste  einfachste  Gruppe  ist, 
die  nicht  Primzahlordnung  besitzt.  Die  Auflösung  der  Gleichung 
fünften  Grades  besteht  in  zwei  Schritten;  der  erste  ist  die  Über- 
führung einer  beliebigen  Gleichung  fünften  Grades  in  die  Iko- 
saedergleichung und  die  Bestimm rpig  der  hierzu  notwendigen 
Operationen,  der  zweite,  transzendente  Teil  ist  die  Berechnung 
der  Ikosaederirrationalität;  diese  wird  durch  die  Verwendung 
hypergeometrischer  Reihen  ausgeführt,  ähnlich  wie  sich  die  reinen 


1)  Die  Erweiterung  des  Körpers  ist  deswegen  erforderlich,  weil 
die  fünften  Einheits  wurzeln  bei  den  Ikosaedersubstitutionen  auftreten 
(vgl.  S.  237). 
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Gleichungen  = a durch  binomische  Reihen  lösen  lassen.  Die 
Verwandschaft  der  Ikosaedergleichung  mit  Gleichungen  sechsten 
Grades  und  deren  Kenntnis  aus  der  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  erklärt,  daß  der  historische  Weg  der  Lösung  der 
Gleichung  fünften  Grades  über  die  Gleichungen  sechsten  Grades 
und  die  elliptischen  Modulfunktionen  führte.  (Über  die  Behand- 
lung der  Gleichungen  fünften  und  höheren  Grades  vgl.  § 14.) 

Den  praktischen  Rechner  wird  die  näherungsweise  Berech- 
nung der  Wurzeln  numerischer  Gleichungen  besonders  interessieren. 
Eine  Vorläuferin  der  in  Newtons  Analysis  per  aeqmtiones 
(1669)  (M.  Cantor,  Geschichte  der  Math.  3,  105)  gelehrten 
„Newtonschen  Näherungsmethode“  findet  man  schon  bei  Vieta 
(1600)  (Cantor  2,  640).  Rolles  Iraite  d'alghhre  (1690)  und 
Newtons  Arithmeüca  universälis  (1707)  geben  Grenzen,  zwischen 
denen  die  reellen  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  liegen. 
Den  größten  Fortschritt  in  der  Behandlung  numerischer  Glei- 
chungen bedeuten  die  klassischen  Arbeiten  von  Lagrange, 
Fourier  und  Sturm.  Lagrange,  Traite  de  la  resölution  des 
equations  numcriques  (1798,  nouv.  ed.  1808),  (Euvres  de  La- 
grange 8.  Fourier,  Analyse  des  equations  determinees  (1831), 
deutsche  Ausg.  mit  Anm.  von  A.  Loewy  in  Ostwalds  Klassikern 
der  exakt.  Wiss.  Nr.  127.  Oh.  Sturm,  Memoire  sur  la  resolution 
des  equations  numeriques,  Mcm.  pres.  par  div.  sav.  ä Vacad.  des  sc. 
de  France  (1835),  deutsche  Ausg.  mit  Anm.  von  A.  Loewy  in 
Ostwalds  Klassikern  der  exakt,  Wiss.  Nr.  143.  Sturms  Aufsatz 
hat  zum  erstenmal  die  genaue  Anzahl  reeller  Wurzeln  einer 
numerischen  Gleichung  mit  reellen  Koeffizienten  zwischen  zwei 
gegebenen  reellen  Zahlen  bestimmen  gelehrt,  während  die  früheren 
Kriterien  nur  Grenzen  für  jene  Zahl  lieferten. 

Die  voraufgegangenen  Zeilen  bezwecken  nicht,  eine  Ge- 
schichte der  Algebra  zu  geben;  sie  wollen  nur  einige  orien- 
tierende Bemerkungen  machen.  Über  die  ältere  Geschichte  der 
Algebra  vgl.  man  M.  Cantor,  Vorl.  über  Geschichte  der  Math. 
Bd.  1 — 4,  die  systematische  Darstellung  bei  Tropfke,  Geschichte 
der  Elementarmathematik,  Leipzig  1902, 1, 123,  L.  Matthiessen, 
Grundzüge  der  antiken  und  fnodernen  Algebra  der  litteralen 
Gleichungen.^  Leipzig  1878  (am  Schluß  reichhaltiges  Literatur- 
verzeichnis). 

Von  Lehrbüchern  nennen  wir: 

H.  Weber,  Lehrbuch  der  Algebra,  Bd.  2 und  3,  Braun- 
schweig, 2.  Aufl.,  1898,  1899  u.  1908.  E.  Netto,  Vorlesungen 
über  Algebra,  Bd.  1 u.  2,  Leipzig  1896  u.  1900.  J.  A.  Serret, 
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Handbuch  der  höheren  Algebra,  deutsch  von  Wertheim,  Bd.  1 
u.  2,  Leipzig,  2.  Aufl.,  1878  u.  1879.  G.  Bauer,  Vorlesungen 
über  Algebra,  Leipzig  1903.  J.  Petersen,  Theorie  der  alge- 
braischen Gleichungen,  Kopenhagen  1878.  Bunge,  Praxis  der 
Gleichungen^  Samml.  Schubert  14,  Leipzig  1900.  Cesaro, 
Elementares  Lehrbuch  der  algebraischen  Analysis  und  der  In- 
finitesimalrechnung, deutsch  herausg.  von  Kowalewski,  Leipzig 
1904,  S.  368 — 485.  A.  Loewj,  Kurggefaßtes  I.ehrbuch  der 
Algebra,  erscheint  bei  Veit  & Co.,  Leipzig  1910.  W.  S.  Burnside 
and  A.  Panton,  Theory  of  equations,  4.  Aufl.,  London  1900. 
M.  Bocher,  Introduction  to  higher  algebra^  New  York  1908, 
deutsche  Ausg.  erscheint  1909  bei  Teubner,  Leipzig.  F.  Cajori, 
Introduction  to  fhe  modern  theory  of  equations^  New  York  1904. 
L.  E.  Dickson,  Introduction  to  the  theory  of  algebraic  equations, 
New  York  1903.  Borei  et  Brach,  Introduction  ä Vetude  de 
la  thcorie  des  nombres  et  de  Vdlgebre  superieure^  Paris  1895. 
J.  Tannery,  Legons  d'älgebre  et  d'analyse,  Paris  1906,  2 vol. 
Vogt,  Legons  sur  la  rgsolution  algebrique  des  equations,  Paris 
1895.  Bianchi,  Leßioni  sulla  teoria  dei  gruppi  di  sostituzioni 
e delle  equazioni  algebriche  secondo  Gdlois,  Pisa  1900.  Capelli, 
Istituzioni  di  analisi  algebrica,  3.  ed.,  Napoli  1902. 

Wir  verweisen  noch  auf  die  Artikel  in  der  EncyMopädie 
der  math.  Wiss.,  Bd.  I,  „Rationale  Funktionen  einer  Veränder- 
lichen; ihre  Nullstellen“  von  Netto,  S.  227,  „Rationale  Funk- 
tionen mehrerer  Veränderlichen“  von  Netto,  S.  2C5,  „Separation 
und  Approximation  der  Wurzeln“  von  Runge,  S.  404,  „Ratio- 
nale Funktionen  der  Wurzeln;  symmetrische  und  Affektfunktionen“ 
von  Vahlen,  S.  449,  „Galoissche  Theorie  mit  Anwendungen“ 
von  Holder,  S.  480.  In  der  Encyclopedie  des  Sciences  math. 
liegen  in  französischer  Bearbeitung  nach  den  Artikeln  von  Netto 
vor;  Les  fonctions  rationelles  von  Le  Vavasseur. 
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Bedeuten  aQ,  «2»  • • •»  l>eliehig  gegebene  reelle  oder 
komplexe  Größen  und  z eine  Veränderliche,  so  heißt,  wenn 
tto  4=  C ist,  der  Ausdruck  a^z^  -|-  a^z'^~'^  -f  +*•*  + «„ 

eine  ganze  ratiotiale  Funktion  Grades  o<ier  ein  Polynom 

Grades  in  z.  Eine  solche  ganze  rationale  Funktion  von 
z bezeichnet  man  abgekürzt  mit  fiz)  oder  g(z)  oder  P{z)  oder 
<p{z)\  hat  man  mehrere  ganze  Funktionen  von  z,  so  fügt  man 
auch  Indices  bei  und  schreibt  fi{z),  f^iz)  usw.  Das  Produkt 

Pascal,  Eepertorium.  I.  2.  Aufl.  17 
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f{ti)  • giß)  zweier  ganzer  FtmJcUonen  fß)  vom  wnd  gß)  vom 
Grade  ist  ein  Polynom  vom  Grade  m w. 
f(z) 

Der  Quotient  zweier  ganzer  Funktionen  heißt  eine  ge- 


als  so  heißt  ^ 


trochene  rationale  Fimktion.  Ist  fß)  von  niedrigerem  Grade 

eckt  gebrochen.  Ist  fß  eine  ganze 

Funktion  vom  Grad  und  gß  eine  solche  vom  n*^  Grad 
und  m^n,  so  gibt  es  zwei  eindeutig  bestimmte  ganze  Funk- 
tionen G^ß  vom  Grad  m — n^)  und  Rßz)  vom  n — 1^“  oder 
niedrigeren  Grade,  daß  fß)  = gißG-iß  -f  ^iß  wird.  Mithin 

ist  ^liß)  + Quotient,  Bßz)  der 

Best  der  Division.  Ist  der  Best  Hßz)  gleich  Null,  so  heißt  fß 

durch  gß  ohne  Best  teilbar;  ist  in  diesem  Falle,  wie  man 

9\) 

sagt,  nur  scheinbar  gebrochen,  gß)  heißt  ein  Teiler  oder 
Divisor  von  fß.  Jede  ganze  Funktion  ist  durch  jede  Kon- 
stante und  durch  sich  selbst  teilbar. 

Ist  a irgendeine  Konstante,  so  ist  fß  — fß)  stets  durch 
z — a ohne  Best  teilbar. 

Ist  fß  eine  ganze  Funktion  m^^  Grades  und  gß)  vom 
Grade  m'^n.,  so  kann  man  durch  fortgesetzte  Division 
folgende  Gleichungskette  aufstellen: 

f{£)=g(z)a^yz)^^{£). 


= ■Ba-i(«)öi(«)  + -Ba- 

Die  sukzessiv  auftretenden  Beste  1?^,  B2,.. B-^  sind  ganze 
Funktionen,  deren  Grade  abnehmen.  Das  Y erfahren,  unter  dem 
Namen  „Euclidscher  Algorithmus“  bekannt,  läßt  sich  so  weit 
treiben,  bis  man  zu  einem  Best  Bj^  kommt,  der  eine  Konstante  ist. 
Ist  JB;i  eine  von  Null  verschiedene  Konstante,  so  sind  die  zwei 
Funktionen  fß  und  gß  teilerfremd  oder  r^daüv  prim,  d.  h.  es 
gibt  außer  Konstanten  keine  ganze  Funktion,  die  sowohl  fß 
als  auch  gß  ohne  Best  teilt.  Man  sagt  auch:  fß)  und  gß) 
haben  keinen  gemeinsamen  Divisor.  Ist  B^  gleich  Null,  so 
haben  fß  und  gß)  die  ganze  Funktion  Bj^_ßz)  zum  gemein- 
samen Teiler.  B^_.^ß  ist  der  größte  gemeinsame  Teiler  von 
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f{fs)  wnd  g{z\  d.  h.  jeder  gemeinsame  Teiler  von  f{z)  und  g(z)  ist 
Teiler  von  Der  größte  gemeinsame  Teiler  zweier  ganzer 

Funltionen  ist  eine  öis  auf  eine  multiplikative  Konstante  ein- 
deutig  bestimmte  ganze  Funktion.  Der  Euclidsche  Algorithmus 
und  die  Bestimmung  des  größten  gemeinsamen  Teilers  zweier 
ganzer  rationaler  Funktionen  läßt  sich  mittelst  ausschließlich  ratio- 
naler Rechenoperationen  aus  führen. 

Die  charakteristische  Bedingung  dafür,  daß  ztvei  ganze 
Funktionen  f(z)  und  giß)  teilerfremd  sind,  besteht  in  der  Existenz 
zweier  ganzer  Funktionen  B{z)  und  Qiß)  von  der  Beschaffenheit., 
daß  Bf-\-Qg—'^  ist.  Ist  f(z)  eine  ganze  Funktion  vom 
m*^  Grad  und  g{z)  vom  (had,  so  lassen  sich,  wenn  die 
zwei  Funktionen  f und  g teilerfremd  sind,  auf  eine  einzige  Art 
zwei  Funktionen  Bq  höchstens  vom  Grad  n — 1 und  Qq  höchstens 
vom  Grad  m — 1 bestimmen,  daß  Bof^  Q^g  = 1 ist.  Mittelst 
Bq  und  Qq  drücken  sich  B m'id  Q in  der  Form  Bq  -j-  g8  und 
Qq  — fS  aus,  wobei  S irgendeine  ganze  Funktion  von  z bedeutet. 

Sind  fiz)  und  g{z)  teiler fremde  ganze  Funktionen  und  TJ{z\ 
eine  derartige  ganze  Funktion  von  z,  daß  das  Brodukt  TJ{z)f{z) 
durch  g{z)  ohne  Best  teilbar  ist,  so  ist  U{z)  durch  g(z)  teilbar. 

Die  charakteristische  Bedingung  dafür,  daß  zioei  ganze 
Funktionen  f{z)  vom  Grad  m und  g{z)  vom  Grad  n einen  ge- 
meinsamen Teiler  haben.,  besteht  in  der  Existenz  zweier  ganzer 
Funktionen  G{z)  höchstens  n — l*’”  Grades  und  F{z)  höchstens 
m — Grades  von  der  Beschaffenheit,  daß  fG  gF  = 0 ist. 
Ist  G vom  Grad  n — k und  F demnach  vom  Grad  m — k,  so 
haben  f und  g einen  gemeinsamen  Teiler,  der  mindestens  vom 
Grad  k ist. 

Sind  fi(z),  fzß)y  • • - t friß)  irgendwelche  ganze  Funktionen 
von  z.,  so  heißt  die  ganze  Funktion  niedrigsten  Grades,  welche 
durch  jede  der  Funktionen  fn  fr  ohne  Rest  teilbar  ist,. 

das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  von  fi^  f^^  fr- 

Man  kann  auch  ganze  rationale  Funktionen  oder  Bolynome 
mehrerer  Veränderlichen  betrachten.  Hierunter  versteht  man, 
wenn  z-^,  z^, . . .,  Zr  Variable  bedeuten,  einen  Ausdruck,  der  aus 
einer  endlichen  Anzahl  von  Summanden  der  Form 

...  otr  Z-ß^  zf^^  . . ..  Zß^ 

• besteht;  or^,  «j, . . .,  bedeuten  ganze  positive  Zahlen  ein- 
schließlich der  Null,  aa,a^...ar  beliebige  Konstanten.  Unter  dem 
Ghrad  der  ganzen  Funktion  der  r Variablen  versteht  man  den 
Maximalwert,  den  + «g  + • • • + «,.  bei  allen  Gliedern  mit 

17* 
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=H 0 annimmt.  Die  Anzahl  der  Glieder  einer  ganzen 

(fl  t\ 
r ) 

Das  Produkt  zweier  ganzer  Funktionen  ist  wieder  eine  ganze  Funk- 
tion, deren  Grad  gleich  der  Summe  der  Grade  der  Faktoren  ist. 

Eine  ganze  rationale  Funktion  von  einer  oder  mehreren 
Veränderlichen  heißt  unzerlegbar  oder  absolut  irreduzibel.,  wenn 
sie  nicht  als  das  Produkt  zweier  ganzer  rationaler  Funktionen 
dargestellt  werden  kann,  von  denen  jede  von  niedrigerem  Grad 
als  die  urspiningliche  Funktion  ist.  Die  einzigen  wnzerlegbaren 
ganzen  Funktionen  in  einer  Veränderlichen  sind  die  Funktionen 
ersten  Grades,  hingegen  gibt  es  unzerlegbare  Funktionen  mehrerer 
Variablen  von  höherem  als  erstem  Grad,  z.  B.  ist  z^  — z^  eine 
unzerlegbare  Funktion. 

Wenn  eine  ganze  rationale  Funktion  der  r Variablen 
z^,  z^,  ^ z,.  in  zwei  Faktoren  zerlegbar  ist,  die  in  bezug  auf 

die  eine  Variable,  etwa  z^,  ganz,  in  bezug  auf  die  anderen 
Variablen  z^,  z^,  . . .,  z^  wenigstens  rational  sind,  so  ist  sie  auch 
als  Produkt  zweier  Funktionen  darstellbar,  die  m allen  r Variablen 
ganz  und  rational  sind. 

FHne  ganze  rationale  Funktion  kann,  wenn  man  von  kon- 
stanten Faktoren  absieht.,  nur  auf  eine  Art  in  ein  Produkt  un- 
zerlegbarer Faktoren  zerlegt  werden. 

Über  ganze  rationale  Funktionen  mehrerer  Variablen  vgl. 
Weber,  Algebra  1,  71,  Netto,  Algebra  2,  1,  Meray,  Nouv. 
Ann.  de  math.  (4)  7,  193  (1907).  Über  Teilbarkeitsgesetze  der 
ganzen  rationalen  Funktionen  bei  Zugrundelegung  eine»  Körpers 
wo  man  auch  weitere  Literatur  findet. 

§ 3.  Fundamentalsatz  der  Algebra.  Einfache  und 
mehrfache  Wurzeln. 

Hat  man  eine  ganze  rationale  Funktion  g(j!)  einer  Ver- 
änderlichen z,  so  kann  man  jene  besonderen  Werte  von  z auf- 
suchen, die,  an  die  Stelle  von  z gesetzt,  das  Polynom  g(z) 
identisch  zu  Null  machen.  Sie  heißen  die  Wurzeln  oder 
Lösungen  der  Gleichung  g{z^  =?»  0.  Der  Grad  des  Polynoms 
heißt  der  Grad  der  Gleichung. 

Als  notwendig  und  hinreichend,  damit  eine  Große  Wurzel 
der  Gleichung  g(z)  = 0 ist,  erweist  sich  die  Teilbarkeit  von  g{z) 
durch  z — a-^  (Descartes,  Giomärie  (1637),  vgl.  oben  S.  251). 

Fundamentalsatz  der  Algebra:  Jede  algebraische  Gleichung 
mit  beliebigen  Koeffizienten  hat  wenigstens  eine  Wurzel.  Über 
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den  Fundament  als  atz  vgl.  oben  S.  251,  ferner  die  historisch- 
kritische Studie  von  G.  Loria,  lUvisfa  di  mat.^  Bd.  1,  Bibh 
math.^  F.  5,  99  (1891),  7,  47  (1893),  sowie  die  ein- 
gehende Besprechung  der  verschiedenen  Beweise  in  dem  Artikel 
„Les  fonctions  rationelles“  (Netto-Le  Vavasseur)  der  Ih^cycl. 
des  sc.  math.  1,  vol.  2,  189. 

Aus  dem  Fundamentalsatz  der  Algebra  folgt:  Jede  ganze 
rationale  FunMion  g{z)  = a^z^  -{■  a^z^~'^  + 0) 

läßt  sich  in  ein  ProdiiTd  a^i^z  — iß  — ...  (z  ~ a„)  zer- 
legen. Die  Größen  cc^,  und  auch  nur  sie  allein  sind 

die  Wurzeln  der  Gleichung  g{z)  = 0. 

Die  Größen  «j , «g  > • • • ? brauchen  nicht  sämtlich  von- 
einander verschieden  zu  sein;  um  den  Satz  aussprechen  zu 
können,  daß  eine  jede  Gleichung  Grades  soviel  Wurzeln 
besitzt,  wie  ihr  Grad  angibt,  ist  der  Begriff  der  mehrfachen 
Wurzeln  einzuführen.  Tritt  Unter  den  Größen  «j,  «g,  . . ., 
die  Größe  genau  rj-fach,  cc^  genau  fg'^ach  usw.,  genau 

r^jj-fach  auf  und  ist  r^  r^  = n.,  so  heißt  eine 

fache,  eine  r^- fache, . . .,(Xj^  eine  r^^- fache  Wurzel  der  Glei- 
chung g{z)  ==  0. 

Ist  die  Größe  cc  eine  r- fache  Wurzel  der  Gleichung  g(ß)  « 0, 
so  ist  g{z)  durch  {z  — a)^  und  keine  höhere  Potenz  von  z — cc 
als  die  r-te.  ohne  Best  teilbar. 

Die  Größe  a ist  dann  und  nur  dann  eine  r-fache  Wurzel 
von  g{z)  = 0,  wenn  cc  die  ganze  rationale  Funktion  g{z)  samt 
ihren  ersten  r — 1 Abgeleiteten,  hingegen  nicht  mehr 
annulliert  (Huddesche  Regel  vgl.  oben  S.  251). 

Die  erste  Abgeleitete  der  ganzen  Funktion 

lautet  “ "o"”  + 

g iß)  ==  woo-e"“'  -{■  {n—  l)a^z^~^  -|-  (w  ~ 2)a2-5"'”®  4-  • • • -|- 


(Vgl.  Differentialrechnung.)  Die  k^^  Abgeleitete  einer  Funktion 
g{z)  ist  die  erste  Abgeleitete  der  {k  — 1)*®“  Abgeleiteten. 

Fine  Gleichung  g(ß)  — 0 hat  dann  und  nur  dann  keine 
mehrfachen  Wurzeln,  wenn  die  Funktion  giß)  und  ihre  erste  Ab- 
geleitete giß)  teilerfremd  sind.  Ist  I>i{ß)  der  größte  gemeinsame 

Teiler  von  g(ß)  und  g{s),  so  ist  = Gj  {ß)  eine  ganze  Funktion. 

Die  Gleichung  G^  {z)  ==  0 hat  nur  einfache  Wurzeln  und  wird 
durch  sämtliche  Wurzeln  von  g(z)  ^ 0 befriedigt 
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Der  größte  gemeinsame  Teiler  der  ganzen  Funktion 
und  ihrer  ersten  Abgeleiteten  sei  mit  bezeichnet. 

Man  bilde  aus  die  Funktion  dann  X)g(^)  usw. 

Die  Gleichung  g{z)  ==  0 hat  dann  und  nur  dann  i~  fache,  aber 
"keine  (i  + l)- fachen  Wurzeln,  wenn  eine  Konstante  wird  v/nd 
zwar  die  erste  auftretende  Konstante  ist  Die  Gleichung  D^(z)  = 0 
wird  nämlich  nur  durch  mindestens  (i  -j-  l) -fache  Wurzeln  der 
Gleichung  g(z)  — 0 befriedigt,  und  jede  tritt  in  einer  um  i 
niedrigeren  Multiplizität  als  bei  der  Gleichung  g(z)  = 0 auf. 

Bildet  man  die  ganzen^  nur  scheinbar  gebrochenen  FunUionen 


A(^) 


A(!) 

D,(z) 


G^{z), 


DM 

DM 


so  haben  sämtliche  Gleichungen  G^{z)  = 0,  G^{z)  = 0,  G^{z)  = 0, . . . 
nur  einfache  Wurzeln  und  keine  anderen  Wurzeln  als  solche  der 
Gleichung  g(z)  = 0,  u/nd  zwar  wird  G^(z)  — 0 durch  alle  Wurzeln 
der  Gleichung  g{z)  — 0 erfüllt,  G^iß)  = 0 durch  alle  mindestens 
zweifachen,  G^{z)  — 0 durch  alle  mindestens  dreifachen  usw. 

Hat  eine  Gleichung  g{z)  = 0 mit  r edlen  Koeffizienten  die 
imaginäre  Größe  a + zur  r^fachen  Wurzd,  so  ist  auch  die 
Iconjugiert  imaginäre  Größe  a,  — iß  eine  r- fache  Wurzd  der 
Gleichung  g{z)  = 0. 


§ 4.  Partialbruolizerleguiig  einer  gebrochenen  rationalen 

Funktion. 

fiz') 

Jede  nicht  echt  gebrochene  Funktion  läßt  sich  als 
Summe  einer  ganzen  Funktion  Gßz)  und  einer  echt  gebrochenen 
Funktion  darstellen  (vgl.  S.  258). 

B (z'S 

Ist  echt  gebrochen,  aho  B(z)  eine  ganze  Funktion 
niedrigeren  Grades  als  gß),  und  hat  g{z)  die  Form 
g{z)  = {z  — {z  — oj)'-*  ...{z-  a^i, 

80  daß  ce^,  csfg, . . .,  c(j^  bezw.  r^~,  r^-,  . . fache  Wurzdn  von 
g{z)  ==*  0 bedeuten,  so  wird 

•B(^)  _ A , A 4.  . . . J.  , 

g{z)  {Z  — af)rx  <^Z  — ccf)rx-\  Z — 

^ I ?? j 1-  ^ 

{z  — aj)'-2  ' (0  — «2)^2-!  ' ^ z — a- 


(Z  — Kj)’’*  ^ (z  — -I  ^ ^ — «i 


§ 4.  Partialbruchzerlegung  einer  gebrochehen  ration.  Funktion.  263 


hißi'hci  sind  • • *>  ^2*  * * *>  "^^4 

eindeutig  bestimmte  Konstanten.  Die  Größen  A werden  durch 
die  folgenden  Bekursionsformeln  gefunden,  bei  denen  die  in 
Klammern  stehenden  oberen  Indices  Abgeleitete  bedeuten  (vgl. 
Differentialrechnung) : 


r,l 


^2  T"» 

A g^^^Kcc,)  , A fir(-x+i)K)  , . p(-x+2)K)  irv,) 

^8  -t-  ^2  -^r,  + 1)1  In+W  ” IT^’ 


Da  «1  eme  r^- fache  Wurzel  von  g\ß)  = 0 ist,  wird 
pr(^x)(ai)  =4=  0.  Analoge  Formeln  gelten  für  die  Größen 

WS««;.  Eine  derartige  Zerlegung  bezeichnet  man  als 
eine  Zerlegung  einer  gebrochenen  rationalen  FunMion  in  Partial- 
brüche; sie  ist  für  die  Integralrechnung  besonders  wichtig. 
Leibniz  und  Johann  Bernoulli  haben  sich  bereits  1702  und 
1703  mit  ihr  zuerst  für  = rj  = • • • — — 1,  dann  für. be- 

liebige ^1,  ^"21  • • •?  beschäftigt  (vgl.  M.  Cantors  Yorl.  über 
Geschichte  der  Math.  3,  272). 

Für  = ^2  = • • • = = 1 erhält  man  die  einfachen 

Formeln  ^ • Hieraus  er- 

‘ 3(“i)  ‘ ffK)’  ’ * s(“i) 

gibt  sich  die  sogenannte  Lagrangesche  Interpolations formet  (hei. - 
grange,  Legons  elementaires  (1795),  CEuvres  7,  285,  früher  bei 
Waring,  Phil.  Trans.  69  (1779),  vgl.  Braunmühl,  Bibi.  maih. 
(3)  2,  95  (1901)):  Eine  ganze  rationale  Funktion  B{z),  die 
höchstens  vom  Grad  k — 1 ist  und  für  die  k untereinander  ver- 
schiedenen Werte  , ofj , . . ^ vorgegebenen  Werte  u^=^B{a^, 
Wg  = ^(«2),  ...,%  = annimmt,  hat  den  Wert: 

9{z) L 1 9^^) 


B{z)  ==  u^j- — N 


— «8)/(«8) 


+ 


hierbei  ist 

g(e)  = (s  - «,)(z  - «j)  • • • (s  - «i) , 

?'(«<)  = (“<  ^ «i)K  — “»)•••  («i  — — «(+1)  •••(“<-«*) 

gibt  nur  eine  solche  Funktion  B{z). 

In  innigstem  Zusammenhang  mit  der  Lagrangeschen 
Interpolationsformel  stehen  die  Eulerschen  Formeln  (Euler, 
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InstHutiones  calcuU  integrdlis  (1769)  vol.  2,  § 1169  und  1170): 
Hat  die  Gleichung  g{z)  = 0 lauter  verschiedene  Wurzeln 
cfg, . . .,  so  ist: 


I ^2  I 

g'M 


_L 


n-l 


g'M  g'M 


+ ---+?7 


9 (ft.) 


0 (m  = 0,l,3,...,n-2\ 

1_ 

g^' 


wenn  g^  der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz  von  z in  g{z)  ist. 
Hieraus  folgt:  Für  jede  ganze  rationale  Funktion  K(z),  deren 
Grad  um  wenigstens  zwei  Einheiten  niedriger  als  der  von  g{z) 
ist,  besteht,  wenn  g(z)  = 0 lauter  verschiedene  Wurzeln 
«2,  • . besitzt.,  die  Gleichung: 


, FM  J , FM  _ r) 

g'M  g'M  ^ g'M 


Sind  gi{z),  g2(^),  • • ga^^e  Funktionen  von  z,  von 

denen  je  zwei  relativ  prim  sind,  ist  eine  echt  gebrochene 

Funktion  und  <7(^)  = so  besteht  die 

Glcichumg: 


g{z) 


A 


gM" 

Fr 


-H 


giM 


i + 


gA^r 


4.  Al. 

^ gA^)  ^ 

_l_  Aa  4. 
^ gA^  ^ 


K, 


/»_  ( 


^ V 


4. . . 


J * 


hierbei  sind  -Aj,  • • - j Ai  eindeutig  bestimmte  ganze  Funktionen 
von  z,  deren  Grad  niedriger  als  g-i^{z)  ist,  B.^,  B^,  . . .,  Br^  ein- 
deutig  bestimmte  ganze  Funktionen  von  z,  deren  Grad  niedriger 
als  g^iß)  ist,  usw.,  schließlich  K^,  ...,  Kr^  eindeutig  bestimmte 
ganze  Fvmktionen,  deren  Grad  niedriger  als  gßz)  ist. 

Der  erste  Satz  dieses  Paragraphen  ist  nur  ein  Spezialfall 
der  zuletzt  angegebenen  Formel.  Ferner  ergibt  sich  aus  ihr: 
Ist  g{z)==  {az^ cy^Oiiß)  sind  g^(z)  und  + 
relativ  prim,  so  hat  man,  wenn  F{z)  von  niedrigerem  Grad  als 
g{z)  ist,  die  Zerlegung: 
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m _ ■ , __Af±i_  4- ...  4. 

g{z)  {az^  -^be  {az^ bz 

Är^  z + ^ri  , F{z)  ^ 
az^-{-bz  g^(z)^ 

hierbei  ist  F{z)  von  niedrigerem  Grad  als  g^(ß),  die  Größen 
A und  B bedeuten  Konstante. 

Jede  ganze  Funktion  giß)  mit  reellen  Koeffizienten  läßt  sieh 
in  ein  Produkt  von  reellen  Faktoren  ersten  Grades  z — a imd 
zweiten  Grades  az^  l>^  c zerlegen.  Hieraus  folgt  auf  Grund 
des  vöraufgegangenen  Satzes:  Haben  in  der  echt  gebrochenen 
Tl(z\ 

Funktion  die  gemzen  Funktionen  B(ß)  tmd  g{z)  reelle 

Koeffizienten,  so  läßt  sich  als  eine  Sumthe  elementarer  Brüche 

der  Form  rr  und  ^ ^ darstellen,  wobei  A,  B.  G. 

{z  — aY  -J- fec -f- c)^  ^ ’ 1 

a,  a,  b,  c lauter  reelle  Größen  sind.  Diese  Zerlegung  ist  für 

die  Integralrechnung  wichtig. 


§ 5.  Symmetrisclie  Funktionen  der  Gleichungswurzeln. 

Hat  man  die  Gleichung  -f  * * • + = 0 mit 

den  n Wurzeln  (Tj,  o-g,  . . .,  so  drücken  sich  die  symmetrischen 
Grundfunktionen  der  Wurzeln  durch  die  Gleichungskoeffizienten 
in  der  Form  aus  (vgl.  für  das  Folgende  S.  219): 


= «1  + «2  H f" 

^2  = = 

63  ==^  ^«1^3  «3 


a. 


==  «1-  «2 


^ ^ «0 


(Vieta  (1615),  Girard  (1629),  vgl.  S.  250.) 

Jede  ganze  symmetrische  Funktion  der  Gleichungswurzeln 
ofj,  a^, . . .,  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  ist  auf  eine  imd 
auch  nur  auf  eine  Weise  als  ganze  ganzzahlige  Funktion  d^ 

Quotienten  darstellbar.  Jede  typische  symmetri- 

sehe  FtmUion  {y^,  v^, . . .,  v„)  (vgl.  S.  218)  der  Gleichungs- 
wurzeln «1,  «j,  . . wird  durch  Multiplikation  mit  je- 
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doch  heiner  niedrigerm  als  der  Polens  von  ag,  eine  ga/nze 
homogene  FunUion  der  Größen  a^,  a^,  . . a^,  also  eine  Summe 

von  Gliedern  der  Form'  a^^^a^^'^a^^^ . . . mit  ganzzahligen 

Zahlenkoefßzienten  vom  Grad  es  ist  also  Ag  -j-  H f"  A„  — Vj 

(Folge  des  Waringschen  Resultates  auf  S.  219,  vgl.  Sylvester, 
Coli.  math.  papers  1,  595). 

Hat  man  ein  Glied  wobei 

Zx^x^...x^  einen  bloßen  Zahlenkoeffizienten  bedeutet,  so  bezeichnet 
man  Ij  -f  2 Ag  + 3 Ag  + • • • + als  das  Gewicht  des  Gliedes. 
Hat  man  eine  Funktion,  die  aus  einer  Summe  von  Gliedern  der 
Form  Zx^x^...x„aQ^°a^^^a2^^ . . . a/«  besteht,  und  haben  alle  Glie- 
der das  nämliche  Gewicht  A^  -f-  2^2  + SAg  -f-  • • • -f  wA^ , so 
heißt  der  Ausdruck  isobar. 

Jede  typische  symmetrische  Funktion  (v^,  Vg, . . .,  v„)  der 
Gleichungswurzeln  ist  nach  Multiplikation  mit  a^^  als  ganze 
homogene  isobar e Funktion  der  Gleichungskoeffizienten  a^,  a^, 

«2,  . . rom  Gewicht  Vj  + Vg  H CL'^sdrückbar  (Cayley, 

Coli.  math.  papers  2,  418). 

Die  ganzen  Potenzen  s^  = {y.,  0,  0,  . . . , 0)  = -f-  -|- 

-{-•••  + der  Gleichungswwrzeln  lassen  sich  in  rekurrenter 
Weise  durch  die  Gleichungskoeffizienten  mittelst  der  Newtonschen 
Formeln  (Newton,  Arithmetica  umiversalis  (1707))  bestimmen: 

+ «1  = 0, 

»gSg  + «i«!  4-  2a2  = 0, 

agSg  «i^g  + ötg^i  -f  Sfltg  = 0, 

^0^«  + + Vn-2  H f-  = 0, 

«0«n+it  + + + Vn  + k-2  + * * * + = 0 (*  = 0,1.2...). 


Eine  explizite  Darstellung  der  Potenzsummen  s^  geben 
die  Waringschen  Formeln  (vgl.  S.  219,  vorletzte  Zeile): 


(Al  4~  Ag  H h A,^  — 1)!  / 1 / ^y2  / ^y 

^ A'A,!...A,!  V aj  \ aj"\  aj  ’ 


das  Summenzeichen  ist  über  alle  ganzen  positiven  Zahlen  ein- 
schließlich 0 zu  erstrecken,  die  der  Gleichung  Aj-}-2A2-j-3A3-|- 
+ • • • + wA„  ==  V genügen. 

Die  Gleichungskoeffizienten  drücken  sich  durch  die  Potenz- 
summen s in  der  Form: 


^2  + • • • + *11 


.IJ 
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ans;  hierbei  das  Summenzeichen  über  alle  ganzen  positiven 
Zahlen  einschließlich  0 zu  erstrecken,  die  der  Gleichung 

Al -f  2^2  + 3^8  + • • • + = V 

genügen. 

In  Determinantenform  erhält  man: 


(-iy.(v\)a,^a, 


. ..0  0 

...0  0 


^y-3  • • • V 1 


— 1 — 2 • • • ^2  I 


Tn  Verallgemeinerung  der  Potenzsummen  kann  man  die 
symmetrische  Funktion 

= 9>(“i)  + 9>  W + • • • + 9>(««) 
betrachten,  wobei  qp(je)  irgendeine  ganze  rationale  Funktion 
von  z bedeutet  und  «j,  die  Wurzeln  der  vorgelegten 

Gleichung  f(z)  ~ 0 des  w*®“  Grades  sind. 

Koeffizient  von  z~^  bei  der  Entwicklung  fallenden 

Potenzen  von  z,  wobei  f\f!)  die  erste  Abgeleitete  von  f(z)  ist. 
(Cauchy,  JExerckes  de  math.  1 (1826),  (Euvres  (2)  6,  401.) 

Wie  erzeugende  Funktion  für  die  symmetrische 

Funktion  ^st,  haben  Borchardt,  Monatsh.  d.  Berl. 

Äkad.  (1856),  165,  Ges.  Werke,  Berlin  1888,  S.  99  und 
Kronecker,  Monatsh.  d.  Berl.  Äkad.  (1880),  936  die  typischen 
symmetrischen  Funktionen  der  Gleichungswurzeln  als  Entwick- 
lungskoeffizienten einer  erzeugenden  Funktion  dargestellt. 

Die  symmetrischen  Funktionen  genügen  gewissen  partiellen 
Differentialgleichungen;  vgl.  Faa  di  Bruno,  Binäre  Formen, 
Leipzig  1881,  S.  18,  Netto,  1,  133. 

Tabellen,  welche  alle  symmetrischen  Funktionen  der  Wurzeln 
bis  zum  zehnten  Grade  für  eine  beliebige  algebraische  Gleichung 
enthalten,  findet  man  bereits  in  Meyer  Hirschs  Sammlung  von 
Beispielen,  Formeln  u.  Aufgaben  aus  der  Buchstdbenrechnwng  u. 
Algebra  des  weiteren  bei  Cayley,  Coli.  math.  papers  2, 

417  (ebenda  in  den  Notes,  S.  602  zahlreiche  Literatur),  Faa 
di  Bruno,  Binäre  Formen,  S.  302,  Kostka,  Math.Wer.  16.  429 
(1907). 
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§ 6.  Resultante  und  Diskriminante. 

Zwei  Gleichungen: 

f{z)  = «0^”  + «l«”*"'  + +•••+«„  = 0, 

g{£)  = + 62^’-*  + • • • + 6„  = 0 

haben  dann  und  nur  dann  wenigstens  eine  gemeinsame  Wurzel, 
wenn  -eine  gewisse  ganze  rationale  Funktion  der  Koeffizienten, 
welche  die  Resultante  der  zwei  Gleichungen  heißt,  verschwindet. 
Da  die  charakteristische  Bedingung  für  das  Vorhandensein  einer 
gemeinsamen  Wurzel  von  f(^z)  — 0 und  g(z)  — 0 die  Existenz 
eitles  gemeinsamen  Teilers  von  f{z)  und  g{z)  ist,  kann  man 
auch  sagen:  Ras  Verschwinden  der  Resultante  ist  die  notwendige 
und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  ({£)  und  g{z)  einen  ge- 
meinsamen Teiler  besitzen.  Auf  Grund  der  letzten  Aussage 
kann  man  die  Resultante  auch  ohne  Voraussetzung  der  Wurzel- 
existenz definieren  und  beim  Beweise-  des  Fundamentalsatzes  der 
Algebra  verwerten.  Vgl.  den  Gauß-Gordanschen  Beweis  des 
Fundamentalsatzes  der  Algebra  (Gauß,  Zweiter  Beweis  des 
Fundamentalsatzes , Gordan,  Math.  Ann.  10,  572  (1876),  Vorl. 
über  Invariantentheorie,  1,  166). 

Die  Resultante  Rj^  läßt  sich  aus  einem  System  von  w -f  n 
linearen  homogenen  Gleichungen  als  Determinante  (m  -f- 
Grades  finden,  nämlich 


i«o 

«1 

«2  • 

0 

0 . . . 

. 0 

1« 

«0 

a,  . 

• • ^in-l 

0 . . . 

, . 0 

0 

0 

«0- 

• • ^m-2 

r • ■ 

, . 0 

m Zeilen 

0 

0 

• -»m 

^0 

h 

■■K 

0 

0 . . . 

. 0 

0 

h- 

■ ■ 6„-i. 

K 

0 . . . 

. 0 

m Zeilen 

0 

0 

0 . 

.•?>n 

Die  fraglichen  linearen  Gleichungen  ergeben  sich 
a)  durch  das  Verfahren  von  Euler  {Introductio  in  analysin 
inßnitorum,  Lausanne  1748,  t.  2,  Cap.  19,  p.  265),  das  übrigens 
schon  auf  Leibniz  {Ges.  Werke,  herausg.  von  Pertz,  3.  Folge: 
Math.,  herausg.  von  Gerhardt,  Halle  1863,  Bd.  7,  S.  6) 
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zurückgeht.  Man  stellt  die  Bedingung  dafür  auf,  daß  zwei 
ganze  Funktionen  F{z)  und  vom  Grade  — 1 hezw. 

^ w — 1 existieren  und  fG gF  identisch  verschwindet  (vgl. 
S.  259).  Eine  Transposition  der  sich  ergebenden  linearen  homo- 
genen Gleichungen  führt  zu  dem  linearen  homogenen  System  mit 
der  Determinante 

b)  durch  die  von  Sylvester  sogenannte  diCdytische  Methode. 
Diese  eliminiert  1,  Gleichungen 

f(z)  = 0,  zf{z)  ==  0,  z^fiz)  = 0,  . . .,  z-^f{z)  = 0,  p(^)  = 0, 
zg{z)  = 0,  . . .,  z^~'^g{z)  = 0 (Sylvester,  Phil.  Mdg.  16, 
(1840),  Canibr.  Math.  Journ.  2 (1841),  Coli.  math.  papers  1,  54, 
61,  vgl.  die  Würdigung  Sylvesters  durch  Noether,  Math. 
Ann.  50,  136  (1898)). 

Die  Besultante  ist  eine  ganze  rationale  Funktion 

Grades  der  Koeffizienten  «g,  . . .,  und  Grades 

von  b^,  . . .^h^;  sie  ist  als  Fu/nktion  der  sämtlichen 

Größen  a^,  . . .,  b^,  5^,  . . .,  unzerlegbar  und  ferner 

isobar  vom  Gewicht  mn.  ist  linear  und  homogen  aus  f wnd 

g komponierbar.,  also  = fP  -\-  gQ.,  wobei  P und  Q ganze 
Funktionen  sind. 

Die  Unzerlegbarkeit  und  die  Fähigkeit  der  linearen  homo- 
genen Komposition  aus  f und  g sind  charakteristische  Eigen- 
schaften der  Resultante  (vgl.  S.  273). 

Für  die  Vertauschung  von  f und  g gilt: 

Die  Resultante  läßt  sich  auch  als  symmetrische  Funktion 
der  Gleichungswurzeln  auffassen  (sogenannte  erste  Euler  sehe 
Methode,  Euler,  Histoire  de  Vacad.  de  Berlin.,  an  nee  1748, 
234,  Gramer,  Introduction  ä Vanalyse  des  lignes  courbes,  Genf 
1750,  660).  Es  ist: 

• • ■ S-Wl 

■R*  “ (-  1)“”  • ■ ■ ■ f(ßn), 

■B*  = «:&?(“!  - - fe)  • • • («1  - ßn)- 

(«j  ft) («2  ft)  • • • («2  ~ ft)- 

(“m  — ft)(«m  — ft)  • ■ • (“m  “ ft)i 

hierbei  sind  «i,  «g,  . . .,  die  Wurzeln  der  Gleichung  f(z)  — 0 

ßif  ft)  • • •»  ^«  diejenigen  von  g(z)  = 0. 
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Die  zwei  ganzen  Fimktionen  f(z)  und  g(z)  haben  dann  und 
nur  dann  emen  größten  gemeinsamen  Teiler^  der  genau  vom 
Tc*^^  Grade  ist^  wenn  B^,  B^, . . Bj^^^  verschwinden,  hin- 

gegen Bj^  von  Null  verschieden  ist,  Bj  entsteht  aus  indem 
man  die  j letzten  Zeilen  der  a,  die  j letzten  Zeilen  der  b und 
die  2j  letzten  Kolonnen  streicht  (vgl.  Faa  di  Bruno,  Bi/nä/re 
Formen,  Leipzig  1881,  S.  57,  Scheibner,  Leipz.  Ber.  (1888),  3, 
Noether,  Lüroth  in  den  Sitzungsb.  d.  physik-med.  Sodetät  in 
Erlangen  (1895),  Lüroth,  Zfec/ir.  f,  Math.  u.  Fhys.  40,  247 
(1895),  Heffter,  Math.  Ann.  54,  541  (1901)). 

Für  m — n kann  ^fg  in  eine  Determinante  m*®“  Grades 
zusammengezogen  werden,  nämlich: 

m {m  + 1) 

By^=-(~1)  2 I J (,•  * = 0,1,2.. 

Zu  dieser  sogen.  Bezoutsehen  Determmante  | c^j^  | gelangt  man 
durch  das  abgekürzte  Verfahren  von  Bezout  (Mcm.  Acad.  de 
Baris  (1764),  Jacobi,  Journ.  f.  Math.  15,  101  (1836),  Ges. 
Werke  3,  295,  Cauchy,  Exercices  d'analyse  (1840),  abgedruckt 
Nouvelles  Annales  (2)  15,  385  (1876)).  Aus  f — a^z”^ 

aiZ”^~^  + • • ‘ + tV'Und  g = H 

man  sich 

+ \)f—  («0«  + »i)?  = 0, 

(6„4i*  + biZ  + h,)f—  + a,)g  = 0, 

Die  erhaltenen  Gleichungen: 

-!-•••  + Ci^_^  «=  0 (»  = 0,l,2,...,m~l) 

sind  sämtlich  vom  Grade  m — 1;  durch  Elimination  von  1,  z^ 
Z^, . . .,  z”*~^  erhält  man  die  Determinante  (t,*  = o,i,2,...,Tn-i). 
Sie  ist  symmetrisch,  und  es  ist 

^tp  ~ + ^il  “ ^^i  + 2,0  ^i  + 1,1  » 

C-2  = + ^i  + 2,1  + * • •>  ^im-1  ~ ^fn<» 

wobei  d^j^  = — a^^b^  ist. 

Die  Größen  c^j^  ergeben  sich  nach  Cayley  (Journ.  f.  Math. 
53,  366  (1857),  CoU.  math.  papers  4,  38)  als  Entmcklu/ngs- 
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koeffözienten  der  schemhar  gehrochmen  FunMwn 

nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x und  y.  Es  ist 


f{^)9iy)  — f{y)9{x) 

y — x 


i = m — l 


i = 0 


Jb  = 0 


»-<-1 


Per  gefundenen  ganzen  rationalen  Funktion  kann  man  mit 
Sylvester  (^Phü.  Transact.  (1853),  CoU.  math.  papers  1,  430 

i-m  — lk  — rn  — l 

u.  545)  die  quadratische  Form  ^ der  m Variablen 

t=0  *=0 

zuordnen;  diese  heißt  die  Besoutiante  von  f imd  g. 
Notwendig  und  hinreichend,  damit  f und  g einen  größten 
gemeinsamen  Divisor  genau  vom  Grade  hahen^  ist  das  Ver- 
schwinden der  Determinanten 

S i ^00^11  • • • •>  2j  i <^00^11  ' * * » * " * 

S i ^00^11  ' • • 

hingegeh  muß  S + ^ooCn  . . . von  Null  ver- 

schieden sein.  Die  Bezoutiante  von  f und  g hat  dann  genau 
den  Rang  m — Ä. 

Die  voraufgehenden  Betrachtungen  lassen  sich  auch  auf 
tn^  n ausdehnen.  Ist 

/■(^)  = «0«"  + + - + a„,  9i^)  = l>o^’'+hz’'-^  + - + 6„, 

so  gehe  man  zunächst  von  f(z)  und 

aus  und  setze  dann  Bq  = = . . . = = 0.  Man 

m{m  + l) 

erhält  = = 

Der  Fall,  daß  f und  g verschiedene  Grade  haben,  läßt  sich 
auch  durch  Betrachtung  von  f{z)  — 0 und  z'^~^g{z)  = 0 auf 
den  Fall  gleichen  Grades  zurückführen.  Die  erhaltene  Resul- 
tante ist  durch  zu  dividieren,  um  die  wahre  Resultante 

zu  finden. 

Will  man  im  Fall  m'^  n hei  der  Resultantenhildung  Izeine 
fremden  Faktoren  einführen,  sondern  die  wahre  Resultante  Rf^ 
erhalten,  so  hat  man  aus  den  zwei  Funktionen 

f{£)  = «„«”•  + + •••  + <»„ 

g{g)  - + • • • + 6, 


und 
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die  n Gleichungen  zu  bilden:  fg„^g  — 9fm-$  ^ («  = n,  n-i i), 

wobei  4 = «0^^  + + ■ ’ * + {t  = m-n,  + 

^ * ' ' “l~  (/  = 0, 1, 2, . . .,  n — 1) 

ist.  Für  m = n gehen  sie  in  die  früheren  über.  Für  m'p>^  n 
füge  man  noch  g{z)  = 0,  zgiz)  = 0,  . . .,  = 0 

hinzu.  Man  hat  dann  im  ganzen  m Gleichungen,  von  denen 
jede  höchstens  vom  Grade  m — 1 ist  imd  aus  denen  man  1, 
z^^  . . .,  eliminieren  kann.  Diese  Behandlung  des  Falles 

my>  n nach  der  Methode  von  Bezout,  bei  der  die  Determinante 
jedoch  nicht  wie  im  Fall  m =^n  symmetrisch  ausfällt,  geht  auf 
Rosenhain,  Journ.  f.  Math.  28,  269  (1844)  (Gleichungen  81 
a.  a.  0.)  zurück.  Eine  eingehende  Darstellung  bei  H.  Weber, 
Algebra  1,  179. 

Sowohl  die  Resultante  als  auch  die  im  folgenden  zu  be- 
sprechende Diskriminante  genügen  gewissen  partiellen  Differential- 
gleichungen, die  Brioschi  (Journ.  f.  Math.  53,  372  (1857)) 
aufgestellt  hat.  Vgl.  die  eingehende  Behandlung  von  Noether 
in  Faa  di  Bruno,  Binäre  Formen,  Leipzig  1881,  S.  275.  Die 
Literatur  über  Resultanten  findet  man  bei  Pascal,  Determi- 
nanten, Leipzig  1900,  S.  206,  sowie  bei  E.  Netto,  Enzyklopädie 
d.  math.  1,  245  (französische  Bearbeitung  von  Le  Vavas- 

seur,  Encycl.  des  sc.  math.  1,  vol.  2,  p.  73  ff.).  Vgl.  auch  das 
Kapitel  über  Invariantentheorie. 

Die  Untersuchung  der  Resultante  zweier  ganzer  Funktionen 
f(z)  und  g(^z)  je  einer  Variablen  ist  für  das  folgende  allgemeinste 
Problem  aus  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  grund- 
legend: 

Gegeben  seien  r ganze  Funktionen  z^,  . . .,  z^, 

h->  • • -1  • • -1  • • -1  «p)  P Variablen 

Z2,  . . 3Ian  soll  entscheiden,  ob  es  Werte  z^,  ^2?  • • •? 

gibt,  die  gleichzeitig  alle  Gleichungen  ^2*  • • -i  ^p)  — 0, 

«p)  = 0,  = 0 befriedigen,  und 

man  soll,  wenn  es  solche  Werte  gibt,  diese  bestimmen.  Die  Er- 

ledigung dieses  Problems  erfordert  außer  rationalen  Operationen 
bloß  die  Behandlung  von  Gleichungen  mit  nur  einer  Unbe- 

kannten; es  ist  also  auf  den  Fall  p — 1 reduzierbar. 

Sind  die  r Gleichungen  f^  — O,  fg  = C),  ...,/)==  0 mit- 
einander • verträglich,  so  heißt  ein  Wertsystem,  das  allen  Glei- 
chungen gleichzeitig  genügt,  eine  Wurzel  oder  eine  Lösung  des 
Gleichungssystems. 
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Satz  von  Kronecker  {Festschrift,  Journ.  f.  Math.  92,  30 
(1882),  Ges.Werhe  2, 280):  Der  Gesamtinhalt  eines  beliebigen  Systems 
von  Gleichungen  = 0,  5?^)  = 0, 

. . ~ ^ "kann  vollständig  durch  ein  Sy- 
stem von  höchstens  jp  -f-  1 Gleichungen  (pi{z^,  z<^,  . = 0, 

h> . . = 0,  . . (fp^^iz^,  z^, . . z^  = 0 ersetzt  wer- 

den, so  daß  jede  Lösung  des  f- Systems  eine  solche  des  (p- Systems 
ist  und  umgekehrt.  Für  das  Resultat,  daß  unter  Umständen  tat- 
sächlich i?  + 1 Gleichungen  erforderlich  sind,  vgl.  das  von 
Vahlen,  Journ.  f.  Math.  108,  346  (1891)  gegebene  Beispiel 
einer  algebraischen  Raumkurve  unseres  iXg,  die  nur  als  Durch- 
schnitt von  vier  Flächen  darstellbar  ist. 

Hat  man  jp  + 1 allgemeine  Gleichungen 

9^1  (%»  ^25  • * “0,  9^2('^15  ^2»  • • •?  ^p)  ~ 0,  . . 

+ «21  ••■.«,)  = 0 


von  den  Graden  mj,  »Wg,  . . .,  niit  Koeffizienten  a,  so  gibt 

es  eine  ganze  rationale  Funktion  der  Koeffizienten  a,  die  sog. 
Resultante  R^a)  des  Gleichungssystems,  die  bis  auf  einen  nume- 
rischen Faktor  durch  folgende  zwei  Eigenschaften  eindeutig  be- 
stimmt ist:  erstens  R{a)  ist  eine  ganze  rationale  u/nzerlegbare  Form 
der  a,  zweitens  R{a)  komponiert  sich  linear  und  homogen  aus 


•••5  <Pp+i»  also  B{a)  = -|-  P^(p^  -\ h^^p+i^p+u 

wobei  Pg,  . . ganze  Funktionen  von  z^.^  z^^  . . z^ 

sind.  Die  Resultante  Ria)  enthält  das  Glied  a¥.^  ^ ^ 

V / 11  2i  p + l,p  + v 

wobei  (i  = i, 2, ...,p  + i),  M — m^rn^  • • • und  a,.,. 

(/  = i,2,...,p)  der  Koeffizient  von  zT^i  in  ep.{z^,  Zy. . z^,  % + i,p+i 
das  konstante  Glied  in  Z^.,  . . -^Z^  ist;  legt  man  dem 

Glied  a^f^aj^^  . . . den  Koeffizienten  -f-  1 bei,  so  ist  die 

Resultante  P(a)  eindeutig  bestimmt. 

Die  Resultante  R{a)  ist  eine  homogene  Funktion  Grades 
der  Koefßzientenreihe  a von  9)^,  also  eine  homoge  Funktion 

(t • = p + 1 \ 

^ iüfj.j*®“  Grades  aller  Koeffizienten  a.  Die  R .sultante  R{a) 


ist  eine  isobare  Funktion  des  Gewichtes  üf,  dabei  ist  als  Ge- 
wicht eines  jeden  Koeffizienten  a aus  cp^  die  Zahl  m^  — s zu 
nehmen,  wobei  5 die  Summe  aller  Exponenten  von  z-^^.,  ^21 
bedeutet,  mit  denen  das  betreffende  a in  der  Funktion  cp^  multi- 
pliziert ist. 

Pascal,  Bepertorium.  I.  2.  Aufl. 
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Aus  dem  Theoreim  über  das  Gewicht  ergibt  sich  der  Sota 
von  Bezout  {Theorie  des  equations  dlgibriques,  Paris  1779): 
Sind  i?  4"  1 allgemeine  Gleichimgen  g>i{^i-,  ^'2?  • • •?  «p+i)  = Ol 

9>2  («1 1 % 1 • • • 1 «y + 1)  = 0, . . . , 1 («1 , «a , . . . , ^ 1 ) = 0 mi«  J)  + 1 

Unbekannten  von  den  Graden  hem.  gegeben^ 

so  haben  sie  % • '»Wg  • • • ^ ^ Lösimgen. 

Als  Literatur  über  die  hier  nur  kurz  angeschnittenen 
Fragen  vgl.:  Kronecker,  Festschrift,  Journ.  f.  Math.  92,  1 
(1882),  Ges.  Werke  2,  237,  Mertens,  Sitzungsb.  der  Wiener 
Akad.  93,  Abt.  2,  527  (1886),  108,  Abt.  2 a,  1173  u.  1344 
(1899),  Macaulay,  Froc.  Lond.  M.  S.  35,  3 (1903),  Netto, 
Algebra  2,  1-— 203,  sowie  besonders  Julius  König,  Einleitmig 
in  die  allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Größen.,  Leipzig  1903. 


Bildet  man  von  einer  ganzen  Funktion 

f{g)  - Oo«“  + -I + a„ 

und  ihrer  ersten  Abgeleiteten 

f{z)  = ma^z^"^  4-  (w  — l)a^z”^-'^  -\ h 


die  Resultante 


«0 

«1 

»2 

• 

0 

...  0 

0 

^0 

«1 

• 

• • «m-1 

...  0 

0 

0 

0. 

maQ 

{m  — 

l)Oi  (m 

— 2)aj  . 

0 

...0 

■ 

0 

ma^ 

(m 

»m-1 

...0 

0 

0 

0.  , 

m — 1 Zei 


m Zeilen, 


^ m(m— 1) 

SO  ist  diese  offenbar  durch  teilbar.  I)  = —{ — 1)  ^ 

heißt  nach  Sylvester  {Fhil.  Mag.  2 (1851),  406,  CoU.  mafh. 
papers  1,  280)  die  Diskriminante  der  algebraischen  Gleichung 
/■(e-)  = 0.  Gauß  {Ges.  Werke  3,  38)  wendet  hierfür  die  Be- 
zeichnung „Determinante  von  /'(2^)“  an. 

Hat  f{z)  = 0 die  m Wurzeln  «i,  «21  • • •» 


§ 6.  Resultante  und  Diskriminante. 
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D = (—l)  * 

1 1 ...  1 ® 


D = 


a 


m 


— (l|”'  0^27  • • *7  *^m)  7 

wobei  A(ai,  «2?  • • j O DilFerenzenprodukt  der  Gleichungs- 
wurzeln  bedeutet  (vgl.  S.  68  unten  und  69  oben). 

Setzt  man  + • * • + ist  also  5^  die  Summe 

der  V*®“  Potenzen  der  Gleichungs wurzeln,  so  wird  J)  durch  eine 
rekurrierende  Determinante  (vgl.  S.  67)  gegeben: 


J)  = al^- 


Sq  «1  . . . 

^2  • • • 

% ^3  • • • '^m  + 1 


^m-1  ^OT  • • • hm-2 

Die  Diskriminante  D ist  eine  ganze  homogene  Fwnktion  der 
Gleichungskoefßzienten  «q,  vom  Grade  2m—  2;  sk 

ist  eine  unzerlegbare  Funktion  der  Koeffizienten^  und  ferner  ist 
sie  in  ihnen  isobar  vom  Gewicht  m{m  — 1).  Das  Verschtvinden 
der  Diskriminante  ist  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung' 
dafür y daß  die  Gleichung  f{z)  ~ 0 wenigstens  ztvei  gleiche  Wurzeln 
besitzt. 

Sei  D^  die  rekurrierende  Determinante: 


^r-l  • ’hv~2 

so  gilt  folgender  Satz:  Die  Gleichung  f{z)  = 0 hat  demn  und 
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nur  dann  genau  1c  untereinander  verschiedene  Wurzeln,  wenn  die 

Determinanten  ^ “2^z'2  verschwinden, 

% 

hingegen  Dj^  von  Null  verschieden  ist.  (Borchardt,  Journ.  de 
math.  12  (1847),  Ges.  Werke,  Berlin  1888,  S.  24,  L.  Baur, 
Math.  Ann.  50,  241  (1898).) 

Bei  einer  Gleichung  mit  reellen  Koeffizienten  ohne  mehr- 
fache Wurzeln  besitzt  die  Diskriminante  positives  oder  negatives 
Vorzeichen,  je  nachdem  die  Gleichung  eine  gerade  oder  ungerade 
Anzahl  von  Paaren  konjugiert  imaginärer  Wurzeln  hat.  (A.  Brill, 
Math.  Ann.  12,  87  (1877).) 

Deutet  man  bei  einer  Gleichung  mit  reellen  Koeffizienten 
«0,  a^,  . . .j  a^  diese  als  homogene  Koordinaten  im  so  heißt 
. . .,  a^)  = 0 die  Diskriminantenfläche.  Der  Name 
stammt  von  Kronecker,  Monatsh.  d.  Bert.  Akad.  (1878), 
120,  Ges.  Werke  2,  68.  Vgl.  ferner  Hilbert,  Math.  Ann.  BO, 
437  (1887).  ■ 

Ebenso  wie  die  Eesultante  ist  auch  die  Diskriminante  auf 
Gleichungssysteme  erweitert  worden.  Vgl.  die  bei  der  Resultante 
von  Gleichungssystemen  zitierte  Literatur  auf  S.  274. 


§ 7.  Transformation  einer  GleicKung.  Tschirnhausen- 
transformatio.n.  Mit  der  Tschirnliausentransformation  zu- 
sammenhängende Normalformen.  Funktionen  mehrerer 
Wurzeln.  Gleichung  der  quadrierten  Wurzeldifferenzen. 

Ersetzt  man  in  der  Gleichung 


f{z)  = a^z”  4-  a^z^-'^  + a^z^-^  4 h ==  0 

mit  den  Wurzeln  . . .,  die  Größe  z durch  ^ 4"  so 

hat  die  neue  Gleichung  Grades  in  t\ 

Y(«-i)(/j) 


n\ 


(n-1)! 


4-  ...  4-  f(h)  = 0 


die  n Wurzeln  cc^  — h,  «3  — h,  . . cc^  — h.  Hierbei  bedeutet 

die  i*®  Abgeleitete  von  fQi)  — a^h”^  4“  4-  * — h 

Wählt  man  für  h eimn  derartigen  Wert,  daß 


(^-1)! 


= na^h  4-  «1 


verschwindet,  also  h = — — , so  fehlt  der  Gleichung  in  t ihr 
na^ 

zweites  Glied. 


§ 7.  Tschirnhausentransformation. 
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Die  Transformation  t — z — li  ist  nur  ein  Spezialfall  der 
sog.  Tschirnhaiisentransformation  (vgl.  S.  252).  Unter  dieser 
versteht  man  folgendes:  t sei  eine  ganze  rationale  Funktion  von  zi 

t = (p{z)  + p^z^  H h 

Man  soll  die  Gleichung  in  t aufstellen^  welche  die  Wurzeln 
h = 9(0^1)»  h • • •?  = 9(«J  besitzt,  ivenn  f{z)  = 

üqZ^  a^z^~^  a,^  = 0 die  Wurzeln  ag,  . . .j  0:^  hat}) 

Die  Größen  = qo  («,.)  (*  = 1,2,...,  w)  genügen  der  Gleichung 

= t^  + + • • • + ^„  ==  0. 

Die  Größen  (»  = 1,2,...,«)  sind  ganze  homogene  Funktionen 
Grades  von  iJj,  . . •,  deren  Koeffizienten  ganze 

Funktionen  von  — , sind.  Die  Gleichung  ^if)  = 0 

heißt  eine  Tschirnhauscnresolvente  von  f{z^  = 0.  Man  kann 
^1)  9'2j  • ' folgende  Weise  finden:  Man  bilde  sich  durch 

sukzessive  Potenzierung  die  Gleichungskette: 

< = ^>0  +-Pl^  H 

+ 

=^0"  + i*i”‘  + + ■ ■ • + 

wobei  die  höheren  als  Potenzen  von  z mit  Hilfe  der’ 

Gleichung  f{z)  — 0 beseitigt  sind.  Setzt  man  4 H r ln 

und  5^.  = of*  4 ‘ ■ “i" 

= +p^i-'h^  -i 

(i  = 1,  2,  . . .,  «). 

Aus  den  Potenzsummen  , Ug , . . . , lassen  sich  die  Koeffi- 
zienten q^i  ^ q^i  der  Gleichung  0{t)  — 0 bestimmen.  (Vgl. 
S.  266.)  Die  Gleichung  <P(t)  — 0 ist  das  Eliminationsresultat 
von  z aus  f{z)=^0  und  t — {p{z)  0.  Sind  , (2,  • - ln 


1)  Die  Aufstellung  einer  Gleichung  für  9(^1),  wobei  qp(«j)  voraus- 
setzungsgemäß eine  ganze  rationale  Funktion  von  otj  , die  höchstens 
vom  Grade  n — 1 ist_,  bedeutet,  involviert  keine  Beschränkung;  denn 
man  kann  jede  ganze  oder  gebrochene  rationale  Funktion  einer 
Wurzel  der  Gleichung  f{z)  ==  0 in  eine  ganze  rationale  Funktion 
von  «j  verwandeln,  die  höchstens  vom  Grade  n — 1 ist. 
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untereinander  verschieden,  so  ergeben  sich  die  zugehörigen 
«j,  a'g,  . . aus  linearen  Gleichungen.  Ist  ==  (p(«i)  = 

^>(<^2)  — •••==  also  eine  e-fache  Wurzel  von 

so  haben  die  zwei  Gleichungen  f{ß)  ~ 0 und  \ — (p{z)  = 0 
die  e Wurzeln  «j,  , cig  gemeinsam,  die  man  demnach  aus 

einer  Gleichung  Grades  finden  kann.  Hat  f{s)  ===  0 lauter 
verschiedene  Wurzeln,  so  muß  e <C.n  sein.  Hieraus  folgt:  Kann 
man  eine  Tsckirnhausenresolvente  — 0 von  f(^g)  =«=  0 auf- 
lösm,  so  ist  ({z)  = 0 hierdurch  entweder  vollständig  gelöst  oder 
seine  Behandlung  auf  Gleichungen  niedrigeren  Grades  gurück- 
geführt. 

Durch  geeignete  Wahl  der  Größen  Pq,  p^,  . . .,  kann 

man  aus  f(g)  ==  0 eine  Tschirnhausenresolvente  0(t)  — 0 von 
einfacherer  Struktur  als  f{z)  ==  0 ableiten. 

Setzt  man  bei  der  Gleichu/ng  dritten  Grades 

a^z^  + ay^z^  -f  a^z  + a^  = 0 

I ^ Po  'i'  Pt ^ P2^^  wählt  das  Verhältnis  Pq  ip^  \ p^  aus 

den  zwei  Gleichungen  = 0,  gg  = 0,  von  denen  die  erste 

linear,  die  zweite  quadratisch  ist,  so  erhält  man  als  Tschim- 
hausenresolvente  die  reine  Gleichung  t^  = 0. 

Die  Gleiclninn  vierten  Grades 

a^z*  H-  a^z^  + (^2^^  + ^3^  + «4  = 0 

wird  durch  dieTschirnhausentransformatiön:  t^pQ+p^z+p^z^-i-p^z^ 
gelöst,  indem  man  p^t  p^y  p^i  Ps  derartig  bestimmt,  daß  die  zwei 
Gleichungen  — 0 und  = 0 vom  ersten  und  dritten  Grade  be- 
stehen. Die  Tschirnhausenresolvente  ^ ^'2  + 9^4  “ ^ dann 

durch  Quadratwurzeln  lösbar. 

Für  die  allgemeinen  Gleichungen  höheren  als  vierten 
"Grades  kann  die  Tschirnhausentransformation  keine  Auflösungs- 
methoden, sondern  nur  Normalformen  liefern.  Bestimmt  man  in 
^ =Po  Px^  ^ die  Größen  p so,  daß 

die  Gleichungen  gj  “ 0 und  gg  ==  0 vom  ersten  und  zweiten 
Grade  bestehen,  so  erfordert  dies  außer  rationalen  Operationen 
nur  das  Ziehen  einer  Quadratwurzel.  Die  alsdann  aus 

^ h ö„  = 0 

bervorgehende  Gleichung 

<»  + 4.  + . . . + = 0 

heiBt  eine  Sauptgleichung.  Als  Hauptgleidhung  bezeichnet  man 


§ 7.  Normalformen. 
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jede  Gleichung  Grades,  in  der  keine  Glieder  mit  der 

(w  — l)*®^  und  {n  — 2)^®“  Potenz  der  Unbekannten  auftreten. 
(El ein,  Ikosaeder,  S.  142.) 

Wählt  man  die  Größen  jt?  derartig,  daß  gleichzeitig  die  drei 
Gleichungen  ersten,  zweiten  und  dritten  Grades  = 0,  q^=^  0, 
^3  = 0 bestehen,  so  führt  dies  auf  eine  Gleichung  sechsten 
Grades.  Durch  geeignete  Verfügung  über  die  kann  diese 

Gleichung  sechsten  Grades  mit  Hilfe  von  Quadratwurzeln  auf 
eine  kubische  Gleichung  zurückgeführt  werden.  Im  besonderen 
läßt  sich  jede  Gleichung  fünften  Grades  durch  Ziehen  von 
(Quadratwurzeln  und  Auflösung  einer  kubischen  Gleichwng  m die 
sog.  Bring- Jerrardsche  Normalform  t^  qji  q^  — 0 bringen. 
Setzt  man  so  erhält  man  eine  Hormalform  u^ — u — A=0 

mit  nur  einem  Parameter.  (Vgl.  S.  254,  sowie  die  Darstellung 
bei  Weber,  Algebra  1,  260,  ferner  Rahts,  Math.  Arm.  28, 
34  (1887).) 

Hat  man  eine  Gleichung  n^  Grades 


+ • • • 4-  = 0 

und  wählt: 

Pq  = «0%  + + 02%  H f” 

Pl  = %%  + «1%  4 h »«-2% » 

•i?2= 

Pn  — l 

wobei  %,  Wg, . , u^  Unbestimmte  sind,  so  geht 



über  in 


t = + («JÄ  + ai)!«ä  + («„«2  4-  + «j)«,  H 1- 

+ («0«”“*  + ai«”"*  H 1- 

und  stellt,  da  4=  0 ist,  die  allgemeinste  ganze  Punktion 
{n  — 1)*®“  Grades  von  z dar.  Der  Koeffizient  von  u^  ist  der 

Faktor  von  m”“*  in  der  Entwicklung  von  nach  ganzen 

positiven  Potenzen  von  u.  Bildet  man  sich  die  ganze  Funktion 
von  u: 


m-m 


u — z 
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wobei  f\^  die  erste  Abgeleitete  von  /*(w)  ist,  und  wählt 
t = -f  W3i^i(;2;)  -f  • • • + so  sind  die  Koeffi- 

zienten der  Tschirnhausenresolvente  <P(^)  = 0 simultane  In- 
varianten der  zwei  Funktionen  f{z)  und 

G{ß)  = u,  — {n—  2)«<3ä  + (“ 7 ± V‘~ 

(Hermite,  C.  B.  46,  961  (1858),  (Euvres  2,  30,  vgl.  Weber, 
Älgelra  1,  240.) 

Die  sich  nur  auf  eine  einzige  Gleichungswurzel  beziehende 
Tschirnhausentransformation  läßt  sich  auf  Funktionen  mehrerer 
Gleichimgswurzeln  ausdehnen;  «2,  . • «„)  sei  irgendeine 

ganze  rationale  Funktion  der  Wurzeln  0(2^  cc^  der  Glei- 
chung f{z)  = UqZ”-  -f-  «1  ^ H f-  = 0.  Ist  g?  (rCi , ajg , . . .,  x^) 

eine  g-wertige  Funktion  (vgl.  S.  217)  der  Größen  ajg, . . ., 
und  sind  = q)(x^,,  . . .,  a;J,  (p^ix^,  x^,  . . .,  x^,  . . ., 

ajg,  . . Xj^  die  g mit  q>  konjugierten  Funktionen,  so  sind 

9l(ai»  ^2>  • • •>  «Jj  «2»  • • n «J7  • • •,  «2»  • • «J 

die  g Wurzeln  der  Gleichung: 

®(0  = (« — g>i)(<  — — <p^  = 

= n + + . . . + = 0. 

Die  Größen  , g'g , . . . , sind  als  symmetrische  Funktionen 
der  Gleichungswurzeln  vmi  f{z)  = 0 ganze  rationale  Funktionen 

von  • ' -5  Gleichung  0{f)  = 0 heißt  eine  trans- 

formierte  Gleichung,  auch  Besolvente  von  f{z)  — 0.  Eine  auf 
die  angegebene  Weise  abgeleitete  transformierte  Gleichung  kann 
bei  einer  Gleichung  f{z)  = 0 von  höherem  als  vierten  Grade, 
außer  wenn  (p^  symmetrisch  oder  zweiwertig  ist,  nicht  niedriger 
als  n^  Grades  sein.  (Für  die  Gleichung  vierten  Grades  vgl.  § 8, 
vgl.  ferner  den  Schluß  des  § 10.) 

Von  den  Resolventen  (P(#)  = 0 sei  hier  noch  die  Gleichung 
für  die  Quadrate  der  Wurzeldifferenzen  einer  Gleichung  f{z)  = 0 
angeführt,  Mit  ihr  haben  sich  Waring  (Miscellanea  analytica 
(1762),  Meditationes  algebraicae,  3.  ed.,  p.  30  (1782))  und  La- 
grange  (1798),  Eueres  8,  24  u.  140  beschäftigt.  Wählt  man 

für  die  ^ wertige  Funktion  q}^  — (x^  — iCg)*,  so  ge- 

iS 

nügen  die  ^ Größen  («^  — der  Gleichung: 

®(0‘=“  4-  • • • 4-  =*  0. 


§ 8.  Die  kubische  und  die  biquadratische  Gleichung.  281 

--  Ist  tf,.  die  Summe  der  i*®“  Potenzen  der  Wurzeln 

dieser  Gleichung  und  = or^‘  -j-  <^2  + * ‘ 

Gi  = — (2i)5iS2f_i  + ^ 

und  aus  u,-  (<  = 1,2,...,^)  kann  man  q^,  gg,  . ..,  g-  finden  (vgl. 
S.  266).  Die  Größe  q^  ist  gleich  (—  wobei  A das 

Differenzenprodukt  der  w Wurzeln  «2?  • • - i f(/)  “ ^ 

(vgl.  S.  68).  Die  Gleichung  der  quadrierten  Wurzeldifferenzen 
hatte  früher  vornehmlich  den  Zweck,  eine  untei*e  Grenze  für  den 
absoluten  Betrag  der  Wurzeldifferenzen  der  Ausgangsgleichung  zu 
finden;  doch  kann  man  dies  nach  Cauchj  {Analyse  algehrique 
(1821),  Note  in,  (Euvres  (2)  3,  398),  ohne  die  Gleichung  selbst 
aufzustellen.  Ist  nämlich  g eine  obere  Grenze  für  die  Wurzeln 
von  f{3)  — 0,  d.  h.  sind  alle  Wurzeln  von  f{s)  = 0 absolut  ge- 
nommen kleiner  als  eine  positive  Größe  g^  so  ist  der  absolute 

iA| 

«(n-1)  _ ’ 

{^9)  2 

wobei  I A ( der  absolute  Betrag  des  Differenzenproduktes  der 
n Wurzeln  von  f{z)  — 0 ist. 


I “<  — “*!  > 


§ 8.  Die  kulüsche  und  die  biquadratische  Gleichung. 
Reziproke  Gleichungen. 

Die  kubische  Gleichung: 

(1)  -f  A-  »2^  + «3  ==  0 

transformiert  sich  durch  z = t — in 

dUo 

«0^*  + h,t  + ÖS  = 0. 

Setzt  man 

öj  _ Za^a^  — al 
^“«0  3a*  » 

^ ^ a—  3 gg  -{-  2 af  -j-  27  gg 

^ «0  27  gg  ’ 

so  wird  die  Auflösung  jeder  kubischen  Gleichung  (l)  auf  die 
von  (2):  pt q 0 zurückgeführt.  Ist  s eine  beliebige 

der  zwei  primitiven  dritten  Einheitswurzeln ^ 3 , so 

2 2 

lauten  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (2): 
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^2  = We  -f- 
= u£^  + 

hierbei  bedeutet  u einen  beliebigen  der  drei  Werte  von 

]/-i+Vi  + S' 

die  Größe  v ist  gleich  1"  ^ ’ jedoch  darf  für 

V nicht  willkürlich  einer  der  drei  Werte  der  dritten  Wurzel 
gewählt  werden,  sondern  es  ist  derjenige  zu  nehmen,  der  durch 

P 

V = — bestimmt  ist.  Die  Lösung 

heißt  die  CardaniscJie  Formel. 

Die  erste  Auflösung  der  kubischen  Gleichung  stammt  von 
Scipione  del  Ferro.  Nach  Cardanos  Ärtis  magnae  sive  de 
regulis  älgehraicis  Über  unus  fand  er  sie  im  Jahre  1515  und 

teilte  sie  dem  Floridus  mit.  In  einem  wissenschaftlichen  Wettstreit 
stellte  letzterer  dem  Nicolo  Tartaglia  im  Jahre  1535  dreißig 
Aufgaben,  die  sämtlich  auf  kubische  Gleichungen  hinausliefen 
und  die  diesen  zu  einer  erneuten  Auffindung  der  Lösung  der 
kubischen  Gleichung  führten.  Von  Tartaglia  erfuhr  Cardano 
die  Lösung  und  machte  sie  gegen  den  Willen  des  Tartaglia 
in  seiner  Ars  magna  öffentlich  bekannt.  Cardano  lehrte  auch 
die  Beseitigung  des  zweiten  Gliedes  aus  einer  allgemeinen 
kubischen  Gleichung  (vgl.  Cantör,  Geschichte  der  Math.  2,  484, 
Zeuthen,  Geschichte  der  Math,  im  16.  und  17,  Jahrhmidert,  Abh. 
zur  Geschichte  der  Math.  17,  Leipzig  1903,  S.  81,  Eneström, 
Bibi.,  math.  (3)  7,  38  (1906)). 

Ist  4 + Iy  Gleichung  die  drei  Wurzeln 

= — ]/—  Y* 

Sind  p und  q reelle  Größen,  so  hat  die  Gleichung 
+ 2 = 0,  falls 
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a)  ^ ^ > ö ist,  eine  reelle  und  zwei  konjugiert  ima- 

ginäre Wurzeln.  Wählt  man  für  u die  reelle  Wurzel  und  dem- 

7) 

nach  auch  v — — “ reell,  so  ist  t die  reelle  W'urzel. 

oU  ^ 

b)  Ist  4 "1“  27  ~ sowohl  die  einfache  Wurzel 

als  auch  die  Doppelwurzel  reell. 

ff®  ü* 

c)  Ist  4-  <!  0,  so  sind  alle  drei*  Wurzeln  reell.  Die 

obigen  Formeln  haben  dann  den  Ubelstand,  die  reellen  Wurzeln 
auf  imaginäre  Weise  zu  liefern.  Man  bezeichnet  den  Fall  c) 
von  alters  her  als  Casus  irreducihilis^  ohne  daß  die  Bezeichnung 
etwas  mit  irreduzibler  Gleichung  (§  9)  zu  tun  hätte.  Der  Fall  c) 
erwies  sich  insofern  nicht  reduzibel,  als  der  Satz  güt:  Für  die 
allgemeine  Gleichung  dritten  Grades  mit  reellen  Koeffizienten  und 
drei  reellen  Wu/rzeln  kann  es  keine  Lösu/ngsform  geben,  welche  die 
Wurzeln  nur  mittels  reeller  Radikale  liefert  (Mollame,  Nap. 
Rendiconti  (2)  4-,  167  (1890),  Holder,  Math.  Änn,  38,  307 
(1891),  Kneser,  ebenda  41,  344  (1893)). 

Der  Fall  c)  läßt  sich  ohne  Durchgang  durch  das  Imaginäre 
mit  Hilfe  der  trigonometrischen  Funktionen  erledigen.  Ist 

4 SO  muß  ^ — P sein,  wobei  P eine  positive 


Größe  ist.  Definiert  man:  cos  qp  = 


durch  passende  Wahl  des  Vorzeichens  von  Vf  im  ersten 


wobei  q) 


Quadranten  genommen  werden  kann,  so  sind: 


die  drei  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  t^  — Pt  g — 0.  Der 
Kern  dieser  von  Vieta  (Supplementum  geometriae  (1593)^  De 
aequationum  recognitiom  et  emendatione  (1615))  stammenden 
Methode  basiert  auf  der  trigonometrischen  Relation 


Besonders  interessant  ist  Lagranges  {Riflexions  su/r  la  r4- 
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Solution  algehrique  des  equations  (1770),  (Euvres  3,  217)  Lösung 
der  kubischen  Gleichung.  Sie  beruht  auf  gruppentheoretischer 
Grundlage.  Sei: 

Qji^Z  0 

die  gegebene  Gleichung  mit  den  Wurzeln  «g,  «3,  so  ist 
(«i  + « <^2  ■{"  zweiwertige  Funktion  der  Wurzeln,  wenn  e 

eine  beliebige  der  zwei  dritten  Einheitswurzeln s"  i "S"  V 3 

ist.  Die  angegebene  zweiwertige  Funktion  genügt  der  quadra- 
tischen Besolvente: 


2^2  

(9  »1  «2  — 2 aj  — 

27  a,): 

7 + (af-  3a,)^  = 0 

mit 

den  zwei  Wurzeln: 

0 

0^1  + £0^2 

+ s^a,y  = ±(9 

2«? -27  «3) + ^1/35, 

0 

Xi  -f- 

2 + ^0^3)^  = y(9 

2 a?  - 2703) -1^  /35. 

Beachtet  man,  daß  + «g  -|-  — 

— flfj  ist,  so  findet  man: 

Sor^ 

= -«i 

+ '1/y(9«i«2  - 

- 2oJ  - 

27a,) + ^1/30  + 

+14 

(9 

— 2o?  — 27a3)  — yl/SD 

Scfg 

= — «1 

— 2a^ 

- 2703)  + yVsz)  + 

_+.n 

(9 

- 2a?  - 2703)  - 

3^3 

==-«1 

+ £")/y(90i«2 

— 2aä 

-27a,)  + ~V3ß  + 

(9  a^  «2 

-2a?-27a3)-yl/35 

D hat  den  Wert  — 27a|  — A:a\a^  + l^a^a^a^  — 4a| 

und  ist  die  Dishriminante  von  z^  a^z^  a^z  -\-  — 0 oder 
die  durch  — 27  dividierte  Diskriminante  der  quadratischen 
Besolvente.  Von  den  bei  der  Lösung  der  kubischen  Gleichung 
auftretenden  zwei  dritten  Wurzeln  ist  nur  eine  willkürlich,  weil 
ihr  Produkt  + £«2  ^^^3)  (“1  + "f“  ^*^3)  ~ 

Vom  Standpunkt  der  Galoisschen  Theorie  kann  man 
sagen:  Die  Galoissche  Gruppe  der  allgemeinen  Gleichung  dritten 
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Grades  ist  die  symmetrische  Gruppe  dritten  Grades,  also  eine 
Gruppe  der  Ordnung  6.  Nach  Adjunktion  von  ]/i),  also  der 
Quadratwurzel  aus  der  Diskrimin  ante,  wird  sie  die  alternierende 
Gruppe  dritten  Grades  von  der  Ordnung  3,  und  die  Gleichung 
wird  in  dem  durch  Adjunktion  von  j/l)  erweiterten  Körper 
eine  einfache  Abel  sehe  Gleichung.  Mithin  ist  alsdann  zur  voll- 
ständigen Lösung  einer  kubischen  Gleichung  nach  der  allgemeinen 
Theorie  der  Abel  sehen  Gleichungen  außer  der  Kenntnis  der  dritten 
Einheitswurzeln  nur  noch  das  Ziehen  einer  einzigen  dritten  Wurzel 
erforderlich.  Dies  zeigt  auch  die  oben  für  die  Gleichung  dritten 
Grades  gegebene  Lösung,  wenn  man  die  Eelation 

beachtet  und  bedenkt,  daß  nach  Kenntnis  der  dritten  Wurzel 
- 2«?  - 27a3)  + -|(e  - 

die  andere  dritte  Wurzel  sich  als  Produkt  des  reziproken  Wertes 
in  af  — 3^2  ergibt. 

Für  die  Lösung  der  kubischen  Gleichung  mittels  in- 
variantentheoretischer Methoden  vgl.  Cayley,  Coli.  mafh.  papers 
2,  542,  Faa  di  Bruno,  Binäre  Formen.,  Leipzig  1881,  S.  211, 
Gordan,  Invariantentheorie  2,  175.  Für  die  Auflösung  durch 
Tschimhausentransformation  vgl.  § 7.  Für  andere  Methoden 
vgl.  Matthießen,  Antike  u.  moderne  Algebra,  Leipzig  1878, 
S.  362,  ferner  J.  Lüroth,  Vorles.  über  numerisches  Rechnen, 
Leipzig  1900,  S.  166,  Klein  in  Dycks  Katalog,  mafk  Modelle., 
München  1892,  S.  3. 


Die  Gleichung  vierten  Grades,  auch  biquadratische  Gleichung 
genannt, 

(1)  a,«*  + + «s*  + 04  = 0 

transformiert  sich  durch  0 = t — in 

00 b^t^  b^t  b^  = 0 . 

Setzt  man  i?=  — , q — ^ ^ ~ 1 so  wird  die  Auflösung 

Üq  Oq 

jeder  Gleichung  vierten  Grades  (l)  reduziert  auf 

(2)  <*  + !)<» + 3* + r = 0. 
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Zur  Lösung  von  (2)  bedient  man  sich  der  kubischen  Besolvente 

(3) 


— 4r  <y* 

+ f + ^6—“  - 64  “ 0. 


Die  Gleichung  (3)  habe  die  Wurzeln  Wj , Wg»  ^3?  dann  lauten, 
die  Wurzeln  der  Gleichung  (2): 


<1  = + 'K“2  + ]/“8  . 

h = — V“3  > 

<4  = — 

Unter  I/m^  und  Yu^  sind  beliebige  Werte  der  zweideutigen 
Quadratwurzeln  zu  verstehen,  hingegen  ist  für  |/wg  deijenige 
Wert  der  Quadratwurzel  zu  wählen,  der  durch 


bestimmt  ist.  Die  Diskriminante  B der  biquadratischen  Glei- 
chung (2)  ist 

D = 16/r  - __  i2Sph’^  + lUpq^r  + — 27 q\ 

sie  ist  gleich  der  mit  16^  multiplizierten  Diskriminante  der 
kubischen  Eesolvente  (3).  Das  Verschwinden  von  D bedeutet^ 
daß  die  biquadratische  Gleichung  und  ihre  kubische  Eesolvente 
mehrfache  Wurzeln  besitzen. 

Die  erste  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichung  stammt 
von  Luigi  Ferrari  und  ist  zugleich  mit  der  Lösung  der 
Gleichung  dritten  Grades  von  Cardano,  dem  Lehrer  des  Ferrari, 
in  der  Ars  magna  (1545)  publiziert  worden. 

Hat  die  Gleichung  (2)  reelle  Koeffimenten  p,  q,  r,  so  ist 

ö* 

WjWgWg  = ~ nicht  negativ.  Falls  q 0 ist,  sind  demnach  drei 
Fälle  zu  unterscheiden: 

a)  Wj,  U2,  Wg  sind  ^positiv,  die  biquadratische  Gleichung  hat 
vier  reelle  W urzeln. 

b)  Ul  ist  positiv,  u^  und  Wg  sind  negativ,  <1  und  ^3  werden 
konjugiert  imaginär,  ebenso  ^g  und 

c)  Ul  ist  positiv,  Wg  % sind  konjugiert  imaginär,  mit- 
hin werden  "[/wg  und  ]/ü^  konjugiert  imaginär,  also  und  tg 
reell,  fg  und  konjugiert  imaginär. 
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Ist  ö'  ==  0,  so  hat  die  kubische  Eesolvente  eine  ver- 
schwindende Wurzel,  daher  die  biquadratische  Gleichung  zwei 
entgegengesetzt  gleiche  Wurzelpaare. 

Ist  D < 0,  so  hat  die  kubische  Eesolvente  zwei  konjugiert 
imaginäre  Wurzeln,  und  die  biquadratische  Gleichung  hat  zwei 
reelle  und  zwei  konjugiert  imaginäre  Wurzeln. 

Ist  i)  > 0,  so  hat  die  kubische  Eesolvente  drei  reelle 
Wurzeln,  und  die  biquadratische  Gleichung  hat  vier  reelle  oder 
zwei  Paare  konjugiert  imaginärer  Wurzeln.  Die  charakteristische 
Bedingung  dafür,  daß  die  Gleichung  — 0 vier 

reelle  Wurzeln  besitzt,  von  denen  auch  zwei  (aber  nicht  mehr) 
untereinander  gleich  sein  können,  ist  D ^ 0,  i?  < 0,  ^ — 4r > 0. 
Vgl.  hierzu  Klein,  Elementarmathematik  von  höherem  Standpimkte 
aus,  Teil  Ij  ausg.  von  Hellinger,  Leipzig  1908,  S.  220. 

Lagrange  {Eeflexions  sur  la  resolution  algebrique  des  equations, 
(Euvres  3,  266,  vgl.  oben  S.  218)  verwendet  zur  Auflösung  der 
biquadratischen  Gleichung: 

mit  den  Wurzeln  aj,  «3,  die  dreiwertige  Funktion 
(«j  + «2  — («3  + «4))^-  Sie  und  ihre  zwei  konjugierten  Werte 
(«1  + «3  — («2  -i-  «4)?  («1  + «4  “ («3  + “2))^  genügen  der 

kubischen  Eesolvente: 

(3')  U®  — (3o2_8a2)ü'2  + (3<iJ  — 16afaj  + 16a|  + 

+ leojaj  — 64oJ  U-(a\  — + Soj)®  = 0. 

Bezeichnet  man  die  Wurzeln  der  Gleichung  (3')  mit  U^,  U^,  U^, 

4«j  =s  — Uj  + )/?7j  + ')/f72  + y ) 

4«2  = -a,  + yw,-yw,-  yw,, 

4^  = -ai-yD^  + yö^  - yw,, 
ia^=.-a,-yw,-yw,  + yu,. 

Unter  y {7;  und  yüj  sind  beliebige  Werte  der  zweideutigen 
Quadratwurzeln  zu  verstehen;  hingegen  ist  für  yi73  derjenige 
Wert  der  Quadratwurzel  zu  wählen,  der  durch 

■i/lf  — gf  — Sag 

* yü.yu, 

bestimmt  ist;  denn 

(oq  -f  «2  — («3  + «4))  • («1  + «8  — (®^2  + + “4“  + «2)) 
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ist  eine  symmetrische  Funktion  der  Wurzeln,  die  gleich 
— af  — Sa^  ist. 

Für  = 0,  «2  =^p,  a^  = «4  =”  ^»  “ 16 w geht  die 

Gleichung  (3')  in  (3)  über. 

Dasselbe  wie  die  obige  dreiwertige  Funktion  leistet  auch 
die  ebenfalls  dreiwertige  Funktion  ct^a^  + (l'^^grange, 
(Euvres  3,  263).  Verwendet  man  an  ihrer  Stelle  die  ebenfalls 

dreiwertige  Funktion  y — gelangt  man  zu  der 

kubischen  Resolvente 

(3")  T»-42’+^  = 0 

mit  den  Wurzeln  — — cc^cc^  — «8  ®^4>  ^ 

Y — «1^4  — «2  «3-  Hierbei  sind 

A = a\-\-  12  «4  — 3 «3  , 

B = 21a\a^  + 27a§  -f-  2a*  — - 12a^a^  — 
die  erste  und  zweite  Invariante  der  biquadratischen  Gleichung: 

z -h  = 

ihre  Diskriminante,  die  gleich  derjenigen  der  Resolventen  (3') 
und  (3")  ist,  hat  den  Wert  D = ^ (4.4®  — H*).  Diese  Methode 

beruht  auf  inyariantentheoretisoher  Grundlage,  vgl.  Cayley,  Cölh 
math.  papers  2,  545,  Faa  di  Bruno,  Binäre  Formen,  S.  214, 
Gordan,  Invarianteniheorie  2,  191. 

Vom  Standpunkt  der  Gal ois sehen  Theorie  kann  man 
sagen:  Die  Gal  ois  sehe  Gruppe  der  allgemeinen  Gleichung 
vierten  Grades  ist  die  symmetrische  Gruppe  vierten  Grades,  also 
eine  Gruppe  der  Ordnung  24.  Nach  Adjunktion  von  ]/D,  also 
der  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante,  wird  sie  die  alter- 
nierende Gruppe  vierten  Grades  von  der  Ordnung  12.  Diese 
hat  eine  invariante  Untergruppe  ^4  des  Index  3 (vgl.  S.  209). 
Eine  Funktion  der  Wurzeln,  die.  bei  dieser  Gruppe  ungeändert 
bleibt,  ist  {cc^  — ^2) (.^3  ~ “4)-  durch  ]/i)  erweiterten 

Körper  genügt  diese  Funktion  mit  ihren  in  bezug  auf  die  alter- 
nierende Gruppe  konjugierten  Werten  (aj  — ofs)(®f4  — ^^2) 

(«4  — 0^4) (<^2  — ^3)  Resolvente: 

T^  — AT  + yi)  -=0, 
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die  eine  einfache  Abelsche  Gleichung  ist  und  die  Diskriminante 
besitzt.  Zur  Lösung  dieser  kubischen  Normalgleichung  ist  die 
Kenntnis  der  dritten  Einheitswurzein  und  das  Ziehen  einer  einzigen 
dritten  Wurzel  erforderlich.  Ist  dies  geschehen,  so  hat  die  vor- 
gelegte biquadratische  Gleichung  in  dem  erweiterten  Körper  die 
zur  Gal ois sehen  Gruppe.  Da  die  eine  invariante  Unter- 
gruppe cler  Ordnung  2 besitzt,  so  hat  man,  um  die  Wurzeln 
der  biquadratischen  Gleichung  zu  finden,  schließlich  noch  zwei 
Quadratwurzeln  zu  ziehen.  Diese  Operationen  kommen  auch  in 
den  anderen  Lösungen  zum  Ausdruck;  denn  die  kubischen  Resol- 
venten  (3),  (3')  und  (3")  sind  nach  Adjunktion  von  "[/D  einfache 
Abelsche  Gleichungen,  und  außer  ihrer  Lösung  ist  stets  noch 
das  Ziehen  zweier  Quadratwurzeln  erforderlich,  um  die  Wurzeln 
der  vorgelegten  biquadratischen  Gleichung  zu  erhalten.  • — Die 
Auflösung  der  Gleichung  vierten  Grades  läßt  sich  auch  mit  der 
Irrationalität  des  Oktaeders  oder  nach  Adjunktion  der  Quadrat- 
wurzel der  Diskriminante  mit  der  Irrationalität  des  Tetraeders  in 
Verbindung  bringen.  Ö24  und  sind  ja  mit  der  symmetrischen 
bezw.  alternierenden  Gruppe  von  vier  Symbolen  isomorph.  (Vgl. 
S.  238  u.  240,  sowie  Klein,  Ikosaeder,  S.  126  u.  Gordan, 
Invariantentheorie  2,  213.) 

Wie  sich  die  Gleichung  dritten  Grades  mittelst  trigono- 
metrischer Funktionen,  so  läßt  sich  die  Gleichung  vierten  Grades 
mittelst  elliptischer  Funktionen  behandeln.  Hermite,O.J?.  46, 715, 
961  (1858),  (Euvres  2,  22  und  30;  vgl.  auch  C.  Jordan,  Traite 
des  suhstitutions , p.  370.  Für  andere  Methoden  der  Auflösung 
der  Gleichung  vierten  Grades  vgl.  Matthießen,  Antike  u.  moderne 
Algebra,  S.  .540,  Tortolini,  Annali  di  mal.  1,  310  (1858).  Für 
die  Auflösung  durch  Tschirnhausentransformation  vgl.  § 7. 

Auf  Gleichungen  niedrigeren  Grades  lassen  sich  auch  die 
von  Moivre  (Miscellanea  analytica  (1730))  zuerst  untersuchten 
und  von  Euler  (1732)  sogenannten  reziproken  Gleichungen  zurück- 
fuhren. (Historisches  bei  Tropfke,  Geschichte  der  Elementar- 
mathematik 1,  265).  Als  reziproke  Gleichungen  bezeichnet  man 
solche,  welche  die  Eigenschaft  haben,  neben  jeder  Größe  X auch  den 

reziproken  Wert  y zur  Wurzel  zu  haben.  Eine  Gleichung 

a^z"^  -f-  a,  + • • • ==  0 ist  dann  und  nur  dann  reziprok, 

wenn  ihre  Koeffizienten  so  beschaffen  sind,  daß 

af= =0,1, 2,  ...,|bezw.^)  oder  ...,|bezw.^) 

ist 


Pascal,  Bepertorium.  I.  2.  Aufl. 
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Befreit  man  die  vorgelegte  reziproke  Gleichung  durch  Division  I 
mit  e — 1 bezw.  0-\-l  von  den  möglicherweise  vorhandenen  Wurzeln 
± 1,  so  hat  sie  stets  die  Foim: 

(1)  + h + • • • + %-i  + + • • • + Öo  =-  0 

Dividiert  man  diese  reziproke  Gleichung  geraden  Grades  durch 
und  setzt  ^ “ so  erhält  man  eine  Gleichung  Grades  |j 

in  nämlich ; 

(2)  Cq  Zj?  -f  + • * * + Cp  = 0.  ^ 

^ . 'H 

Zur  Umformung  dient  hierbei  die  Rekursionsformel 

Zi+i  = Z.  ~ Z._^  (i  = 1, 2, . . .), 

wobei  Z^  — (*  = i,2,...)  und  Zq  = 2 ist.  Aus  jeder  der  ^ 

Wurzeln  von  (2)  gehen  zwei  Wurzeln  von  (l)  hervor;  sie  ergeben 
sich  aus  der  quadratischen  Gleichung  z^  — z Z^ \ = (d. 

§ 9.  Xörper.  Reduzibilität  und  Irreduzibilität.  Alge- 
braischer Körper.  Primitive  und  imprimitive  Größen. 

Normalgleichung. 

Unter  einem  Körper,  Bationälitätshereich  oder  Feld  wird 
im  folgenden  jedes  unendliche  System  von  Größen  verstanden, 
das  von  der  Vollständigkeit  ist,  daß  die  Summe,  die  Differenz, 
das  Produkt  und  der  Quotient  irgend  zweier  Größen  des  Systems 
immer  wieder  zu  Größen  desselben  Systems  führt  (vgl.  S.  176, 
wo  auch  endliche  Körper  betrachtet  wurden).  Jeder  auf  diese 
Weise  definierte  Körper  enthält  alle  rationalen  Zahlen.  Der 
Körper  aller  rationalen  Zahlen  ist  der'  kleinste  mögliche  Körper; 
er  heißt  der  absolute  Rationalitätsbereich.  Ein  Körper  kann 
mit  den  rationalen  Zahlen  erschöpft  sein  oder,  außer  ihnen 
noch  andere  Größen  R,R\...  enthalten;  in  letzterem  Fall 
umfaßt  der  Körper  seiner  Definition  entsprechend  auch  alle 
Größen,  die  aus  R,  R\  . . . durch  die  vier  Grundopera tionen 
hervorgehen.  Erweitert  man  einen  Körper  durch  Hinzufügung 
einer  neuen,  ihm  bisher  nicht  angehörigen  Größe,  so  spricht  man 
von  einer  Adjunktiöh. 

Der'  Begriff  des  Körpers  findet  sich  bereits  bei  Abel, 
CEuvres  1,  479,-  2,  220  und  Galois,  (Euvres,  p.  34.  Die 
Bezeichnung  „Körper“  ist  von  Dedekind  eingeführt  worden, 
vgl.  Dirichlet-Dedekind,  Yorlestmgen  über  Zahlenth eorie, 

4.  Aufl.,  Braunschweig  1894,  S.  452.  Von  Kronecker  (Fest- 
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Schrift,  Journ.  f.  Math.  92,- 3 (1882),  Ges.  Werhe  2,  248)  stammt 
die  Bezeiclinuiig  „Eationalitätsbereich“.  Hierunter  verstellt  er 
jedoch  in  engerer  Weise  als  oben  nur  solche  Körper,  die  aus 
dem  absoluten  Rationalitätsbereich  durch  Adjunktion  einer  end~ 
liehen  Anzahl  von  Konstanten  und  Unbestimmten  hervorgehen 
(vgl.  Koenig,  Algebraische  Größen,  S.  183). 

Hat  man  eine  beliebige  ganze  Funktion  von  einer  oder 
mehreren  Variablen,  so  ist  durch  ihre  Koeffizienten  stets  ein 
gewisser  Körper  Pj  mitgegeben,  nämlich  der  kleinste  Körper, 
der  alle  Koeffizienten  der  Funktion  enthält. 

Eine  ganze  Funktion  mit  Koeffizienten  aus  irgendeinem 
Körper  P^)  heißt  in  diesem  Körper  reduzihel,  wenn  sie  sich  in 
das  Produkt  zweier  ganzer  Funktionen  zerlegen  läßt,  von  denen 
jede  von  niedrigerem  Grade  als  die  ursprüngliche  Funktion  ist 
und  ebenso  wie  diese  nur  Koeffizienten  aus  P besitzt.  Kann 
eine  ganze  Funktion  mit  Koeffizienten  aus  P nicht  derartig  zer- 
legt werden,  so  heißt  sie  in  P irreduzibel.  Die  Reduzibilität 
bezw.  Irreduzibilität  einer  ganzen  Funktion  hängt  wesentlich 
von  P ab.  Eine  im  Körper  aller  Zahlen  irreduzible  Funktion 
heißt  absolut  irreduzibel  (vgl.  S.  260).  Eine  ganze  Funktion 
einer  einzigen  Variablen  von  höherem  als  erstem  Grade  ist  im 
Körper  aller  Zahlen  stets  reduzibel.  Hat  eine  ganze  Funktion  ((z) 
einer  einzigen  Variablen  von  höherem  als  zweitem  Grade  reelle 
Koeffizienten , so  ist  f{z)  im  Körper  aller,  reellen  Zahlen  stets 
reduzibel;  denn  jede  ganze  Funktion  f{z)  mit  reellen  Koeffi- 
zienten läßt  sich  in  ein  Produkt  von  Polynomen  ersten  und 
zweiten  Grades  mit  reellen  Koeffizienten  zerlegen. 

Eine  im  Körper  P reduzible  ganze  FunJetion  von  beliebig  vielen 
Veränderlichen  kann  nur  auf  eine  Art  als  ein  Produkt  vm%  im 
Körper  P irreduziblen  ganzen  Funktionen  dargestellt  ivcrden.  Hier- 
bei gelten  im  Körper  P irreduzible  Funktionen,  deren  Quotienten 
konstant  sind,  als  nicht  verschieden.  Für  Methoden,  welche  die 
Zerlegung  einer  gegebenen  ganzen  Funktion  in  irreduzible  Faktoren 
für  einen  beliebigen  algebraischen  Körper  (über  die  Wortbedeu- 
tung vgl.  unten)  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Schritten  aus- 
führen, vgl.  Kronccker,  Festschrift,  Journ.  f.  Math.  92,  11  (1882), 
Ges.  Werke  2,  256,  Runge,  Journ.  f.  Math.  99,  89  (1886), 
Molk,  Acta  mafh.  6,  10  (1885),  Mandl,  Journ.  f.  Math.  113, 
252  (1894),  Hancock,  Ann.  de  Vec.  norm.  (3)  17,  89  (1900), 
Weber,  Algebra  2,  563,  Koenig,  Algebraische  Größen.,  S.  127. 

1)  Der  Körper  P muß  entweder  roit  dem  Körper  Pj  zusammen- 
fallen oder  ihn  umfassen. 
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Eine  Gleichung  f{z)  — 0 heißt  in  einem  Körper  P irre« 
duzibel,  wenn  es  die  ganze  Funktion  f{z)  ist. 

Satz  von  Abel  (CEuvres  1,  480,  Ostwalds  Klassiker 
Nr.  111,  S.  5):  Hat  eine  in  einem  Körper  P irreduzible  Glei- 
chimg  f(z)  = 0 mit  irgendeiner  anderen  Gleichung  = 0, 
die  ebenso  wie  f(z)  auch  nur  Koeffizienten  aus  P besitzt,  eine 
Wurzel  gemeinsam,  so  genügen  alle  Wurzeln  von  auch 

der  Gleichu/ng  q){z)  = 0]  alsdann  ist  q)(z)  durch  f(z)  teilbar. 

Hieraus  folgt:  Eine  irreduzible  Gleichtmg  kann  mit  keiner 
Gleichung  niedrigeren  Grades,  die  Koeffizienten  aus  dem  gleichen 
Körper  besitzt,  eine  Wurzel  gemeinsam  haben.  Eine  irreduzible 
Gleichung  kann  keine  mehrfachen  Wurzeln  besitzen.  Die  linken 
Seiten  zweier  irreduziblen  Gleichungen  mit  einer  gemeinsamen 
Wurzel  köfinen  sich  nur  um  einen  konstanten  Faktor  ' unter- 
scheiden. 

Über  die  Irreduzibilität  gibt  aus  der  Natur  der  Gleichungs- 
koeffizienten folgendes  Schoenemann-Eisensteinsches  Theo- 
rem, gewöhnlich  Eisensteinscher  Satz  genannt,-  Aufschluß 
(Schoenemann,  Journ.  f.  Math.  32,  100  (1846),  Eisenstein 
ebenda  39,  166  (1850),  Schoenemann,  Reklamation  ebenda 
40,  188  (1850)):  Ist  in  einer  Gleichung  mit  ganzzahligen  Koef- 
fizienten der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz  gleich  1 (oder  all- 
gemeiner eine  zu  der  Primzahl  p relativ  prime  ganze  Zahl)  und 
sind  alle  übrigen  Koeffizienten  durch  die  nämliche  Primzahl  p 
teilbar,  der  letzte  aber  nickt  durch  p^,  so  ist  die  Gleichung  im 
Körper  der  rationalen  Zahlen  irreduzibel. 

Der  Beweis  des  Schoenemann-Eisensteinschen  Satzes 
läßt  sich  mit  Hilfe  des  Satzes  von  Gauß  (Disquisitiones  arifh- 
meticae,  Art,  42)  erbringen:  Eine  jede  im  Körper  der  rationalen 
Zahlen  reduzible  ganze  Funktion 

f(z)  =^z”-\r  + 02^”“*  H h «« 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten  a^,  a^, . . .,  a^  kann  nie  anders  in 
zwei  Faktoren 

f^{i)  = • • • + 0) 

f^{£}  = + e„^{n,>  0) 

mit  rationalen.  Zahlen  zerlegt  werden,  als  daß  sämtliche  Größen 

h*  Cu  Ca, . . ganzzahlig  sind. 

An  den  Schoenemann-Eisensteinschen  Satz  anknüp- 
fende Untersuchungen,  die  aus  der  Teilbarkeit  der  Gleichungs- 
koeffizienien  auf  die  Reduzibiütät  bezw.  Irreduzibilität  der  Glei- 
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chimg  schließen,  stammen  von  Koenigsberger,  Journ.  f.  Math, 
116,  53  (1895),  Netto,  Math.  Ann.  48,  81  (1897),  M.  Bauer, 
Journ.  f.  Math.  128,  298  (1905),  132,  21  (1907),  134,  15 
(1908),  Dumas,  Journ.  de  math.  (6)  2,  191  (1908),  Perron, 
Math.  Ann.  60,  448  (1905);  Irreduzibilitätskriterien  auf  Grund 
von  Größenheziehwngen  zwischen  den  GleichungsJcoefßzienten  bei 
Perron,  Journ.  f.  Math.  132,  288  (1907). 

Irgendeine  Größe  ^ heißt  in  hezug  auf  einen  Körper  P 
algebraisch  oder  eine  aus  P stammende  algebraische  Zahl,  wenn  ^ 
einer  algebraischen  Gleichung  mit  Koeffizienten  aus  P genügt» 
Zu  jeder  aus  P stammenden  algebraischen  Zahl  t gehört  eine 
in  P irreduzible  Glcichrmg  J{z)  ^0  mit  Koeffizienten  aus  P; 
ihre  linke  Seite  ist  bis  auf  eine  beliebige^  P ungehörige  Konstante 
eindeutig  bestimmt.  J{z)  — 0 ist  die  Gleichumg  niedrigsten  Grades 
mit  Koeffizienten  aus  P,  die  ^ zur  Wurzel  hat.  Ist  n der  Grad 
von  t7'(^:)  = 0,  so  heißt  ^ eine  aus  P stammende  algebraische 

Größe  n^^^  Grades.  Jede  rationale  Funktion!^  von ^ mit Koeffi- 

zienten  aus  P kann  mit  Hilfe  der  irreduziblen  Gleichung  J{z)  = 0 
vom  Grade  n in  eine  ganze  rationale  Funktion 

mit  Koeffizienten  aus  P umgewandelt  werden.  Durchlaufen 
^0?  Hl  • • 7 H-i  Größen  aus  P,  so  stellt 

alle  Größen  des  aus  P durch  Adjunktion  von  f hervorgehenden 
Körpers  dar,  und  zwar  eine  jede  nur  einmal.  Der  aus  P durch 
Adjunktion  von  f hervorgehende  Körper  heißt  ein  algebraischer 
Körper  über  P (Weber,  Algebra  1,  492),  ein  algebraischer  Ober- 
körper  von  P oder  ein  Belativkörpcr  in  bezug  auf  P (Hilbert,  Math.- 
Fer.4,  die  Theorie  der  algebraischen  Zahlkörper.^  S.  203  (1897))  oder 
ein  dem  Bereich  P entstammender  Gattungsbereich  (Kronecker, 
Festschrift,  S.  7,  jedoch  benützt  Kronecker  diese  Bezeichnung  nur 
bei  dem  von  ihm  verwendeten  engeren  Begriff  des  Eationalitäts- 
bereiches).  P heißt  der  Stammbereich.  Genügt  ^ einer  in  P irre- 
duziblen Gleichung  w*®“  Grades,  so  heißt  der  Körper  (P,  f)  vom 
Grade  n.  Ein  aus  dem  absoluten  Bationalitätsbereich  hervorgehen- 
der algebraischer  Körper  heißt  kurzweg  ein  algebraischer  Körper. 
Dieser  läßt  sich  auch  so  definieren:  Er  geht  aus  dem  absoluten 
Bationalitätsbereich  durch  Adjunktion  einer  Wurzel  einer  irre- 
duziblen Gleichung  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  hervor. 
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Hat  man  eine  beliebige  endliche  Anzahl  '»72  ? • • • j 
einem  Körper  P stammender  algebraischer  Zahlen,  so  kann  man 
stets  eine  und  sogar  unendlich  viele  aus  P stammende  algebraische; 
Zahlen  ^ finden,  so  daß  ^ eine  ganze  rationale  Funktion  von; 
'^11  V2y  ' • Vr  Koeffizienten  aus  P wird  und  rji,  r]2i  • • Vr 
ganze  rationale  Funktionen  von  ^ mit  Koeffizienten  aus  P sind. 
Jeder  durch  Adjunktion  einer  endlichen  Anzahl  aus  P stam- 
mender algebraischer  Größen  aus  P hervorgehende  Körper  über  P 
kann  daher  entstanden  gedacht  werden  durch  Adjunktion  einer 
einzigen  Wurzel  einer  in  P i.  -'cduziblen  algebraischen  Gleichung 
mit  Koeffizienten  aus  P (Satz  von  Abel,  (Euvres  1,  547,  vgl. 
auch  Galois,  (Euvres,  p.  37).  Man  kann  ^ einfach  in  der  Form 
+ + Mr  wählen,  wobei  für  fig,  . . ., 
gewöhnliche  rationale  Zahlen  genommen  werden  können  (vgl.f 
G.  Cantor,  3Iath.  Ann.  5,  133  (1872),  Weber,  Algebra  1,  500).- 
Hat  die  im  Körper  P irreduzible  Gleichung  J(z)  =0  vom 
Grade  n die  Wurzeln  ^21  ••  - i ganze 

rationale  Funktion  von  mit  Koeffizienten  aus  P,  so  genügt 
einer  Gleichung 

0(t)  =.(t-  — Q = 0 


mit  den  Wurzeln  ti= 

Eie  aus  der  irreduziblen  Gleichung  J{z)  = 0 hervorgehende 
Tschirnhausenresolvente  (P(/)  ==  0 (vgl.  S.  277)  hat  Koeffizienten 
aus  P imd  ist  entweder  eine  in  P irreduzible  Gleichung  oder  ihre 
linke  Seite  ist  die  e^  Potenz  einer  in  P irreduziblen  ganzen 
Funktion  <Z>i(^)  vom  Grade  %.  Hieraus  folgt:  Die  Größen 

vfe).  9>fe),  ■ • <piQ 

sind  entweder  sämtlich  untereinander  verschieden  oder  sie  zer- 
fallen in  n^  Systeme  von  je  e gleichen: 


9(5i)  — ‘ ‘ 9^(f«+2)  * ■ * • • M 

9>&_.  + l)  ==  9>(Ü- 

Zlie  Größen  = ?>&),  • • •,  <„=  heißen 

in  bezug  auf  den  Körper  P konjugierte  Größen,  Sind  sie  sämt- 
lich voneinander  verschieden,  dann  und  auch  nur  dann  ist  nicht 
bloß  eine  rationale  Funktion  von  sondern  auch 

umgekehrt  eine  rationale  Funktion  von  t^  mit  Koeffizienten 
aus  P. 

Adjungiert  man  einem  Körper  P die  algebraische  aus  P 
stammende  Größe  so  erhält  man  einen  Körper  (P,  über  P 
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Adjungiert  man  statt  eine  rationale  Funktion 
von  ^1*  mit  Koeffizienten  aus  P,  so  erhält  man  einen  Körper 
(P,  der  nur  Größen  aus  dem  Körper  (P,  ^i)  enthält.  Ist 
von  allen  seinen  konjugierten  Größen  verschieden,  dann  und  nur 
dann  sind  die  Körper  (P,  und  (P,ti)  identisch.  In  diesem 
Fall  heißt  — q>  eine  »primitive  Größe  des  Körpers  (P, 

Ein  Körper,  der  sämtliche  Größen  des  Körpers  P umfaßt 
und  dessen  Größen  ausnahmslos  dem  algebraischen  Körper  (P, 
über  P angehören,  ohne  jedoch  den  Körper  (P,  fj)  zu  erschöpfen, 
heißt  ein  Divisor,  echter  T^ler  oder  Unterkörper  von 
Jeder  Divisor  von  (P,  wird  aus  P erhalten,  indem  man  dem 
Körper  P eine  gewisse  ganze  Funktion  Koef- 

fizienten aus  P adjungiert.  Charakteristisch  dafür,  daß  (P, 
ein  Divisor  von  (P,  ist,  erweist  sich,  daß  eine  imprimitive 
Größe  des  Körpers  (P,  ist,  d.  h.  t^==  (p(^i)  nicht  von  allen 
seinen  konjugierten  Größen  verschieden  ist.  Kin  Körper  (P, 
der  nur  primitive  Größen  enthält,  also  keine  Divisoren  hesitgt, 
heißt  ein  primitiver  Körper. 

Ist  J(/)  = 0 die  irreduzible  Gleichung  mit  Koeffizienten 
aus  P,  der  genügt,  so  ist  der  Körper  (P,  §’i)  dann  und  nur 
dann  ein  primitiver  Körper,  wenn  alle  Tschirnhausenresolventen 
von  = 0 mit  Koeffizienten  aus  P ausnahmslos  in  P irre- 
duzibel sind.  Alsdann  heißt  die  irreduzible  Gleichung  J{g)  — 0 
selbst  eine  in  P irreduzible  primitive  Gleichung.  Jede  in  P irre- 
duzible, nicht  primitive  Gleichung  heißt  imprimitiv.  Jede  in  P 
irreduzible  Gleichung  von  Primzahlgrad  ist  notwendig  primitiv. 

Ist  J{z)  = 0 eine  in  P imprimitive  Gleichung  Grades 
mit  der  Wurzel  und  bedeutet  t^  = 9(^1)  irgendeine  impri- 
mitive Größe  des  Körpers  (P,  die  einer  in  P irreduziblen 
Gleichung  Grades  genügt,  so  wird  die  in  P irreduzible 
Gleichung  J{z)  = 0 im  Körper  (P,  reduzibel,  md  genügt  in 
ihm  einer  irreduziblen  Gleichung  Grades,  wobei  n = n^e  ist. 

Anders  ausgedrückt:  Jede  im  Körper  P imprimitive  Glei- 
chung J(z)  — 0 läßt  sich  durch  Elimination  von  t aus  zwei 
Gleichungen: 

t»^  4-  Ci  + C2  + 

und 

^ «2(0^“^+  * * • + «g(0  “ ^ 

finden;  die  erste  Gleichung  ist  im  Körper  P,  die  zweite  im  Kör- 
per  (P,  t)  irreduzibel  (vgl.  Jordan,  Traiti,  p.  260,  H.  Weber, 
Algebra  1,  501  ff.  u.  524ff.). 
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Der  obige  Satz,  daß  der  Grad  jedes  Unterkörpers  (P, 
eines  imprimitiven  Körpers  (P,  ^j)  vom  Grad  n — nur  solche 
Körper  können  ja  Unterkörper  haben  — ein  Divisor  von  n ist, 
ergibt  sich  als  Korollar  aus  dem  K r on  eck  er- Knes  ersehen 
Satz  (Holder,  Math.  Änn.  38,  309  (l89l),  Kneser,  Math, 
Arm.  30,  195  (1887),  Journ.  f.  Math.  106,  51  (1890),  Land^s- 
berg,  ebenda,  132,  8 (1907)):  Sind  | und  t die  Wurzeln  zweier 
im  Körper  P irreduzibler  Gleichungen  vom  Grade  n^  bezw.  n u/nd 
sind  die  Grade  der  irreduziblen  Gleichwngen,  denen  | nach  Ad- 
junMion  von  ^ und  f nach  Adjunhtion  von  | genügen,  e^  bezw.  5, 
so  ist  Ist  also  e < w,  so  muß  e^  <^n^  sein.,  d.h. 

die  zwei  Gleichungen  wirken  aufeinander  reduzierend.  (In  dem 
obigen  speziellen  Satz  ist  ^ die  im  Körper  (P,  ^)  liegende  Größe 
h ^ daher  ^1  = 1). 

Ist  Jiß)  — 0 eine  im  Körper  P irreduzible  Gleichung  n*^ 
Grades  mit  den  Wurzeln  • • •?  so  heißen  die  Körper 

in  bezug  auf  P konjugierte  Körper.  Ein 
Körper,  der  mit  allen  seinen  konjugierten  übereinstimmt,  heißt 
ein  G aloisscher  oder  Normalkörper.  Eine  im  Körper  P irre- 
duzible Gleichung  J{z)  = 0 heißt  eine  Normal gleichung  oder 
Galoissche  Gleichung,  wenn  ihre  sämtlichen  Wurzeln  rationale 
Funktionen  einer  einzigen  mit  Koeffizienten  aus  P sind.  Bei 
einer  Normalgleichung  sind  alle  Wurzeln  nicht  nur  rationale 
Funktionen  einer  bestimmten  Wurzel  mit  Koeffizienten  aus  P, 
sondern  jeder  beliebigen.  Die  Normalgleichungen  und  auch  nur 
sie  allein  erzeugen  Normalkörper. 

Hat  eine  beliebige  reduzible  oder  irreduzible  G'tichung  f(z)  = 0 
mit  Koeffizienten  aus  einem  Körper  P lauter  verschiedene  Wurzeln 
«1,  «2, . . so  kann  man  stets  eine  Größe  von  folgender 
Beschaffenheit  finden:  ist  eine  ganze  rationale  Funktion  von 

«j,  ofj, . . mit  Koeffizienten  aus  P,  und  jede  der  Größen 
cfj,  «2^  • • •>  “n  ganze  rationale  Funktion  von  mit 

Koeffizienten  aus  P ausdrücken.  (Vgl.  oben  S.  294.)  Die  in  P irre- 
duzible Gleichung,  der  genügt,  ist  eine  Normalgleichung.  Jede 
in  P irreduzible  Gleichung,  die  eine  solche  Funktion  fi  zur 
Wurzel  hat,  heißt  eine  Galoissche  Besolvente  von  f{z)  = 0. 
Alle  GaloisFchen  Besolventen  von  f(z)  = 0 sind  von  gleichem 
Grade  und  jede  eine  Tschirnhausenresolvente  einer  jeden  anderen. 
Die  Rückführung  jeder  beliebigen  Gleichung  f{z)  = 0 mit  Koeffi- 
zienten aus  dem  Körper  P auf  eine  Galoissche  Resolvente  ist 
das  Fundament  der  im  § 10  behandelten  Galois sehen  Theorie. 
(Galois,  (Euvres,  p.  36.) 
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Hat  man  eine  Gleichung  f(is)  — 0 ohne  mehrfache  Wurzeln, 
so  kann  man  sich  die  Koeffizienten  einer  Funktion  der  ©l^en 
definierten  Beschaffenheit  und  eine  Galoissche  Besolvente,  der 
genügt,  auf  folgende  Art  ohne  Kenntnis  der  Wurzeln  von 
f(ji)  » 0 verschaffen : 

n=f‘i“i  + »‘3«3H !-(*«“« 

sei  eine  lineare  homogene  Funktion  der  Wurzeln  «j, 
mit  zunächst  unbestimmten  Koeffizienten  ftg,  . . Die 
Funktion  nehme  bei  den  v = n\  Permutationen  der  Größen 

«1,  ofg, . . die  v Werte  Tg, . . an.  Man  bilde  sich 
die  transformierte  Gleichung 

g{r)  = (t  — T,)  (t  - Tj)  • • • (t  — T,)  = 0 

von  f(ß!)  — 0.  Die  Koeffizienten  von  ^(t)  *=  0 sind  als  symme- 
trische Funktionen  der  Wurzeln  von  f(z)  ==  0 von  diesen*  un- 
abhängig, die  Diskriminan te  von  p(t)  = 0 wird  eine  ganze  ratio- 
nale Funktion  von  , iwg  > • * • > nicht  identisch  verschwindet, 

da  die  Wurzeln  von  f(z)  — 0 untereinander  verschieden  sind.  Als- 
dann wähle  man,  was  auf  unendlich  viele  Arten  möglich  ist,  für 

j • • •*  f*n 

solche  rationale  Zahlen,  daß  die  Diskriminante  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Wert  besitzt,  also  ^(t)~0  keine  mehrfachen  Wurzeln 
hat,  d.  h.  die  Größen  r^^Tg, ...,  sämtlich  voneinander  verschieden 
sind  (vgl.  Weber,  Algebra  1,  147,  Bachmann,  Math.  Ann.  18, 
452  (1881)).  Sind  ^g,  . . derartig  bestimmt,  so  zerlege 
man  g(r)  in  seine  in  P irreduziblen  Faktoren.  Ist  G{r)  ein 
beliebiger  irreduzibler  Faktor  von  ^(t),  so  ist  G(y)  = 0 eine 
Galoissche  Besolvente  von  f(z)  = 0 und  jede  Wurzel  von 
G(t)  = 0 eine  Funktion  der  verlangten  Beschaffenheit. 

Wir  führen  zum  Schluß  noch  einen  Satz  von  Hilbert 
(Journ.  f.  Math.  110,  122  (1892))  über  die  Irreduzibilität  einer 
ganzen  Funktion  mehrerer  Veränderlicher  an: 

Ist  eine  ganze  rationale  F{x^,  a^g, . . .,  2^1,  ^g, . . ., 

von  m -f-  w Variablen  x^,  x^,  . . .,  x^,  ^g, . . irgend- 

emem  algebraischen  Körper  irreduzibel,  so  ist  es  stets  auf  u/n- 
endlich  vide  Weisen  möglich,  in  dieser  Funktion  für  ^2^  • • •' 
ganze  rationale  Zahlen  einzusetzen,  so  daß  hierdurch  die  vor- 
gelegte  Funktion  in  eine  Funktion  der  n Variablen  x^,  X2,  • • 
übergeht,  die  i/n  eben  diesem  Körper  irreduzibel  ist. 
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§ 10.  Die  Galoissche  Gruppe  einer  Gleichung.  Natür- 
liche und  akzessorische  Irrationalitäten,  nationale  Be- 
solventen.  Beduktion  der  Gruppe  und  Bückführung 
einer  Gleichung  auf  eine  Kette  von  Hilfsgleichungen. 

Allgemeine  Gleichungen.  Aüektlose  Gleichungen. 

P ö^ei  ein  beliebiger  Körper  und  f(0)  = 0 irgendeine  Glei- 
chung w*®“  Grades  mit  Koeffizienten  aus  P.  Von  der  Gleichung 
f(js)  = 0 wird  nur,  und  zwar  im  folgenden  ausnahmslos,  voraus- 
gesetzt, daß  ihre  sämtlichen  Wurzeln  . «j,  «g,  . voneinander 

verschieden  sind.  Wir  betrachten  die 
mit  Koeffizienten  aus  P,  die 


chungen 


rational  enthalten  und  die  richtige  Relationen  sind,  falls 


«1)  «2  5 

gesetzt 

Wur0eln 


cc^  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  f(ß) 


Gesamtheit’  aller  Glei- 
ganz  und 
für 
= 0 


werden.  Die  Gesamtheit  aller  Permutationen  unter  den 
die  jede  zwischen  diesen  “bestehende  rieh- 


‘«5 


numerisch 


tige  Gleichung  mit  Koeffizienten  aus  P wieder  in  eine  richtige 
Gleichung  überführen,  bildet  eine  Permutationsgruppe  Grades; 
diese  heißt  die  Galoissche  Gruppe  der  Gleichung  f(z)  ==  0.  Die 
Galoissche  Gruppe  @ hängt  von  der  Gleichung  f(z)  ==  0 und 
dem  der  Betrachtung  zugrunde  liegenden  Körper  P ab. 

Von  irgendeiner  rationalen  Funktion  «g,  . . •,  der 

Wurzeln  «j,  «g»  • • Koeffizienten  aus  P sagt  man: 

/«15  c^2  • • • \ 

. . . CiiJ 

geändert,  wenn  «g,  . . .,  aj  und  It{cci^^  . . .,  für  die 

Wurzeln  «j,  «g,  . . .,  von  f{z)  = 0 den  gleichen  Wert  annehmen. 
Bei  numerischer  Unveränderlichkeit  brauchen  Bia^,  a^,  . . ., 

• • •»  «*„)  nicht  formal  übereinzustimmen. 

Aus  der  Definition  der  Galois sehen  Gruppe  folgt: 

Besitzt  eine  rationale  Funktion  von  «j,  c^g, . . .,  mit  Koef- 
aus  P eine  dem  Körper  P ungehörige  Zahl  als  Wert, 
wenn  man  für  org,  . . .,  of„  die  Wurzeln  von  f(z)  = 0 setzt, 
so  bleibt  die  betreffende  Funktion  bei  allen  Permutationen  der 
Galois  sehen  Gruppe  © numerisch  ungeändert. 

Dieser  Satz  ist  umkehrbar:  Bleibt  e'  ationale  Funktion 
der  Gleichungswurzeln  «j,  «g,  . . .,  mit  ..,‘fizienten  aus  P bei 
aUen  Permutätionen  der  Galois  sehen  Gruppe  @ numerisch  u/nge- 
ändert,  so  ist  ihr  Wert  eine  dem  Körper  P ungehörige  Zahl. 

Bleiben  alle  richtigen  Gleichungen  mit  Koeffizienten  aus  P, 
die  «j,  «o,  • . ganz  und  rational  enthalten,  bei  allen  Permur 


sie  bleibt  bei  einer  Permutation 


und 
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tationen  einer  Permutationsgruppe  $ Grades  unter  den  Größen 
«1,  «2,  . . richtig,  und  hat  ferner  jede  rationale  Funktion  von 
. • -y  Koeffizienten  aus  P,  die  hei  allen  Permutationen 

von  § numerisch  u/ngeändert  hleiht,  einen  Wert  aus  P,  so  enthält  § 
alle  Permutationen  der  Galois sehen  Gruppe  @ der  Gleichung 
f(z)  = 0,  und  § ist  mit  @ identisch. 

^1=  V{(x^,  «2,  . . sei  eine  beliebige  rationale  Funktion 
von  «j,  «2, . . mit  Koeffizienten  aus  P von  der  Beschaffen- 
heit, daß  sich  die  Größen  a^,  als  ganze  rationale 

Funktionen  von  mit  Koeffizienten  aus  P in  der  Form 

(»  = I.S,....n) 

ausdrücken  lassen.  Die  in  P irreduzible  Gleichung,  die  zur 
Wurzel  hat,  sei  die  Gleichung  G{t)  = 0 vom  Grade  6r(J)  = 0 
ist  also  eine  Galoissche  Resolvente  (vgl.  S.  297)  von  f{z)  = 0. 
Bedeutet  eine  beliebige  der  g Wurzeln  von  G(^)  = 0,  so 

Xi(&)»  3:2(^i)»  • • •>  abgesehen  von  der  Reihenfolge, 

die  n Wurzeln  «g,  . . von  f{z)  =»0.  Es  gilt  folgender 
Satz : 

Man  erhält  sämtliche  Permutationen  der  Galoisschen  Gruppe® 
der  Gleichung  f{ß)  = 0 und  auch  nur  diese,  soivie  eine  jede  nur 
einmal,  wenn  man  in  der  Permutation: 

(liik)  Xiiii)  ■ • • a!»fe)\ 

die  Größe  sämtliche  g Wurzdn  der  Galois  selten  Besolvente 
G(^)  = 0 durchlaufen  läßt. 

Wählt  man  für  G(^)  eine  andere  Galoissche  Resolvente 
von  f{ß)  = 0,  so  erscheinen  die  Permutationen  der  Galoisschen 
Gruppe  ^ von  f{z)  =«  0 eventuell  in  anderer  Reihenfolge. 

Die  Natur  der  Galoisschen  Gruppe  gibt  über  die  Eigen- 
schaften einer  Gleichung  folgende  Aufschlüsse: 

Eine  Gleichung  ist  in  dem  der  Betrachtung  augrumde 
liegenden  Körper  irreduzibel  oder  reduzibel,  je  nachdem  ihre  Ga~ 
loissche  Gruppe  eine  transitive  oder  intransitive  Permutations- 
gruppe ist. 

Eine  irreduzible  Gleichimg  ist  in  dem  der  Untersuchung  zur 
gründe  liegenden  Körper  P darm  und  nur  dann  primitiv  (vgl. 
S.  210),  wenn  ihre  Galoissche  Gruppe  eine  primitive  Permutations- 
gruppe ist.  Die  Galoissche  Gruppe  jeder  im  Körper  P irreduziblen 
imprimitiven  Gleichung  ist  eine  imprimitive  Permutationsgruppe 
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Die  Galoissche  Gruppe  einer  Normalgleichung  und  audh 
nuf  einer  solchen  Gleichung  ist  eine  reguläre  Permutationsgrupper 
d.  h.  eine  transitive  Permutationsgruppe  von  derselben  Ordnung 
tvie  Grad  (vgl.  S.  2 1 2). 

Hat  man  eine  Gleichung  f{z')  = 0 mit  Koeffizienten  aus' 
einem  Körper  P und  den  Wurzeln  «i#  «2»  • • •>  “n»  heißt  eine 
ganze  rationale  Funktion  von  «j,  «g,  . . 

mit  Koeffizienten  aus  deren  Wert  dem  Körper  P nicht  an- 
gehört, eine  der  Gleichung  f{z)  = 0 natürliche  Irrationalität 
Eine  solche  natürliche  Irrationalität  kann  auch  als  eine  in  dem 
durch  die  Galoissche  Resolvente  6r(^)  ==  0 bestimmten  Galois- 
schen  Körper  (P,  gelegene  Größe  definiert  werden. 

Eine  natürliche  Irrationalität  qp  bleibt  nicht  bei  allen  Per- 
mutationen der  Galois sehen  Gruppe  @ der  Gleichung  f(/)  = 0 
numerisch  ungeändert;  denn  sonst  wäre  sie  bereits  im  Körper  P 
gelegen. 

Pie  Gesamtheit  aller  Permutationen  der  Galois  sehen  Gruppe 
bei  denen  cp{a^,  c^g, . . «„)  numerisch  ungeändert  bleibt,  bildet 

eine  Untergruppe  § von  Pie  Gruppe  § heißt  die  zu  der 
natürlichen  Irrationalität  (p  zugehörige  Gruppe.  Umgekehrt  gMren 
zu  jeder  Untergruppe  § der  Galois  sehen  Gruppe  @ eine  und 
sogar  unendlich  viele  natürliche  Irrationalitäten  q){ci^,  a^,  . . 
die  nur  bei  den  Permutaiionen  von  ^ numerisch  ungeändert  bleiben, 
bei  allen  § nicht  angehörigen  Permutationen  von  ihren  nume- 
rischen Wert  ändern. 

Gehört  die  natürliche  Irrationalität  (p^  zu  der  Untergruppe  § 
der  Galoisschen  Gruppe  ÖJ  und  ist  © = -f  -j-  • • • ^G^ 
die  Zerlegung  der  Gruppe  % nach  dem  Modul  so  nimmt  (p^ 
den  Q Nebengruppen  entsprechend  bei  allen  Permutationen  von 
Öi  die  Q numerisch  verschiedenen  Werte  g?!,  gP2,  • • •,  an. 
Piese  genügen  der  im  Körper  P irreduziblen  Gleichung 

0(t)  = (<  — gji)  {t  - <p,y.  . . = 0. 

Sie  heißt  eine  Besolvente  von  f{z)  =»  0 und  präziser,  da  alle 
ihre  Wurzeln  rationale  Funktionen  der  VTurzeln  von  f{ß)  ~ 0 
mit  Koeffizienten  aus  P sind,  eine  rationale  Besolvente  von 
f{z)  = 0.  Ist  ^ die  invariante  Untergruppe  von  welche  die 
konjugierten  Gruppen  Gr ^^Gf  = gemein  haben,  so  ist 

die  Galoissche  Gruppe  von  (P(^)  = 0 mit  der  FaJdorgruppe  ßJ/3 
isomorph.  Die  p konjugierten  Größen  = haben  die 

Gruppen  Gr^^G^  (i=i,2,.  ,q)  als  zugehörige  Gruppen.  Die  Er- 
weiterung des  Körpers  P durch  eine  Größe  g?,.  reduziert  die 
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•Galoissche  Gruppe  von  fiß)  = 0 auf  die  zu  zugehörige 
Gruppe  die  Adjun^ion  aller  Wurzeln  von  = 0 

zum  Körper  P reduziert  demnach  die  Galoissche  Gruppe  von 
f(^z^  0 auf  die  Gruppe  3,  den  Durchschnitt  aller  konjugierten 

Gruppen. 

Lagrangescher,  von  Galois  erweiterter  Satz  (vgl.  S,  221): 
Ist  eine  zur  Untergruppe  § der  Galois  sehen  Gruppe  ge- 
hörige natürliche  Irrationalität  und  bleibt  eine  zweite  natürliche 
Irrationalität  «2»  • • •»  O Permutationen  von  $ 

numerisch  u/ngeändert,  so  ist  i/;  eine  rationale  FunTction  von  9^ 
mit  Koeffizienten  aus  P.  Ist  die  zu  zugehörige  Unter- 


gruppe der  Galois  sehen  Gi'uppe  dJ  und  ^ Index  der 


Untergruppe  § von  so  genügt  einer  Gleichung  0^®”  Grades, 
deren  Koeffizienten  dem,  durch  AdjunMion  von  1/;  erweiterten 
Körper  P angehören;  die  Gleichimg  Grades,  der  <p^  genügt, 
ist  in  diesem  erweiterten  Körper  irreduzibel, 

Korollar:  Hat  man  zwei  natürliche  Irrationalitäten,  die  zu 
derselben  Untergruppe  der  Galoisschen  Gruppe  gehören,  so  ist 
jede  eine  rationale  FtmMon  der  anderen  mit  Koeffizienten  aus  P. 
Hie  rationalen  Besolventen  mit  Koeffizienten  aus  P,  denen  sie 
genügen,  gehen  daher  durch  Tschirnhaus entransformation  am- 
einander hervor. 

Im  Gegensatz  zu  den  natürlichen  Irrationalitäten  spricht 
man  von  den  für  die  Gleichimg  f{z)  = 0 aJczessorischen  Ir- 
rationalitäten, Hierunter  versteht  man  jede  dem  Körper  P nicht 
ungehörige  Größe,  die  sich  nicht  in  die  Form  q>{a^,  a^,  , , 
mit  Koeffizienten  aus  P bringen  läßt.  Die  Adjunktion  einer  ak- 
zessorischen Irrationalität  rj  zum  Körper  P ändert  die  Galois- 
sche Gruppe  (S  von  f{z)  = 0 entweder  überhaupt  nicht  oder 
reduziert  sie  auf  eine  ihrer  Untergruppen  §.  Reduziert  die  Ad- 
junktion einer  akzessorischen  Irrationalität  ri  die  Galoissche 
Gruppe  ^ von  f(z)  — 0 auf  eine  Untergruppe  § und  wählt  man 
eine  zu  § zugehörige  natürliche  Irrationalität  (p,  so  ist  cp  eine 
rationale  Funktion  von  v]  mit  Koeffizienten  aus  P.  Jede  Größe  ri, 
deren  Adjunktion  die  Galoissche  Gruppe  von  /’(^')  = 0 auf 
reduziert,  genügt  einer  in  P irreduziblen  Gleichung,  deren  Grad 

ein  Vielfaches  des  Index  der  Gruppe  von  ist  und  nur 
dann  gleich  ~ wird,  wenn  ri  keine  akzessorische,  sondern  eine 


natürliche  Irrationalität  ist.  In  letzterem  Fall  ist  auch  ri  eine 
rationale  Funktion  von  cp  mit  Koeffizienten  aus  P. 
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Alle  Wurzeln  einer  im  Körper  P irreduziblen  Gleichung,  derer^ 
Adjunktion  die  Galoissche  Gruppe  der  gegebenen  Gleichung 
duziert,  sind  entweder  ausnahmslos  natürliche  oder  ausnahmslos  > 
akzessorische  Irrationalitäten.  Eeduziert  die  Adjunktion  einer 
Wurzel  einer  irreduziblen  Gleichung  die  Galoissche  Gruppe  ^ J 

einer  gegebenen  Gleichung  /’(^)  = 0,  so  reduziert  sie  auch  die  J 
Adjunktion  jeder  anderen  Wurzel  der  irreduziblen  Gleichung,  und  ^ 
zwar  auf  dieselbe  oder  eine  innerhalb  Ö)  ähnliche  Untergruppe,  aä 
Satz  von  0.  Jordan  {Tratte,  p.  269)  und  Holder  {Mathy\ 
Ann.  34,  47  (1889)):  Keduziert  sich  die  Galoissche  Gruppe 
einer  Gleichu/ng  f{z)  = 0 mit  Koeffizienten  aus  P durch  Ad^  ^ J 
junktion  sämtlicher  Wurzeln  einer  beliebigen  (reduziblen  oder 
reduziblen)  Gleichung  F{t)  = 0 mit  Koeffizienten  aus  P auf 
Untergruppe  3,  so  reduziert  sich  die  'Galoissche  Gruppe  1] 
von  F{t)  ~ 0 durch  Adjunktion  aller  Wttrzeln  von  f{z^  = 0 awf 
eine  Untergruppe  Die  Gruppen  3 und  3i  sind  invariante 
Untergruppen  von  0^  bezw.  ferner  sind  die  Faktorgruppen  4 
^/3  und  holoedrisch  isormorph.  S 

Korollare:  a)  Die  Adjunldion  ein^r  einzigen  Wurzel  einer 
irreduziblen  Hilfsgleichung  F{t)  ==  0 reduziert  die  Galoissche  1 
Gruppe  ® der  Gleichung  f{z')  = 0 dann  und  nur  dann  auf  eme  ^ m 
invariante  Untergruppe,  wenn  F{f)  — 0 eine  Normalgleichung  im  9 
Körper  P ist.  - 

b)  Ferniedrigt  die  Adjunktion  aller  Wurzeln  einer  Gleichung 
F(f)  — 0 mit  einfacher  •Galois scher  Gruppe  die  Galoissche  ^t  m 
Gruppe  von  f{z)  = 0,  so  zerfällt  die  Hilfsgleichwng  F{t)  =.0  ‘ -.3 
durch  Adjunktion  aller  Wurzeln  von  f{z)  = 0 in  lauter  Fak~  " J 
toren  ersten  Grades,  d.  h.  die  Wurzeln  von  F{t)  — 0 sind  ratio-  _ Ü 
nale  Funktionen  derjenigen  von  f{z')  — 0 mit  Koeffizienten  aus  J 
dem  Körper  P oder  anders  ausgedrückt:  sie  sind  natürliche  Ir-  3 
rationalitäten  der  Gleichung . f{z)  = 0 . 1 

Da  jede  invariante  Untergruppe  einer  primitiven  Permu- 
tationsgruppe  transitiv  ist  (vgl.  S.  210),  so  folgt  aus  dem  Jordan-  -j 
Hold  ersehen  Hauptsatz  auch:  Eine  in  einem  Körper  P irreduzible  ^ 
primitive  Gleichung,  die  durch  Adjwnktion  aller  Wurzeln  einer  Hilfs- 
gleichung reduzibel  tvird,  zerfällt  in  lauter  Faktoren  ersten  Grades.  , j 
Wird  eine  in  einem  Körper  P irreduzible  imprimitive  Gleichung  1 
durch  Adjunktion  aller  Wurzeln  einer  Hilfsgleichung  reduzibel,  so  ^ 
zerfällt  sie  in  lauter  Faktoren  des  nämlichen  Grades;  diese  haben 
in  dem  durch  Adjunktion  aller  Wurzeln  der  Hilfsgleichung  erweiterten 
Körper  isomorphe  Galoissche  Gruppen  (vgl.  die  für  imprimitive 
Grupp  ep  geltenden  Sätze  auf  S.  210,  ferner  Weber,  Algebra  1, 563). 


i 
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Ist  f(z)  = 0 eine  helieUge  Gleichung  mit  Koeffizienten  aus 
einem  Körper  P und  der  Galois sehen  Gruppe  ßJ  und  lesitzt  diese 
die  Kompositionsreihe  ^v-i>  ^ 

läßt  sich  die  Behandlung  der  vorgelegten  Gleichung  auf  eine 
GleichungsJcette  W = 0,  f2{0)  ==  0^  . . f^(z)  = 0 von  folgender 

Beschaffenheit  zurückführen:  Jede  dieser  Gleichungen  ist  in  dem 
Körper  P,  nachdem  man  ihm  sämtliche  Wurzeln  der  vorauf- 
gehenden Gleichwigen  adjungiert  hat,  irreduzibel  und  besitzt  eine 
einfache  Gruppe,  die  mit  den  sukzessiven  Faktorgruppen 

•••>  holoedrisch  isomorph  ist  Die  Ga- 

lois sehe  Gruppe  der  vor  gelegten  Gleichung  reduziert  sich  nach 
Adjwnktion  der  Wurzeln  der  Hilfsgleichungen  sukzessiv  auf 
ÖJi,  0^2,  • • 1*  Infolge  des  vorauf  gehenden  Korollars  b) 

sind  die  Hilfsgleichungen  in  dem  Körper,  dem  ihre  Koeffizienten 
angehören,  rationale  Besolvenfen  von  f{z)  = 0.  Man  kann  die 
Hilfsgleichungen  im  besonderen  stets  so  wählen,  daß  sie  sämtlich 
Normalgleichungen  sind,  infolgedessen  ihre  Chade  gleich  den  Ord- 
nungen ihrer  Galois  sehen  Gruppen  werden  und  die  Adjunktion 
je  einer  einzigen  ihrer  Wurzeln  genügt. 

Für  eine  veränderte  Wahl  der  Hilfsgleichungen  gilt  folgendes 
Theorem:  Es  seien  /i(-2')  = 0,  /’gC-s')  = 0,  . . .,  = 0 irgend-, 

welche  Gleichungen  ohne  mehrfache  Wurzeln  von  folgender  Be- 
schaffenheit: f.^{z)  ==  0 habe  Koeffizienten  aus  P und  eine  ein- 
fache Galois  sehe  Gruppe  Die  Gleichung  f{z)  = 0 habe 
Koeffizienten  aus  dem  durch  Adjunktion  aller  Wurzeln  von 
/iW  ~ 0,  /2(j2^)  = 0,  . . .,  = 0 erweiterten  Körper  P und 

in  diesem  Oberkörper,  dem  ihre  Koeffizienten  angehören,  eine 
einfache  Galois  sehe  Gruppe  F^.  Reduziert  sich  die  Galois  sehe 
Gruppe  ÖJ  von  f{z)  = 0 durch  Adjunktion  aller  Wurzeln  von 

= 0,  u{£)  = 0, . . hiß)  = 0 

auf  die  Einheit,  d.  h.  drücken  sich  die  Wurzeln  von  f{z)  — 0 
rational  durch  die  von  f^iz)  — 0 f^iz)  = 0 ^ f^iz)  = 0 mit 
Koeffizienten  aus  P aus,  so  'kommen  unter  den  X Gruppen  J\, 
2^21  • • j -Tj  V Gruppen  vor,  die  mit  den  Faktorgruppen 

®/%, 

vielleicht  nur  in  anderer  Reihenfolge,  holoedrisch  isomorph  sind. 
Durch  Herbeiziehen  beliebiger  Hilfsgleichungen,  deren  Wurzeln 
akzessorische  Irrationalitäten  sind,  wird  niemals  das  Auftreten 
der  mit  den  Faktorgruppen  • • •> 

isomorphen  Gruppen  vermieden:  diese  müssen  stets,  nur  möglicher- 


304 


Kapitel  17.  Algebraische  Oleichangen. 


weise  in  verschiedener  JReihenfolge,  auftreten.  Ist  v «==  il,  so  sind 
aUe  irreduziblen  Faktoren  von  0^f^{z')  — 0^  . . .^f^{z)=‘0 

rationale  Resolventen  von  f{z)=^0  (Holder,  Math.  .knn.  34, 
49  (1889)). 

Unter  einer  allgemei/nen  Gleichung 

+ + 0^=0 

vom  n*™  Grade  versteht  mau  eine  solche,  bei  der  die  Koeffizienten 
<*o»  • • •»  willkürliche  Variablen  sind.  Der  Körper  P,  in 

dem  die  allgemeine  Gleichung  w*®“  Grades  betrachtet  wird,  muß 
alle  rationalen  Funktionen  von  )%}***?  enthalten.  Die 
Koeffizienten  dieser  Funktionen  können  entweder  ausschließlich 
als  gewöhnliche  rationale  Zahlen  angenommen  oder  als  Zahlen 
eines  beliebigen  Zahlkörpers  oder  noch  allgemeiner  als  irgend- 
welche Zahlen  vorausgesetzt  werden.  Im  letzteren  Fall  enthält 
der  Körper  P außer  den  Unbestimmten  «q,  a^,  «g, . . .,  alle 
numerischen  Größen.  Die  Galoissche  Gruppe  der  allgemeinen 
Gleichung  Grades  ist  die  symmetrische  Gruppe  Grades 
der  Ordnung  n!.  ln  dem  durch  Adjunktion  der  Quadrat- 
wurzel aus  der  Diskriminante  erweiterten  Körper  reduziert  sich 
die  Galoissche  Gruppe  auf  die  alternierende  Gruppe  n*^  Grades 

fl  f 

der  Ordnung  , die  für  n'^  4 einfach  ist.  Für  w > 4 die 

allgememe  Gleichung  Grades  nicht  mehr  algebraisch  außös- 
bar.  (Vgl.  S.  252.)  Für  die  Fälle  n — 4 und  n — S vgl.  § 8. 

Ist  f(z)  ==  0 die  allgemeine  Gleichung  n^^  Grades,  so  sind 
ihre  Wurzeln  ebenso  wie  die  Koeffizienten  als  willkürliche 
Variablen  anzusehen.  Eine  zu  einer  Untergruppe  der  Galois- 
schen  Gruppe  der  Ordnung  n\  zugehörige  natürliche  Irrationali- 
tät ^(cifi,  «2, . . a„)  ist  alsdann  nichts  anderes  als  eine  zu  der 

Gruppe  zugehörige  rationale  Funktion  <p(«i,  «2»  • • •»  ®^n) 
n Variablen  «g»  • • allen  Permutationen  von 

und  keinen  weiteren  formal  ungeändert  bleibt.  Nimmt  die 
Funktion  cp  bei  den  Permutationen  der  symmetrischen  Gruppe 
die  ^ Werte  9)1  = 95,  an,  so  ist  die  Resolvente 

0(i)  =.(t  — 911)  (f  — 9)ä)  . . . (f  — 9)^)  = 0 

mit  der  auf  S.  280  definierten  transformierten  Gleichung  iden- 
tisch. Auf  diese  Weise  ordnen  sich  die  Betrachtungen  auf 
S,  217  und  S.  221  der  allgemeinen  Galois sehen  Theorie  unter. 
Im  besondem  geht  aus  dem  von  Galois  verallgemeinerten 
Lagrangeschen  Satz  (vgl.  S.  301)  der  Lagrangesche  Satz 
(vgl.  S.  221)  hervor. 
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Eine  Gleichung  w*®“  Grades,  deren  Galoissche  Gruppe  die 
symmetrische  Gruppe  w*®“  Grades  ist,  heißt  nach  Krone ck er 
{Festschrift,  § 12,  Journ.  f.  Math.  92  (1882),  Ges.  Werke  2, 
287)  eine  Gleichung  ohne  Affekt  Daß  nicht  nur  die  allge- 
meine Gleichung  ^^*®“  Grades  afifektlos  ist,  sondern  auch  spezielle 
Gleichungen  mit  numerischen  Koeffizienten  existieren,  die  eben- 
falls affektlos  sind,  besagt  der  Satz  von  Hilbert  {Journ.  f. 
Math.  110,  128  (1892),  Weber,  Algebra  1,  652,  E.  Maillet, 
Journ.  de  math.  (5)  5,  205  (1899),  M.  Bauer,  Journ.  f.  Math. 
132,  33  (1907)):  In  jedem  beliebigen,  durch  eine  algebraische 
Zahl  bestimmten  Körper  kann  man  stets  Gleichungen  von  ge- 
gebenem Grade  n konstruieren,  deren  Koeffizienten  gewöhnliche 
rationale  Zahlen  sind  u/nd  deren  Galoissche  Gruppe  in  eben 
jenem  Körper  {also  a fortiori  im  absoluten  Kationalitätsbereicli) 
die  symmetrische  Gruppe  n^^  Grades  ist,  und  ebenso  solche,  deren 
Galoissche  Grv'^pe  in  jenem  Körper  die  alternierende  Gruppe 
Grades  ist. 

Ist  ny>  4:,  so  gibt  es  für  eine  Gleichung  Grades,  deren 
Galoissche  Gruppe  die  symmetrische  Gruppe  ist,  abgesehen  von 
Besolventen  zweiten  Grades,  keine  rationalen  Besolventen  von 
niedrigerem  als  n^^  Grade.  Diese  sind,  abgesehen  von  w = 6, 
T schirnhauscnresolventen  der  ursprünglichen  Gleichung.  (Vgl. 
das  Bertrandsche  Problem  auf  S.  216.)  Für  n — 4 gibt  es 
rationale  Besolventen  dritten  Grades,  vgl.  die  Gleichungen  (3') 
und  (3")  auf  S.  287  und  288. 

Außer  den  im  § 1 genannten  Lehrbüchern,  dem  Enzyklo- 
pädieartikel von  Holder  und  den  in  diesem  Paragraphen  zitierten 
Schriften  vgl.  man  für  die  Galoissche  Theorie  noch  die  Dar- 
stellungen von  Bachmann,  Math.  Ann.  18,  449  (1881),  Bolza, 
Am.  J.  math.  13,  59  (1891),  Math.  Ann.  42,  253  (1893), 
Pierpont,  Annals  ofmath.  (2)  1,  113  u.  2,  22  (1900),  Mertens, 
Sitzungsb.  d.  Wiener  Akad.  111,  Abt.  Ila,  17  (1902). 

§ 11.  Abelsche  Gleichungen. 

Eine*  Gleichung  f{z')  = 0 mit  lauter  verschiedenen  Wurzeln 
und  mit  Koeffizienten  aus  einem  Körper  P heißt  eine  Abelsche 
Gleichung  (präziser  eine  im  Körper  P Abelsche  Gleichung), 
wenn  sich  alle  ihre  Wurzeln  als  rationale  Funktionen  einer  ein- 
zigen, z.  B.  mit  Koeffizienten  aus  P ausdrücken  lassen  und 
außerdem  stets 

Pascal,  BcpertoriTUB.  I.  S.Aofl. 
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ist,  wenn  ©^(«1)  und  zwei  beliebige  Wurzeln  von  f(^gi)  = 0 

sind.  0,  (^1)  und  @*(«1)  bedeuten  rationale  Funktionen  von  «j 
mit  Koeffizienten  aus  P. 

Die  Galoissche  Gruppe  einer  Ah el sehen  GJeichu/ng  ist  eine 
Ahelsche  Gruppe  (vgl.  S.  202).  Jede  irreduzible  Gleichung, 
deren  Galoissche  Gruppe  eine  Ahelsche  Gi-uppe  ist,  ist  eine 
Ahelsche  Gleichung.  Läßt  man  den  Zusatz  irreduzibel  fort,  so 
gilt  nur  das  Theorem:  Jeder  irreduzible  Faktor  der  linken  Seite 
einer  Gleichung  mit  kommutativer  Galois scher  Gruppe  ist 
eine  Ahelsche  Gleichung.  Eine  reduzible  Gleichung  mit  kom- 
mutativer Galois  scher  Gruppe  braucht  nämlich  nicht  so  be- 
schaffen zu  sein,  daß  sich  alle  ihre  Wurzeln  rational  durch 
eine  von  ihnen  ausdrücken  lassen.  C.  Jordan,  Traite^  p.  287 
bezeichnet  jede  Gleichung  mit  kommutativer  Galois  scher  Gruppe 
als  eine  Ahelsche  Gleichung.  Die  oben  gegebene  engere  Defi- 
nition ist  die  ursprüngliche  Abels  (§4  seiner  fundamentalen 
Arbeit,  vgl.  oben  S.  253). 

Eine  Gleichung  n^^  Grades  mit  n verschiedenen  Wurzeln 
und  mit  Koeffizienten  aus  . einem  Körper  P heißt  eine  einfache 
Ahelsche  Gleichung,  wenn  sich  ihre  Wurzeln  in  der  Form 

«1,  «J  = 0(ci),  «J  = 0(«2)  “ . . . 

«„=  0(«„_i)  =•  0""*(ai),  ©K)  = ©"(«i)  ==  «I 

ausdrücken  lassen,  wobei  ©(a^)  eine  rationale  Funktion  von 
mit  Koeffizienten  aus  P bedeutet.  Die  Galoissche  Gruppe  einer 
einfachen  Ah  el  sehen  Gleichung  Grades  mit  den  n Wurzeln 
entweder  aus  einer  zyldischen  Permutation 

(«1,  ^2?  • • •?  O ihren  Potenzen  oder  aus  den  Permutationen 
1,  (7®,  (7^^,  . . .,•  wobei  n — ef  ist.  Im  ersten  Fall  ist 

die  Gleichung  irreduzibel,  im  zweiten  Fall  zerfällt  ihre  linke  Seite 
in  e irreduzible  einfache  Ahelsche  Gleichu/ngen  des  Grades  f. 

Umgekehrt:  Fine  Gleichung  n^  Grades,  deren  Galoissche 
Gruppe  aus  der  durch  die  zyklische  Permutation  0 = («j , «2 , . • • , «„) 
u/nd  ihren  Potenzen  erzeugten  Gruppe  oder  einer  ihrer  Unter- 
gruppen besteht^  ist  eine  einfache  Ahelsche  Gruppe. 

Eine  rationale  Funktion  von  w beliebigen  Größen  Og, ..., 
die  bei  Anwendung  der  zyklischen  Permutation  C ==  («i,  cf2,  • • • > ««) 
formal  imgeändert  bleibt,  heißt  eine  zyklische  Funktion  der  n Größen 

Aus  den  beiden  letzten  Sätzen  folgt:  Eine  Gleichung  n^ 
Grades  mit  n verschiedenen  Wurzeln  und  Koeffizienten  aus  einem 
Körper  P ist  dann  und  nur  dann  eine  einfache  Ahelsche  Glei- 
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chmgy  wenn  sich  ihre  Wurgeln  in  eine  solche  Meihenfolge  bringen 
lassen,  daß  ihre  ^yTcUschen  FunJäionen  mit  Koeffizienten  aus  P 
dem  Körper  P angdiören.  Die  einfachen  Ab  e Ischen  Gleichungen 
werden  daher  auch  als  zyklische  Gleichungen  bezeichnet. 

Ist  e eine  beliebige  Einheitswurzel  (vgl.  § 12),  so  ist 

(ofi  + £«2  + H 1" 

im  Körper  der  n^^  Einheitswuizeln  eine  zyklische  Funktion  der 
n Größen  einfache  Abel  sehe  Gleichung 

mit  Koeffizienten  aus  P und  Wurzeln  «g,  . . ist  dem- 
nach diese  Größe  eine  in  dem  durch  Adjunktion  der  w*®“  Bin- 
heitswurzeln  erweiterten  Körper  P gelegene  bekannte  Zahl  b. 
Die  für  den  erweiterten  Körper  natürliche  Irrationalität 

der  Gleichung  f{z)  ==  0 wird  als  ihre  Lagrangesche  Mesolvenie^) 
(Lagrange,  CEuvres  3,  331)  bezeichnet.  Man  findet  sie  durch 
Ziehen  der  w*®“  Wurzel  aus‘&.  Wählt  man  für  £ eine  primitive 
n^  Einheitswurzel  von  der  Beschaffenheit,  daß  b nicht  ver- 
schwindet, so  lassen  sich  die  Wurzeln  einer  einfachen  Abel- 
seben  Gleichung  in  dem  durch  Adjunktion  der  Einheits- 
wurzeln erweiterten  Körper  durch  Ausziehen  einer  einzigen 
Wurzel,  nämlich  derjenigen  aus  der  Größe  fc,  finden  (Abel,  a. 
a.  0.,  § 3).  Ist  n = p^  eine  Primzahlpotenz,  so  kann  man  stets 
eine  derartige  primitive  p^^^  Einheitswurzel  angeben,  daß  b von 
Null  verschieden  ist.  Wegen  der  für  & = 0 vorzunehmenden 
Modifikation  vgl.  Weber,  Algebra  1,  589.  Stets  gilt  der  Satz: 
Alle  Wurzeln  einer  im  Körper  P einfachen  Abel  sehen  Gleichung 
lassen  sich  bestimmen^  indem  man  dem  Körper  P eine  primitive  n^  Ein- 
heitswurzel adjtmgiert  und  außerdem  eine  n^  Wurzel  aus  einer 
einzigen  Größe  zieht 

Sind  zteei  Wurzeln  einer  irreduziblen  Gleichung  vom  Prim- 
zahlgrad  in  einem  derartigen  Verhältnis,  daß  man  die  eine  ratianal 
durch  die  andere  ausdrüehen  kann,  so  ist  die  Gleichung  eine  irre- 
duzible einfache  Abel  sehe  Gleichung.  Kormalgleichung  vom  Prim- 
zahlgrad und  irreduzible  einfache  Abel  sehe  Gleichung  sind  identische 
Begriffe  (Abel,  a.  a.^0.,  § 3), 

1)  Unter  Umständen  nennt  man  auch  eine  Wurzel  einer  Eesol- 
ventengleichung  eine  Resolvente,  daher  der  Name  „Lagrangesche 
Resolvente“.  Diese  genügt  der  Gleichung  — b,  die  in  dem  durch 
Adjunktion  von  s erweiterten  Körper  (P,  s)  eine  rationale  Resolvente 
der  vorgelegten  einfachen  Abel  sehen  Gleichung  im  Sinne  der  Be- 
zeichnung auf  S.  300  ist. 
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Eine  einfache  Abel  sehe  Gleichung  mit  reellen  Koeffizienten, 
bei  welcher  der  zugrunde  liegende  Körper  P nur  aus  lauter 
reellen  Zahlen  besteht,  hat  entweder  nur  reelle  oder  nur  ima-  ! 
ginäre  Wurzeln.  Der  erste  Fall  tritt  stets  ein,  wenn  die  Glei-  i 
chung  ungeraden  Grades  ist.  Zur  Lösung  einer  einfachen 
Abel  sehen  Gleichung  Grades  mit  zugrunde  liegendem  reellem 
Körper  P ist  die  Adjunktion  einer  primitiven  w*®“  Einheitswurzel,  | 
das  Ausziehen  einer  Quadratwurzel  aus  einer  positiven  Zahl  | 
und  die  Teilung  eines  Winkels  in  n gleiche  Teile  erforderlich 
(Abel,  a.  a.  0.  § 3).  Die  Vereinfachung  gegenüber  den  ein- 
fachen Abel  sehen  Gleichungen,  bei  denen  der  Körper  P auch 
imaginäre  Zahlen  enthalten  kann,  liegt  darin,  daß  bei  jenen 
außer  der  Kenntnis  einer  primitiven  w*®“  Einheitswurzel  noch 
eine  w*®  Wurzel  aus  einer  Größe  der  Form  p (cos  9?  + i sin  cp) 
zu  ziehen  ist  und  dies  das  Ausziehen  einer  w*®“  Wurzel  aus 
der  positiven  Größe  p und  die  Teilung  eines  Winkels  in  n gleiche 
Teile  erfordert. 

Da  jeder  irreduzible  Faktor  einer  Abel  sehen  Gleichung 
wiederum  eine  Abel  sehe  Gleichung  ist,  kann  man  sich  auf  die 
Betrachtung  der  irreduziblen  Abel  sehen  Gleichungen  beschränken. 
Jede  irreduzible  (auch  nicht  einfache)  Abel  sehe  Gleichung  ist 
eine  Normalgleichung;  daher  ist  die  Ordnung  ihrer  Galois- 
schen  Gruppe  gleich  dem  Grade  n der  Gleichung.  Ist  % die 
Galoissche  Gruppe  einer  irreduziblen  Abelschen  Gleichung  des 
Grades  w,  so  kann  man  für  die  Abel  sehe  Gruppe  (B  ein  System 
von  6 erzeugenden  Basiselementen  Ag,  . . .,  der  Ordnungen 
92^  9a  derartig  auswählen,  daß  das  Produkt  9i  92  • - • 9a~ 
wird  (vgl.  S.  202).  Wählt  man  alsdann  6 zu  den  durch 

(Aj,  Ag,  . . .,  Äg),  (Aj,  Ag,  . . .,  A^), . . .,  (A^,  Ag,  . . Ag._j) 

erzeugten  Gruppen  zugehörige  natürliche  Irrationalitäten,  so  ge- 
nügt jede  von  ihnen  einer  irreduziblen  einfachen  Abelschen 
Gleichung  des  Grades  bzw.  wie  aus  den.  Ergeb- 

nissen auf  S.  300  folgt.  Hieraus  ergibt  sich  der  Satz:  Bie 
Wurzeln  jeder  beliebigen  irreduziblen  Abelschen  Gleichung  n^^'' 
Grades  mit  Koeffizienten  aus  P lassen  sich  als  rationale  Fxinh- 
tionen  mit  Koeffizienten  aus  P von  Wurzeln  irreduzibler  ein- 
facher Abel  scher  Gleichurigen  mit  Koeffizienten  aus  P dar  st  eilen, 
bei  denen  das  ProduM  der  Grade  gl  ’ch  n ist 

Da  man  die  Basis  einer  Abelschen  Gruppe  (vgl.  S.  203) 
verschieden  wählen  kann,  so  ergeben  sich  folgende  Sätze: 
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I.  Die  Auflösung  einer  irreduziblen  Ahelschen  Gleichung 
des  Grades  n mit  der  Galois sehen  Grujppe  & kann  auf  die 
Auflösung  einer  Beihe  nebeneinander  zu  lösender  irreduzibler 
einfacher  Abel  scher  Gleichungen  der  Grade 

mit  Koeffizienten  aus  dem  der  Betrachtung  ßugrunde  liegenden 
Körper  reduziert  werden;  hierbei  ist  n = , p^^o^  und 

Pi’tPi't  • • ‘iPo  l>^deuten  Primzahlen,  die  unter  Umständen  nicht 
alle  voneinander  verschieden  sind  und  deren  Anzahl  alsdann 
größer  als  die  Zahl  der  in  n enthaltenen  verschiedenen  Prim- 
zahlen ist. 

II.  Die  Auflösung  einer  irreduziblen  Abel  sehen  Gleichung 
des  Grades  n läßt  sich  auf  die  Auflösung  einer  Beihe  neben- 
einander zu  lösender,  irreduzibler  einfacher  Abelscher  Glei- 
chungen mit  Koeffizienten  aus  dem  der  Betrachtung  zugru/nde 
liegenden  Körper  reduzieren,  so  daß  der  Grad  einer  jeden  Glei- 
chung dieser  Beihe  teilbar  durch  den  Grad  der  folgenden  Glei- 
chung oder  ihm  gleich  wird  und  das  Produkt  der  Grade  aller 
Gleichungen  gleich  der  Zahl  n ist  Die  Anzahl  der  Gleichungen 
ist  gleich  dem  Bange  der  Gruppe  (vgl.  S.  203). 

Die  Behandlung  einer  beliebigen  Abelschen  Gleichung  ist 
demnach  auf  diejenige  einfacher  Abel  scher  Gleichungen  zurück- 
führbar.  Da  diese  zur  Lösung  nur  eine  Wurzelausziehung  und 
Kenntnis  der  Einheitswurzeln  erfordeni,  die  sich  ebenfalls  durch 
Radikale  darstellen  lassen,  so  folgt:  Jede  Abelsche  Gleichung 
ist  algebraisch  auflösbar  (Abel,  a.  a.  0.  § 4). 

Die  Wurzeln  jeder  im  Körper  P irreduziblen  Abelschen 
Gleichung  n*^^  Grades  lassen  sich  mit  Hilfe  einer  Wurzel  u der 
Gleichung  in  die  Form 

(A) 

bringen^  so  daß  in  dieser  Form  jede  Wurzel  der  Gleichu/ng  einmal 
und  auch  nur  einmal  erscheint^  falls  h^  die  Zahlen  0,1,2,...,^^ — 1 
durchläuft.  Die  mit  einander  vertauschbaren  bedeuten  die  Ope- 
rationen einer  rationalen  Funktion  mit  Koeffizienten  aus  P und 
die  Zähl  h^  die  h^- fache  Wiederholung  (*  = i,2,...,a);  ist  die 
kleinste  Zahl,  für  die  0/<(a)  = 1 ist.  Nennt  man  Pi,  g^^  • • ffa 
die  Wiederholungszahlen,  so  gilt  folgender  Satz:  Jeder  Basis  der 
Galois  sehen  Gruppe  einer  irreduziblen  Abelschen  Gleichung 
entspricht  eine  Darstellung  der  Gleichungswurzeln  in  der  Form  (A), 
so  daß  die  Wiederholung szahlen  mit  den  Ordnungszahlen  der 
Basiselemente  übereinstimmen. 

Jede  irreduzible  Abelsche  Gleichung,  deren  Grad  keine 
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Primzahl  ist,  ist  als  Normalgleichung  imprimitiv ^ da  ihre  Galois- 
sche  Gruppe  als  reguläre  Gruppe  imprimitiv  ist  (vgl.  So  212). 
Die  Auflösung  einer  irreduziblen  Abel  sehen  Gleichung  vorn  Prim- 
zahlpotenzgrad  p*  kann  auf  die  von  t nacheinander  zu  lösenden 
irreduziblen  Abel  sehen  Gleichungen  vom  Primzahlgrad  p redu- 
ziert werden. 

Satz  von  Kronecker  {Monatsb.  d.  Berl.  Akad.  (1853), 
373,  ebenda  (1877),  849,  Weber,  Algebra  2,  762,  Hilbert, 
Math-Yer.  4,  Die  Theorie  der  algebraischen  Zahlkörper.,  Kap.  23, 
Mertens,  Journ.  f Math.  131,  87  (1906),  Weber,  ebenda 
132,  167  (1907),  Math.  Ann.  67,  32  (1909)):  Alle  Wurzeln 
Abel  scher  Gleichungen  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  sind  ratio- 
nale Funktionen  von  Einheitswurzeln  mit  rationalen  Zahlenkoeffi- 
zienten., und  alle  rationalen  Funktionen  von  Einheitswurzeln  mit 
rationalen  Zahlenkoeffizienten  sind  Wurzeln  ganzzahliger  Abel- 
scher  Gleichungen.  Anders  ausgedrückt:  Jeder  durch  eine  irre- 
duzible Abel  sehe  Gleichung  aus  dem  natürlichen  Bationalitäts- 
bereich  hervorgehende  Zahlkörper  ist  ein  Kreisteilungskörper,  d.  h. 

2 7t  i 

ein  durch  eine  Einheitswurzel  e erzeugter  Körper  oder  ein  in 
diesem  Körper  enthaltener  Unterkörper,  und  jeder  Kreisteilungs- 
körper ist  ein  Abel  scher  Körper. 

Ebenso  wie  nach  dem  voraufgehenden  Satz  die  Exponential^ 
funktion  rationale  Werte  des  Arguments  co  mit  den 

Abelschen  Gleichungen  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  verknüpft 
ist,  trifft  dies  auch  für  die  elliptische  Modulfunktion.,  z.  B.  die 
Invariante  jita),  zu,  wenn  co  Wurzel  einer  ganzzahligen  quadra- 
tischen Gleichung  mit  negativer  Diskriminante  ist.  Eine  derar- 
tige Modulfunktion  heißt  nach  Kronecker  singulär.  Eine  sin- 
guläre Invariante  j{co)  genügt  einer  irreduziblen  Gleichung  mit 
ganzzahligen  Koeffizienten,  der  sogenannten  Klassengleichung,  die 
auch  noch  in  dem  durch  Adjunktion  der  Quadratwurzel  aus  der 
Diskriminante  der  quadratischen  Gleichung  erweiterten  Körper 
irreduzibel  bleibt  und  dann  eine  irreduzible  Abel  sehe  Gleichung 
ist  Daß  die  singulären  elliptischen  Modulfunktionen  durch 
Wurzelzeichen  ausdrückbar  sind,  was  aus  der  Hatur  der  Klassen- 
gleichung, eine  „relativ  Abel  sehe“  Gleichung  zu  sein,  folgt, 
ahnte  bereits  Abel,  vgl.  die  Bemerkungen  von  Sy  low  in 
Abels  (Euvres  2,  316;  den  ersten  Beweis  gab  Kronecker, 
Monatsb.  d.  Berl.  Akad.  (1857),  455,  (1862),  363  und  (1877), 
851.  Eine  zusammenfassende  Darstellung  mit  zahlreichen  Lite- 
raturnachweisen findet  man  in  Webers  Artikel  „Komplexe 
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Multiplikation**,  Enzyklopädie  der  matJi.  ETiss.  1,  716  und  in 
dem  dritten  Buche  des  dritten  Bandes  seiner  Algebra.  Vgl. 
auch  F.  Klein,  Äusgewählte  Kapitel  der  Zahlentheorie,  Auto- 
graphierte  Vorlesungen^  Göttingen  1896.  Es  gilt  auch  umge- 
kehrt folgender  Satz,  Kroneckers  „liebster  Jugendtraum“ 
(Brief  von  Kronecker  an  Dedekind,  veröff.  von  Frobenius, 
Sitzungsb.  d.  Berl,  Akad.  (1895),  115):  Alle  in  einem  imaginären 
quadratischen  Körper  Ahelschen  Gleichungen  lassen  sich  durch  die 
Körper  der  singulären  Moduln  und  durch  die  Kreisteilungskörper 
lösen.  Einen  Beweis  hat  zuerst  Fueter,  Journ.  f.  Math.  132, 
255  (1907)  geliefert;  vgl.  auch  Fueter,  Göttinger  Biss.  (1903). 
Eine  Ausdehnung  dieser  Untersuchungen  ist  der  von  Hilbert, 
{Gött.  Nachr.  (1898),  abgedr.  Acta  math.  26,  99  (1902))  und 
Furtwängler  {Math.  Ann.  63,  1 (1907))  stammende  Nachweis 
der  Existenz  eines  Klassenkörpers  für  einen  beliebigen  algebra- 
ischen Grundkörper  P,  der  im  einfachsten  Fall  der  obige  ima- 
ginäre quadratische  Körper  ist.  Dieser  allgemeine  Klassenkörper 
wird  durch  eine  im  Körper  P Abel  sehe  Gleichung  mit  Koeffi- 
zienten aus  P oder  aus  einem  in  diesem  Körper  enthaltenen 
Unterkörper  definiert. 

§ 12.  Die  Einheitswurzeln.  Die  .Kreisteilungsgleiohung. 

Gaußsche  Summen,  l^eine  Gleichung. 

Alle  Wurzeln  der  Gleichung  z^  — 1 heißen  Einheits- 
wurzeln;  sie  sind  sämtlich  voneinander  verschieden  und  werden^ 
wenn  k die  Werte  0,l,2,...,w— 1 durchläuft,  in  der  Form 

^kn  , . . 'ikn  _ 

= cos — }- 1 sin  gegeben. 

Die  Bilder  der  Größen  in  der  sog.  Gaußschen  Ebene 
der  komplexen  Zahlen  liegen  auf  einem  Kreise  mit  dem  Kadius 
Eins  und  bilden  ein  reguläres  w-Eck,  dessen  erster  Eckpunkt 
sich  auf  der  Achse  der  reellen  Zahlen  befindet;  die  Teilung  des 
Kreises  in  n gleiche  Teile  hängt  demnach  von  der  Lösung  der 
Gleichung  z^  — \ ab. 

Befriedigt  s die  Gleichung  z”==  1,  so  ist  auch  e”*  eine 
Einheitswurzel.,  wenn  m irgendeine  ganze  positive  oder  negative 
Zahl  einschließlich  der  Null  ist.  Bas  Produkt  zweier  beliebiger 
n^^  Einheitsiourzeln  ist  wiederum  eine  n^  Einheitswurzel. 

Ist  £ zugleich  n*^  und  Einheitswurzel , so  ist  es  auch  d^ 

Einheitswurzel,  wenn  d der  größte  gemeinsame  Teiler  von  n 
und  m ist. 

Bie  Summe  der  k^*^  Potenzen  aller  Einheitswurzeln  ist 
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Null,  außer  wenn  Je  durch  n teilbar  ist.  Ist  7c  durch  n teilbar^ 
so  ist  Sj^  = n. 

Eine  Einheitstvurzel  heißt  eine  primitive  Einheits- 

wurzel, wenn  e Jeeiner  Gleichung  z”*—!  genügt,  wobei  m <in  ist. 
Eine  nicht  primitive  w*®  Einheitswurzel  heißt  eine  imprimitive 
n^  Einheitswurzel. 

Eine  charaJeteristische  Eigenschaft  einer  primitiven  n^^  Ein- 
heitswurzel £ ist,  daß  ihre  Potenzen  £,6^,6®,...,  a”  sämtliche  ver- 
schiedene n^^  Einheitsivurzel/n  ergeben.  Durch  Potenzieren  einer 
imprimitiven  n^^^  Einheitswurzel  erhält  man  niemals  sämtliche  n^^ 
EinJt  ei  tsivurzeln. 

Jede  imprimitive  n^  Einheitswurzd  genügt  einer  Gleichung 
<2”^==  1,  wobei  m ein  Divisor  von  n ist.  UmgeJeehrt  ist  jede 
Wurzel  von  1,  tvenn  m ein  Teiler  von  n ist,  eine  impri- 
mitive Einheitswurzel.  Jede  imprimitive  n*^  Einheitswurzd  ist 
primitive  m^  Einheitswurzel,  wobei  m ein  gewisser  Divisor 
von  n ist. 

Die  Gleichung  z”==  1 hat  soviel  primitive  n*^  Einheitswurzeln., 
wie  die  Anzahl  (p(n)  derjenigen  ganzen  positiven  Zahlen  beträgt, 
die  Meiner  als  n und  relativ  prim  zu  n sind.  Ist  p eine  Prim- 
zahl, so  ist  jede  Wurzel  der  Gleichung  ^^=1,  abgesehen  von 
der  Zahl  1,  primitive  p^^  Einheitswurzel.  Es  ist  <5p(i>)  = i?  — 1. 

Ist  p^  die  Jd^  Potenz  der  Primzahl  p,  .so  findet  man  alle 

k 

Wurzeln  der  Gleichung  z^  = 1,  indem  man  je  eine  Wurzel 
G)j , Wg , . . • , der  Je  Gleichungen  = 1,  Wg  ? • • ^ , 

ivählt  und  das  ProduJet  (»i . Wg  • • • Dann 

und  nur  dann.,  wenn  Wi  eine  primitive  p*^  Einheitswurzel  ist,  d.  h. 
a}4=|=  1,  ist  das  ProduJet  (»i . ©2 . . . dne  primitive  p^^  EinJieits- 

wurzel.  Es  ist  (p(p^)  ==  jp*“  ^ (j?  — * l)  • 

Ist  n — ^1*1  • p^^ . . . pjfi,  wobei  , i?2 » • • ")Pi  unterein- 
ander verschiedene  PrimzaJilen  sind,  so  findet  man  alle  Wurzeln 
der  Gleichung  z^=l,  indem  man  je  eine  Wurzel  Ij,  ^2^  • • h 
Gleichungen  Z^d^  = 1 , z^^  ^ — 1 , . . z^i  ^ = 1 wählt  und  ihr  Pro- 
duJet . ^2 . . . bildet.  Dieses  ProduJet  stellt  dann  md  nur 
dann  eine  primitive  n*^  Einheitswurzel  dar,  wenn  alle  Größen 
X2J  • • •>  pdmitive  p^^  bzw.  p^S  . . .,  Einheit swurzeln 

sind.  Es  ist  q>(n)  = (p{Pi^)  9CP2**)  • • • ^ 

= . . . i>/<  (1  - i)  (1  - • (1  - • 

Ist  e eine  primitive  n*^  Einheitswurzel,  so  sind,  wenn  Je  zu  n 
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relativ  prim  ist,  alle  Potenzen  von  s und  auch  nur  diese 
Potenzen  primitive  Mnheitswurzeln. 

Die  Summe  aller  primitiven  Einheitstvurzeln  wird  mit 
li(n)  bezeichnet  Ist  n durch  das  Quadrat  einer  Primzahl  teil- 
bar^ so  hat  die  zahlentheoretische  Funktion  fi(n)  den  Wert  0,  ist 
n das  Produkt  von  t verschiedenen  Primzahlen.,  so  hat  ^i(n)  den 
Wert  ( — l)^;  (i(l)  ist  gleich  + 1.  (Moebius,  Journ.  f.  Math.  9, 
109  (1832),  Ges,  Werke  4,  595,  Mertens,  Journ.  f.  Math.  77, 
289  (1874)). 

Die  q)(n)  primitiven  w*’”  Einheitswurzeln  genügen  der  Glei- 
chung Grades: 

2„  = /ZG^-lh=0; 

hierbei  ist  das  Produkt  über  alle  Teiler  t von  n,  einschließlich 
n vmd  1,  zu  erstrecken,  und  (i(t)  bedeutet  die  oben  definierte 
zahlentheoretische  Funktion.  Die  Gleichung  Z^==  0 hat  ganz- 
zahlige Koeffizienten;  sie  ist  im  absoluten  Pationalitätsbereiche 
irreduzibel,  und  bleibt  es  auch  noch  bei  Acljunktion  einer  primitiven 
Einheitswurzel.,  falls  n u/nd  q relativ  prime  Zahlen  sind. 
(Kronecker,  Journ.  de  math.  19,  192  (1854),  Ges.  Werke  1, 
92,  Journ.  f.  Math.  100,  79  (1887)). 

Da  die  sukzessiven  Potenzen  jeder  Wurzel  der  Gleichung 
Z^=0  alle  w Wurzeln  der  Gleichung  z^  = 1 liefern,  von  der 
die  Teilung  des  Kreises  in  n gleiche  Teile  abhängt,  heißt  die 
Gleichung  = 0 die  Kreisteilungsgleichung. 

Für  eine  Primzahl  n = p lautet  die  Kreisteilungsgleichung: 

+ 1 = 0. 

Z ““  1 


Für  eine  Primzahlpotenz  n = p*  lautet  die  Kreisteilungs- 
gleichung 


^ 1 


0. 


Ist  n — • p^^ . . . pjfi  (pj t Pii  • • Pi  verschiedene  Prim- 

zahlen), so  ist 


314 


Kapitel  IV.  Algebraische  Gleichungen. 


Die  Diskriminante  der  Gleichung  = 0 hat  den  Wert 


■ y(„)  'yw S?’  ^ eingefOhrte  zahlen- 

p^vipi) . p^vip^)  . . . pjpipi) 


theoretische  Funktion  bedeutet.  (Vgl.  die  elementare  A.bleitung 
von  Rados,  Journ.  f.  Math.  131,  49  (1906)). 

Die  Irreduzibilität  der  Gleichung  Z^  — 0 im  absoluten 
Rationalitätsbereich  hat  zuerst  Gauß  (Disquisitiones  arithmefi- 
cae  (l80l),  Art.  341)  bewiesen.  Andere  Beweise  stammen  von 
Kronecker,  Journ.  f.  Math.  29,  280  (1845),  Journ.  de  ma^h. 
(2)  1,  399  (1856),  Ges.  Werke  1,  1 und  99,  Schoenemann 
und  Eisenstein  (Schoenemann,  Journ.  f.  Math.  32,  100 
(1846),  Eisenstein,  ebenda  39,  166  (1850),  Schoenemanns 
Reklamation,  ebenda  40,  188  (1850),  a.  a.  0.  Zeile  8 v.  u.  ist 
32,  § 61  zu  lesen).  Die  Irreduzibilität  von  Z^k  ==  0 im  abso- 
luten Rationalitätsbereich  bei  Serret,  Journ.  de  math.  15,  296 
(1850).  Daß  die  Gleichung  Z^=  0 für  beliebiges  n im  abso- 
luten Rationalitätsbereich  irreduzibel  ist,  und  es  auch  sogar 
hleibt,  wenn  eine  Wurzel  einer  ganzzahligen  irreduziblen  Glei- 
chung adjungiert  wird,  deren  Diskriminante  zu  n relativ  prim 
ist,  hat  Kronecker  (Journ.  de  math.  19,  177  (1854),  Ges. 
Werk  1,  75,  Journ.  f.  Math.  100,  79  (1887))  zuerst  bewiesen. 
Andere  B eweise  der  Irreduzibilität  von  ==  0 für  beliebiges  n 
stammen  von  Dedekind,  Journ.  f.  Math.  54,  27  (1857), 
Arndt,  Journ.  f.  Math.  56,  178  (1859),  Lebesgue,  Journ. 
de  math.  (2)  4,  105  (1859). 

Die  Kreisieilungsgleichwng  0 ist  eine  irreduzible  Abel- 
sche  Gleichung.  Ihre  Galoissche  Gruppe  ist  eine  transitive 


Abel  sehe  Gruppe  des  .Grades  und  der  Ordnung  9)(w),  die  holo- 


edrisch isomorph  ist  mit  der  Gruppe  der  Zdhlklassen  der  zu  n 
relativ  primen  Zahlen  (vgl.  S.  203,  Z.  10  v.  u.).  Die  Gruppe 
ist  dann  und  nur  dann  zyklisch,  wenn  n die  Potenz  einer  un- 
geraden Primzahl.,  das  Doppelte  hiervon  oder  2 oder  4 ist.  Für 
diese  und  nur  für  diese  Werte  der  Zahl  n ist  die  Kreisteilungs- 
gleichung  eine  irreduzible  einfache  Abel  sehe  Gleichung. 

Aus  dem  Satz:  „Eine  Normalgleichung  ist  dann  und  nur 
dann  durch  Quadratwurzeln  lösbar,  wenn  ihr  Grad  eine  Potenz 
von  2 ist“,  folgt : Die  Wurzeln  der  Kreisteilungsgleichung  Z^  ==  0 
sind  dann  und  nur  dann  durch  Quadratwurzeln  darstellbar,  wenn 
der  Grad  (p  (n)  von  Z„  = 0 eine  Potenz  von  2 ist.  Da  sich 
alle  Wurzeln  von  z'*  — 1 durch  Potenzieren  einer  beliebigen 
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primitiven  Einheitswurzel  ergeben,  folgt  das  Theorem  von 
Oauß  {pisquisUiones  aritlimeticae^  Art.  365,  366):  Damit  die 
Gleichimg  n'^  — l durch  Quadratwurzeln  lösbar  sein  soll,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  n entweder  gleich  einer  Primzahl 
der  Form  2*  + 1 oder  gleich  2'"  oder  gleich  einem  ProduM 
mehrerer  verschiedener  Zahlen  dieser  Formen  ist.  Dann  und 
nur  dann,  wenn  sich  die  Gleichung  ^”==1  durch  Quadratwurzeln 
auflösen  läßt,  kann  der  Kreisumfang  mit  Zirkel  und  Lineal  in 
n gleiche  Teile  geteilt  werden.  Für  dieselben  Werte  von  n 
kann  auch  der  Umfang  der  Lemniskate  mit  Hilfe  von  Zirkel 
und  Lineal  in  n gleiche  Teile  geteilt  werden  (Gauß,  Disquisi- 
iiones  arifhmeticae,  Art.  335,  Abel,  Becher ches  sur  les  fonctions 
elliptiques,  (Euvres  l,  p.  361,  Eisenstein,  Journ,  f.  Math,  39, 
160,  224,  275  (1850),  Schwering,  Journ.  f.  Math.  107,  196 
(1890)).  Eine  Zahl  der  Form  2*  + 1 kann  nur  dann  Primzahl 
sein,  wenn  ä ==  2*  ist;  jedoch  sind  nicht  alle  Zahlen  der  Form 
1 Primzahlen.  Ä==0,  1,  2,  3,  4 liefert  die  Primzahlen 
3,  5,  17,  257,  65  537;  hingegen  erhält  man  für  k = 6 die  Zahl 
22^+1  = 4294967297,  die  durch  641  teilbar  i§t.  Vermutlich 
existiert  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Primzahlen  der  Form 
2^*4"  !•  Gleichung  z^^  1 hat  die  Wurzeln 


die  Gleichung  z^  — 1 besitzt  die  primitive  Wurzel 


cos  ^ + i sin  ^ i (—  1+}/5  + *1^10  + 21/5), 


die  Wurzeln  der  Gleichung  z^’^  — 1 findet  man  in  Gauß,  Dis- 
quisitiones  arifhmeticae,  Art.  354.  Die  Gleichung  z^^’^  ^ 1 hat 
"Eichelot,  Journ.  f.  Math.  9,  1 (1832)  behandelt.  Für  die 
Gleichung  = 1 vgl.  Hermes,  Göii.  Nachr.  (1894),  170. 
Unterhalb  100  gibt  es  im  ganzen  25  Zahlen,  für  die  z^~  1 
durch  Quadratwurzeln  lösbar  ist,  nämlich  w = 2,  3,  4,  5,  6,  8, 
10,  12,  15,  16,  17,  20,  24,  30,  32,  34,  40,  48,  51,  60,  64, 
68,  80,  85,  96. 

Die  geometrische  Konstruktion  des  regulären  Siebzehnecks 
mittelst  des  Lineals  und  eines  festen  Kreises  geben  v.  Staudt, 
Journ.  f.  Math.  24,  251  (1842)  und  Schroeter,  ebenda  75, 
13  (1873),  nach  Mascheroni  unter  alleiniger  Anwendung  des 
Zirkels  Gerard,  Math.  Ann.  48,  390  (1897).  Die  Konstruk- 
tion des  regulären  257-Ecks  bei  Pascal,  Bend.  Accad.  di  Na- 
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poli  (1887).  Für  nicht  mittelst  Zirkels  und  Lineals  durchführ- 
bare Fälle  der  Kreisteilung,  nämlich  7,  13  und  97  vgl.  Pascal, 
Giorn.  di  mat.  25,  82  (1887),  für  19  und  37  Amaldi,  ebenda 
30,  141  (1892).  Für  die  hier  behandelten  Fragen  vgl.  besonders 
Klein,  Voiiräge  vier  ausgewähXte  Fragen  der  Elementargeometrie, 
ausg.  von  Taegert,  Leipzig  1895,  und  Enriques,  Fragen  der 
Elementargeometrie , Teil  II,  deutsch  von  Fleischer,  Leipzig 
1907. 

Wir  beschränken  uns  darauf,  von  den  Fällen,  in  denen  die 
Kreisteilungsgleichung  eine  irreduzible  einfache  Abel  sehe  Glei- 
chung ist  (w  = 2,  4,  p^^  2jp\  vgl.  oben),  denjenigen  näher  zu 
betrachten,  für  den  n eine  Primzahl  ist. 

Ist  p eine  Primzahl,  so  lassen  sich  die  Wurzeln  der  Gleichung 

= «p-i  -t-  ^^-»4-  ...  + 1 = 0 

Z — 1 


in  der  Form  a,  0^{«),  . . 
eine  heliehige  Wurzel,  ©*(«) 
Wurzel  für  die  Primzahl  p}) 

— 1 

Da  die  Gleichung  — —— 


SP~^(a)  anordnen,  hierbei  ist  cc 
aP*,  u/nd  g bedeutet  eine  primitive 

— 0 eine  im  Körper  der  reellen 


Zahlen  einfache  Abel  sehe  Gleichu/ng  ist,  kann  ihre  Lösung  be- 
werkstelligt werden  (vgl.  S.  308)  mittelst  einer  primitiven  {p  — 1)^^” 
Einheitswurzel,  Teilung  eines  Winkels  in  p — 1 gleiche  Teile  und 
Ausziehung  einer  Quadratwurzel  aus  einer  positiven  Zahl,  die  hier 
die  Zahl  p ist  (Gauß,  Bisguisitiones  arithmeticae,  Art.  360). 

zP 

Zur  weiteren  Behandlung  von  ^ = 0 hat  Gauß,  Bis- 

quisitiones  arithmeticae,  Art.  343,  die  f-gliedrigen  Perioden  ein- 
geführt. Sei  p — 1 irgendwie  in  zwei  ganzzahlige  positive  Fak- 
toren e und  f zerlegt.  Ist  a eine  beliebige  Wurzel  der  Gleichung 
zP  — 1 

*— — ^ = 0,  so  heißen  die  e Funktionen: 
z — 1 ’ 

ri^  = + ^ (^  = o, i,2,...,e-i) 


die  e Gaußschen  f-gliedrigen  Perioden.  Bie  e Perioden  sind 
Wurzeln  der  Gleichung  Grades: 


®=  — »Ja)  • • . (i)  — •>J,-i)  = 0. 


1)  g heißt  eine  primitive  Wurzel  für  die  Primzahl  p^  wenn  die 
Zahlen  gr,  g^,  . . .,  bei  ihrer  Division  durch  p,  von  der  Reihen- 
folge abgesehen,  die  Zahlen  1,  2,  . . .,  p — 1 ergeben. 


§12.  Die  Kreisteilungsgleichung. 
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Diese  hat  ganzzahlige  Koeffizienten  wnd  ist  eine  im  absoluten 
Bationalitätshereich  irreduzible  einfache  Abel  sehe  Gleichung,  Jede 
der  Perioden  ist  also  eine  ganze  rationale  Funktion  jeder  anderen 
mit  rationalen  Zahlenlioeffizienten.  Nach  Adjunktion  irgendeiner 

gP I 

Wurzel  dieser  Normalgleichung  zerfällt  die  Gleichung — ~ 0 

in  das  Produkt  der  e Gleichungen: 

- „»'  + 0 (^  - = 0. 

a = 0, 1,2,. 


Die  Koeffizienten  jeder  dieser  e Gleichungen  %x  = 0 sind 
lineare  gemze  Funktionen  der  e Perioden  Ve-i 

ganzzahligen  Koeffizienten,  und  jede  dieser  Gleichungen  ist  in  dem 
durch  AdjunMion  der  e Perioden  erweiterten  Körper  eine  irreduzible 
einfache  Abel  sehe  Gleichung.  Läßt  sich  die  Zahl  f irgendwie  in 
zwei  ganzzahlige  Faktoren  e'  und  f spalten,  so  bilde  man  die 
sog.  Z*'- gliedrigen  Perioden: 


(il  = 0,l,2, . . e’~  1). 


-f-  CC^ 


Die  Größen  yjq'^  %._i  genügen  einer  Gleichung,  deren 

Koeffizienten  lineare  ganze  Funktionen  von  . . .,  r}g_i  mit 

ganzzahligen  Koeffizienten  sind.  Diese  Gleichung  ist  in  dem 
durch  die  Perioden  ©J' weiterten  Körper  eine  irre- 

duzible Abelsche  Gleichung.  Nach  Adjunktion  einer  Wurzel 
dieser  Normalgleichung  zerfällt  jede  der  e Gleichungen 
e Gleichungen  vom  Grade  f . Jede  dieser  Gleichungen  ist  in 
dem  durch  . . .,  %,_i  erweiterten  Körper  eine  irreduzible 

einfache  Abelsche  Gleichung.  Dieses  Verfahren  läßt  sich  fort- 
setzen, indem  man  f'  in  Faktoren  spaltet.  Vgl.  Gauß,  Dis- 
quisitiones  ariihmeticae,  Art.  342 — 354. 

Die  Galoissche  Theorie  liefert  den  Kern  dieses  Verfahrens. 

1 


Die  Wurzeln  der  Gleichung 


= 0 seien  mit 


CC.  — &(cc)  — {i  = 0,  1,  2, . . .,^>-2) 

gP  —I 

bezeichnet.  Die  Galoissche  Gruppe  der  Gleichung  - = 0 

wird  von  der  zyklischen  Permutation  C = (a, 
und  ihren  Potenzen  gebildet.  Die  Permutation  G^  und  ihre  Po- 
tenzen bilden  eine  Untergruppe  von  ^ des  Index  e.  Jede 
der  e Perioden  -»/j,  ijg,  . . .,  % ist  eine  zu  ßJj  zugehörige 
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natürliche  Irrationalität.  Die  c Perioden  vertauschen  sich  bei. 
allen  ÖJj  nicht  angehörigen  Permutationen  von  nur  unter- 
einander und  genügen  daher  einer  irreduziblen  Normalgleichung- 
<P  = 0,  deren  Galoissche  Gruppe  zu  isomorph  ist  und 

aus  der  zyklischen  Permutation  = (^q,  ^2?  • • •> 

ihren  Potenzen  besteht.  Adjungiert  man  tjq  zum  absoluten 
Rationalitätsbereich,  so  reduziert  sich  die  Galoissche  Gruppe  (3 
^ 1 

unserer  Gleichung — = 0 auf  die  intransitive  Gruppe 

der  Ordnung  f.  Ist  f — e f\  so  erzeugt  die  Perrautation 
mit  ihren  Potenzen  eine  Untergruppe  ÖJg  von  vom  Index  c'; 
die  Funktionen  sind  zu  (3^  zugehörige  natür- 

liche Irrationalitäten,  die  sich  bei  allen  ÖJg  nicht  angehörigen 
Permutationen  von  nur  untereinander  permutieren. 

Für  eine  ungerade  Primzahl  p kann  man  p — 1 in  das 

Produkt  2 • — - - - - zerlegen.  Für  6=2,/*  = — ■ - wird: 

= «^  + «i’’ H 

Die  zwei  Größen  7]^  und  ri^  genügen  der  quadratischen  Glei- 

chung  0 = -i-  7}  ~P' — ~ ^ ^ ganzzahligen  Koef- 

fizienten. Es  wird: 


Vo 


1 ± iV  (—  1) 


p-i 


P,  Vi 


%“  Vi 


p-i 


nalitätsbereich  wird 
Faktoren  des  Grades 


z—1 

p-1 


Vi- 

= 0 reduzibel  und  zerfällt  in  zwei 


Durch  Adjunktion  von  V ( — l)  ^ • p zum  absoluten  Ratio- 
zP~l 


Bei  7}q  sind  die  Exponenten  von  cc  die  quadratischen 
Reste,  bei  die  quadratischen  Nichtreste  unter  den  Zahlen 

a = p — l 

1,  2,  . . .,  jp  — 1 nach  p.  Daher  ist:  tjq  — 

S=1 

wobei  das  Legendresche  Symbol  ist,  das  den  Wert  -f  1 


§ 12.  Gaußsche  Summen. 
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oder  — 1 hat,  je  nachdem  » quadratischer  Rest  oder  Nichtrest 
der  Primzahl  p ist. 

Ein  berühmtes  Problem,  dem  Gauß  (1811)  (G-es.  Werke 
2,  9,  deutsche  Ausg.  von  E.  Netto  in  Die  sechs  Beweise  des 
Ftmdamentaltheorems  über  quadratische  Beste  vm  Gauß  in  Ost- 
walds Klassikern  der  exakt.  Wiss.  Nr.  122,  S.  51)  eine  besondere 
Abhandlung  gewidmet  hat,  ist  die  Bestimmung  des  Vorzeichens 
der  oben  auf  der  rechten  Seite  von  7]^  — auftretenden  Quadrat- 
wurzel, die  davon  abhängt,  welche  Einheitswurzel  man  für  a 

27tini 

wählt.  Ist  a = e ^ , wobei  zu  p relativ  prim  ist,  und  demnach 

»=P-^  « = /)-!  <inipLS 

^ ) so  hat  die  Summe  ^ , die 

*=i  «=i 

/P-1\2 

man  als  Gaußsche  Summe  bezeichnet,  den  Wert  -f  ^ ' Vp  ; 

hierbei  ist  das  Legendresche  Symbol  und  i — Y~  1 • 

Mithin  ergibt  sich  für  ^ = 1 (mod.  4)  die  Wertbestimmung 
• Yp  und  für  = 3 (mod.  4)  gleich  i Yp . Die  Gleichung 


i=p-i 


27tiu» 


Vp 


bleibt  noch  richtig,  wenn  p eine  beliebige  ganze,  aber  keine 
Primzahl  mehr  ist  und  ^ das  Jacobische  Symbol  bedeutet, 
das  jedesmal,  wenn  s und  einen  gemeinsamen  Teiler  besitzen,  den 
Wert  0 zu  erhalten  hat.^)  ist  dann  ebenfalls  das  Jacobi- 

sche Symbol.  Auch  können  g.  und  p einen  Teiler  gemein  haben;, 
in  diesem  Fall  ist  = 0 zu  nehmen.  Eine  Darstellung 

der  in  die  Zahlentheorie  gehörigen  Gaußschen  Summen  findet  man 
bei  Bachmann,  Analytische  Zahlentheorie,  Leipzig  1894,  S.  145, 

1)  Sind  s und  p zwei  relativ  prime  Zahlen  und  ist  p in  die 
Primzahlfaktoren  p — PiP^p^  . . . zerlegbar,  so  ist  das  Jacobische 
Symbol  definiert  durch 

die  Legen  dreschen  Symbole  sind. 
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Weitere  Angaben  über  Einheitswurzeln  findet  man  in  der 
Monographie  von  Bachmann,  Die  Lehre  von  der  Kreisteilung^ 
Leipzig  1872,  Weber,  Algebra  1,  596ff.,  2,  69  u.  736  und 
D.  Hilbert,  Die  Theorie  der  algebraischen  Zahlkörper,  Math.-Ver. 
4 (1897),  S.  325  (der  Kreiskörper).  Vgl.  auch  § 11,  S.  310. 

Wir  schließen  diesen  Paragraphen  mit  der  Betrachtung  der 
reinen  Gleichung  = a^  die  auch  als  binomische  Gleichung  be- 
zeichnet wird.  Ist  n eine  Primzahl  p^  so  ist  die  Gleichung 
— a = 0 in  jedem  Körper  P,  der  a enthält,  dann  und  nur 
dann  reduzibel,  wenn  a die  p^  Potenz  einer  Zähl  aus  P ist. 
Ist  also  die  Gleichung  z^  = a reduzibel,  so  hat  sie  eine  dem 
Körper  P angehörige  Wurzel.  (Abel,  (Euvres  1,  72,  Jordan, 
Traite,  p.  300,  Mertens,  Monatsh.  f.  Math.  2,  291  (1891), 
Kneser,  Journ.  f.  Math.  106,  48  (1890)). 

Für  beliebiges  n gilt  folgender  Satz  (Capelli,  Bend.  Äcc. 
di  Napoli.,  Dez.  1897,  Febr.  1898,  Math.  Ann.  54,  602  (1901), 
Vahlen,  Acta  math.  19,'  195  (1895),  Wendt,  Math.  Ann.  53, 
450  (1900)):  Die  Gleichung  z” — a ==  0 ist  in  einem  beliebigen 
Körper  P,  der  a enthält^  dann  und  nur  dann  reduzibel.,  wenn  a 
die  Potenz  einer  Zähl  aus  P ist,  tvobei  h ein  Teiler  von  n ist, 
oder  wenn  n durch  4 teilbar  und  — a das  Vierfache  der  vierten 
Potenz  einer  Zähl  aus  P ist. 

Ist  cxq  eine  Wurzel  der  Gleichung  z^  — a <=  0,  so  ergeben 
sich  ihre  sämtlichen  Wurzeln  in  der  Form  cc^  = s^cCq  (i  = o,i,2,...,n-i), 
wobei  e eine  primitive  n*^  Einheitswurzel  ist.  Jede  reine  Glei- 
chung z^  — a = 0 ist  in  einem  Körper.,  der  die  n^"^  Einheits- 
wurzeln enthält,  eine  Abel  sehe  Gleichung.  In  dem  kleinsten  Körper, 
der  die  Größe  a enthält^).,  ist  die  Gleichung  z^  — a *=  0 so  be- 
schaffen, daß  sich  alle  ihre  Wurzeln  als  rationale  Funktionen  von 

zwei  geeigneten  , cc^  in  der  Form  «q  (*  = o,  i,  2, . . . , n - 1) 

ausdrücken  lassen. 

§ 13.  Algebraiscli  auflösbare  Gleichungen. 

Eine  Gleichung  f(z)  = 0 mit  Koeffizienten  aus  einem 
Körper  P heißt  algebraisch  auflösbar  (präziser  eine  im  Körper  P 
algebraisch  auflösbare  Gleichung),  wenn  sich  ihre  sämtlichen 
Wurzeln  aus  den  Größen  des  Körpers  P durch  eine  endliche 
Anzahl  von  Wurzelausziehungen  finden  lassen.  Man  sieht  sofort, 
daß  die  Exponenten  bei  sämtlichen  Wurzelausziehungen  als  Prim- 


1)  Also  ohne  Adjunktion  von  Einheitswurzeln. 


§ 13.  Auflösbare  Gleichungen. 


321 


zahlen  angenommen  werden  können.  Weber,  Algebra  1,  647 
nennt  die  auflösbaren  Gleichungen,  wie  man  kürzer  statt  alge- 
braisch auflösbar  sagt,  metazyMisch. 

Die  n Wurzeln  org, ...,  einer  auflösbaren  Gleichung  lassen 
sich  stets  in  die  Form:  cc^  = r^(<p^,  cpx^i,  . . qpg,  g>i)  (t  = i, 2,  .•,«) 
bringen,  wobei  die  n Funktionen  r^  ganze  rationale  Funktionen 
ihrer  Argumente  • • •>  Koeffizienten  aus  dem  der 

Untersuchung  zugrunde  liegenden  Körper  P bedeuten.  Die  Ghrößen 
9^1?  • • -j  bestimmen  sich  hierbei  nacheinander  durch  eine 

Kette  reiner  Gleichungen:  = B^icpf)., 

9^2)»  • • •>  9>/^-  = 921  • • •>  9a-.i)- 

Die  Zahlen  t2,  . . bedeuten  Primzahlen;  die  Größen 
B.  (t  = 2, ...,  z)  sind  ganze  rationale  Funktionen  von  gog»  • • •» 
9>f«i  Koeffizienten  aus  P,  und  B-^  ist  eine  dem  Körper  P 
ungehörige  Zahl.  Man  kann  es  stets  so  einrichten,  daß  die 
Größen  gpi,  9>2j  • • •»  9ai  d.  h.  die  auftretenden  Radikale,  ganze 
rationale  Funktionen  der  n Wurzeln  von  f{z)  — 0 sind,  und 
die  Koeffizienten  dieser  Funktionen  dem  durch  Adjunktion  von 
Einheitswurzeln  erweiterten  Körper  P angehören.  Die  Größen 
, gpg  1 • • • 5 9/1  Zugrundelegung  des  Körpers  P ak- 

zessorische Irrationalitäten,  die  aber  in  dtm  durch  Adjunktion 
von  Einheitswurzeln  erweiterten  Körper  natürliche  Irrationalitäten 
sind.  Abel  hat  in  seiner  grundlegenden  Arbeit  (vgl.  oben  S.  252, 
(Euvres  1,  75)  bei  der  Untersuchung  der  Form,  die  man  den 
Radikalen  9 bei  algebraisch  auflösbaren  Gleichungen  geben  kann, 
das  Auftreten  der  Einheits wurzeln  nicht  betont;  dies  geschah 
erst  durch  Jordan  {Traite,  p.  270)  und  Kronecker  {Monatsb.  d. 
Berl.  Äkad.  (1879),  206).  Daß  die  bei  der  Lösung  der  Gleichungen 
dritten  und  vierten  Grades  auftretenden  Radikale  in  die  Form 
rationaler  Funktionen  der  Gl  eichungs  wurzeln  und  Einheits  wurzeln 
gebracht  werden  können,  geht  bereits  aus  Lagranges  Angaben 
in  seinen  Reflexions  hervor.  (Vgl.  S..  283  und  287.) 

Da  die  reinen  Gleichungen  sich  auf  Ab e Ische  Gleichungen 
zurückführen  lassen,  folgt: 

Damit  eine  Gleichung  auflösbar  sei,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  ihre  Behandlung  auf  eine^  Kette  irreduzibler 
Abelscher  Gleichungen  vom  Primzahlgrad  reduziert  werden  kann. 
Diese  Behandlungs weise  verdankt  man  Jordan,  Traite,  p.  386. 
Vgl.  hierzu  auch  Bendixson,  Acta  math.  27,  317  (1903). 

Eine  Gleichung  ist  dann  und  nur  dann  auflösbar,  wenn 
ihre  Galoissche  Gruppe  eine  auflösbare  Gruppe  ist.  (Vgl.  S.  199.) 

Pascal,  Eepertorium.  I.  2.  Aufl.  21 
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Hat  man  eine  im'  Körper  P auflösbare  Gleichung  f(z)  = 0 
mit  der  Galois sehen  Gruppe  QJ  der  Ordnung  deren  Kom- 
positionsreihe ÖJ,  lautet  und  deren  Index- 
reihe — , . . ,,  9f-\  infolge  der  Auflösbarkeit  aus  lauter 

9\  9t  9f~  1 ■' 

Primzahlen  besteht,  so  gestaltet  sich  die  BeJiandlimg  der  auf- 
lösbaren Gleichung  f{z)  = 0 auf  Grund  der  Galoisschen  Theorie 
folgendermaßen:  Man  bestimmt  eine  natürliche  Irrationalität 
der  Wurzeln  von  f{z)  — 0,  die  zur  Gruppe  gehört,  ebenso 
eine  natürliche  Irrationalität  die  zur  Gruppe  @2  gehört, 
usw.,  schließlich  eine  zur  Gruppe  gehörige  natürliche 

Irrationalität  der  Wurzeln  von  f(^z)  = 0 und  eine  zur 

identischen  Permutation  1 gehörige  natürliche  Irrationalität 
Dann  ist  riy  eine  rationale  Funktion  von  mit  Koeffizienten 
aus  P,  ebenso  ist  eine  rationale  Funktion  von  1^3  mit  Koeffi- 
zienten aus  P usw.,  schließlich  eine  rationale  Funktion 

von  mit  Koeffizienten  aus  P.  Die  Größe  genügt  einer 
im  Körper  P irreduziblen  einfachen  Ab e Ischen  Gleichung  vom 


Primzahlgrade 


deren  Galois  sehe  Gruppe  mit  der  Faktor- 


gruppe holoedrisch  isomorph  ist.  Nach  Adjunktion  von 

genügt  die  Größe  einer  in  dem  erweiterten  Körper  (P,  7]^) 
irreduziblen  einfachen  Abel  sehen  Gleichung  vom  Primzahlgrade 


9t  ’ 


deren  Galois  sehe  Gruppe  mit  der  Faktorgruppe  ho- 


loedrisch isomorph  ist.  Nach  Adjunktion  von  % gß^^^gt  die 
Größe  tJq  einer  irreduziblen  einfachen  Ahe  Ischen  Gleichung  vom 


Primzahlgrad  — , deren  Galois S(?he  Gruppe  mit  der  Faktor- 
9s 

gruppe  holoedrisch  isomorph  ist  usw.,  schließlich  genügt 

in  dem  durch  Adjunktion  von  riy__  j erweiterten  Körper  einer 
irreduziblen  einfachen  Abel  sehen  Gleichung  des  Grades  gf_i^ 
deren  Galois  sehe  Gruppe  mit  der  Gruppe  holoedrisch  iso- 

morph ist.  Die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  f{z).=  0 
sind  ganze  Rationale  Funktionen  von  mit  Koeffizienten  aus  P. 
Dieses  Verfahren  reduziert,  wie  es  dem  Jordan  sehen  Satz  ent- 
spricht, die  Auflösung  der  Gleichung  f(ß)  = 0 auf  eine  Kette 
von  nacheinander  zu  lösenden  einfachen  Abel  sehen  Gleichungen 
mit  Gruppen  von  Primzahlordnung,  die  mit  den  Faktorgruppen 
• • •>  ®/-i  holoedrisch  isomorph  sind.  Bei  einer 
Reduktion  auf  Gleichungen  mit  einfachen  Gruppen  sind  diese 
Gruppen  nicht  zu  vermeiden,  sie  können  eventuell  nur  in  anderer 


§ IS.  Algebraisch  auflösbare  Gleichungen. 
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Reihenfolge  auftreten.  Im  Gegensatz  zu  den  hei  der  Redulction 
auf  eine  Kette  von  reinen  Gleichungen  oben  (S.  321)  eingeführten 
(p  sind  die  Größen  Vif  V2'  ^ V/  niatürliche  Irrationalitäten  des 
Körpers  P,  ohne  daß  man  diesem  Einheitswurzeln  zu  adjun- 
gieren  braucht 

Läßt  sich  auch  nur  eine  Wurzel  einer  irreduziblen  algebra- 
ischen Gleichung  durch  Wurzelausziehwngen  finden,  so  trifft  dies 
für  alle  Wurzeln  zu^  und  die  Gleichung  ist  algebraisch  auflösbar. 
(Abel,  (Euvres  2,  221,  vgl.  auch  Selivanoff,  Acta  math.  19, 
88  (1895).) 

Aus  dem  Satz  von  Galois  (vgl.  oben  S.  210)  und  der 
Tatsache,  daß  die  Ordnung  jeder  transitiven  Permutationsgruppe 
durch  ihren  Grad  teilbar  ist,  folgt  der  Satz  von  Abel  {(Euvres  2, 
222  und  262):  Jede  auflösbare  irreduzible  Gleichung,  deren 
Chad  sich  durch  wenigstens  zwei  verschiedene  Primzahlen  teilen 
läßt,  ist  imprimitiv.  Ist  also  n durch  zwei  verschiedene  Prim- 
zahlen teilbar.,  so  zerfällt  die  vorgtligie  Gleichung  n^^  Grades 
durch  ÄdjunMion  der  Wurzeln  einer  auflösbaren  Gleichung 
Grades  in  Faktoren  Grades,  wobei  n = rs.  Die  Behandlung 
auflösbarer  Gleichungen  läßt  sich  also  auf  das  Studium  der  auf- 
lösbaren primitiven  Gleichungen  vom  Primzahlpotenzgrad  zurück- 
führen. (Vgl.  Galois,  (Euvres,  p.  51.) 

Hat  man  eine  irreduzible  primitive  auflösbare  Gleichung  des 
Primzahlpotenzgrades  so  lassen  sich  ihre  Wurzeln  stets  in  der 
Form  derartig  anordnen,  daß  die  Zahlen 

0,  1,  2,  ...,  p — 1 durchlaufen  und  alle  Permutationen  der 


Galoisschen  Gruppe  der  Gleichung  das  Aussehen 


haben;  die  Indices  ^3,  . . .,  ergeben  sich  hierbei  aus 
^1"?  • • •/  1/  durch  Substitutionen  der  Form 


2 ^2  4*  * ’ ■ 4-  “1“  + 2,  • • •,*) 

wobei  a^j  (*  = 1, 2, . . ^ = 1, 2, . . + 1)  ganze  Zahlen  mod  p mit  nicht 
verschwindender  Determinante  | a^j  | (*, ^ = 1 , 2, . . bedeuten. 

Die  Galoissche  Gruppe  einer  irreduziblen  primitiven  auf- 
lösbaren Gleichung  des  Primzahlpoienzgrades  p^  ist  also  entweder 
mit  der  allgemeinen  vollen  linearen  Kongruenzgruppe  der  Ordnung 
{p^  — 1)  {p^  — p)  {p^  — p^)  • • • {p^  — p^~'^)p^  in  'k  Variablen 
mit  ganzzahligen  Koeffizienten  mod  p oder  mit  einer  ihrer  Unter- 
gruppen isomorph.  (Vgl.  S.  247.)  Für  ifc  — 1 erhält  man  die 
von  Kronecker  sog.  metazyklische  Gruppe  des  Grades  p und 
der  Ordnung  jp(^  — l),  die  stets  auflösbar  ist.  (Vgl.  S.  213, 

21* 
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Z.  21  auf  S.  213  lies  \z^  a ßz\  statt  az  ß\).  Hieraus 
ergeben  sich  die  für  Je  = 1 gültigen  Galois sehen  Theoreme: 

Eine  irreduzible  Gleichung  vom  Primzahlgrad  ist  dann  imd 
nur  dann  auflösbar,  wenn  ihre  Wurzeln  sich  so  schreiben  lassen, 
daß  ihre  Galois  sehe  Gruppe  die  metazyJdische  Gruppe  oder 
eine  ihrer  tra/nsitiven  Untergruppen  ist.  (Galois,  (Euvres,  p.  48.) 

Eine  irreduzible  Gleichung  vom  Primzahlgrad  ist  dann  und 
nur  dann  auflösbar^  wenn  alle  ihre  Wurzeln  rationale  Funictionen 
zweier  beliebiger  Wurzeln  mit  Koeffizienten  aus  dem  der  Betrach- 
tung zugrwnde  liegenden  Körper  sind.  (Galois,  (Euvres,  p.  49.) 

Hat  eine  irreduzible  Gleichung  vom  Primzahlgrad  mit  reellen 
Koeffizienten  mehr  als  eine  reelle  Wurzel,  so  ist  sie  hei  Zugrunde- 
legung eines  reellen  Körpers  sicher  nicht  auflösbar,  wenn  sie  nicht 
lauter  reelle  Wurzeln  hat. 

Aus  der  Natur  der  metazyHischen  Gruppe  und  ihrer  Unter- 
gruppen (vgl.  S.  213)  folgt: 

Jede  im  Körper  P irreduzible  auflösbare  Gleichung  vom 
Primzahlgrade  p Jeann  mittelst  zweier  irreduzibler  einfacher 


Ab el scher  Gleichungen  des  Grades  p — 1 bezw. 


P 


d 


und  des 


Grades  p gelöst  werden.  Die  Wurzeln  einer  im  Körper  P irre- 
duziblen auflösbaren  Gleichung  jO*®“  Grades  lassen  sich  nämlich 
so  anordnen,  daß  zwischen  ihnen  die  Beziehungen  stattfmden 
«1  = ©(«o)?  ^2  ^ • • - j ^0  Operation  @ 

ist  hierbei  eine  ganze  rationale  Funktion  mit  Koeffizienten  aus 
einem  Körper  (P,  9);  dieser  geht  aus  dem  der  Betrachtung  zu- 
grunde liegenden  Körper  P durch  Adjunktion  einer  Wurzel  cp 
einer  im  Körper  P irreduziblen  einfachen  Ab e Ischen  Gleichung 

des  Grades  p — 1 oder  — hervor,  wobei  8 ein  Teiler  von 

p — 1 ist.  (Krone cker,  Monatsb.  d.  Berl.  Akad.  (1853),  369.) 

Als  Endziel  der  Behandlung  algebraisch  auflösbarer  Glei- 
chungen sah  bereits  Abel  {(Euvres  2,  222 ff.,  266)  an,  Aus- 
drüejee  zu  Jconstruieren,  die  aus  dem  gegebenen  Körper  P durch 
Wurzelziehungen  hervorgehen  und  die  Doppel eigenschaft  be- 
sitzen, daß  jede  Wurzel  einer  irreduziblen  auflösbaren  Gleichung 
vorgegebenen  Grades  in  ihnen  enthalten  ist  und  sie  umgekehrt 
nur  solche  Werte  annehmen,  die  irreduziblen  auflösbaren  Glei- 
chungen des  vorgegebenen  Grades  genügen.  Eine  Lösung  des 
Problems  in  voller  Allgemeinheit  hat  für  einen  Primzahlgrad 
Krone  cker  {Monatsb.  d.  Berl.  Alzad.  (1853),  365)  ohne  Beweis 
gegeben;  der  erste  völlig  durchgeführte  Beweis  stammt  von 
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H.  Weber.  Vgl.  das  zusammenfassende  Kesultat  bei  Weber, 
Algebra  1,  694.  Vgl.  ferner  Wiman,  Acta  mafh.  27,  163 
(1903).  Die  gewöhnliche  kurze  Angabe,  daß  die  Wurzeln  jeder 
im  Körper  P irreduziblen  auflösbaren  Gleichung  jp*®“  Grades 
von  der  Form  A + + * * • + wobei  A 

dem  Körper  P angehört  und  jR^,  Bj^  die  Wurzeln  einer 

im  Körper  P einfachen  Abel  sehen  Gleichung  /i:*®“  Grades  sind, 

p — 1 

wobei  Tc  gleich  p — 1 oder  — , und  ö ein  Teiler  von  ^ — 1 

ist,  hat  den  Nachteil,  daß  der  angegebene  Ausdruck  p^-  statt 
wertig  ist.  Die  Lösung  des  Abel  sehen  Problems  der  Wurzel- 
darstellung für  auflösbare  Gleichungen,  die  nicht  vom  Primzahl- 
grad  sind,  gibt  für  den  Grad  8:  Weber,  Algebra  2,  383,  für 
den  Grad  9,  später  allgemein  für  den  Grad  p^i  Wiman,  ArMv 
för  mal,  Svensha  Vetenskapsalmdemien  1,  665  (1904),  ebenda 
3,  Nr.  27  (1907),  Verhanäl  cl  3.  Math.-Kongr.,  S.  190  (1905). 
Zu  den  auflösbaren  Gleichungen  neunten  Grades  gehören  die 
Gleichungen  für  die  neun  Wendepunkte  der  Kurven  3.  Ordnimg. 
(Vgl.  S.  247.)  Die  Herstellung  eines  Wurzelausdruckes  fifi*  die 
auflösbaren  Gleichungen  von  beliebigem  Primzablpotenzgrad  ist 
eine  noch  nicht  abgeschlossene  Aufgabe.  Vgl.  Bucht,  Arkiv 
för  mat,  5,  Nr.  23  (1909). 

Für  die  Geometrie  wichtig  ist  die  Frage:  Unter  welchen 
Bedingungen  können  die  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung 
nur  durch  Ausziehen  von  Quadratwurzeln,  also  bloß  mittelst  einer 
Kette  quadratischer  Gleichungen^  geßmden  werden.  Hierzu  ist 
notwendig  und  hinreichend.,  daß  die  Ordnung  der  Galois sehen 
Gruppe  der  Gleichung  eine  Potenz  von  2 ist  Bann  und  nur 
dann,  wenn  sich  die  Lösung  einer  geometrischen  Aufgabe  auf 
eine  solche  Gleichung  zurückführen  läßt,  können  die  in  der  Auf- 
gabe gesuchten  Größen  mittelst  Zirkels  und  Lineals  allein  gefunden 
werden  (Descartes,  Geometrie  (1637),  livre  premier).  Von  den 
berühmten  geometrischen  Problemen,  die  das  Altertum  schon 
beschäftigten,  sind  das  delische  Problem  (Verdoppelung  des 
Würfels)  und  die  Trisektion  eines  beliebigen  Winkels  mit  Hilfe 
von  Zirkel  und  Lineal  allein  unlösbar;  diese  Aufgaben  führen 
nämlich  auf  irreduzible  Gleichungen  dritten  Grades.  Literatur: 
Die  Bücher  von  Klein  und  Enriques  (vgl.  S.  316).  Über  die 
Teilung  des  Kreises  in  n gleiche  Teile  mit  Hilfe  von  Zirkel  und 
Lineal  vgl.  S.  315. 
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§ 14  Gleichungen  fünften  und  höheren  Grades.  Einige 
funktionentheoretische  und  geometrische , nicht  alge- 
braisch auflösbare  Gleichungen  höheren  Grades. 

Zum  Mittelpunkt  für  die  Behandlung  der  Gleichungen  fünften 
Grades  kann  die  IJcosaedergleicJmng : ==  Z gewählt  werden, 

die  ausführlich  geschrieben: 

^20  __  _l_  2 2 8 — 2 2 8 — 4 9 4 

— 1728'^^Z(>9-^®  + 11  — 1)^  = 0 

lautet.  (Vgl.  oben  S.  240.)  In  dem  Körper,  der  außer  den  ratio- 
nalen Zahlen  noch  den  Parameter  Z enthält,  hat  die  Ikosaeder- 
gleichuiig  eine  Galoissche  Gruppe  der  Ordnung  4 • 60.  Nach  Äd- 
junldion  der  fünften  Einheitswurzeln  ivird  die  Ikosaedergleichung 
eine  Normalgleichung,  deren  Wurzeln  lineare  Funktionen  emer  ein- 
zigen sind  und  durch  die  bekannten  60  Kollineationen  der  Iko- 
saedergruppe SgQ  aus  ihr  hervorgehen.  Die  Galoissche  Gruppe 
wird  die  einfache  transitive  Permutationsgruppe  des  Grades  und 
der  Ordnung  60,  die  mit  der  Ikosaedergruppe  isomorph  ist 
Da  die  Ikosaedergruppe  Seo  I^iraederunter gruppen  ^^3,  adso 
Untergruppen  des  Index  5,  besitzt.,  so  existieren  für  die  Ikosaeder- 
gleichung rationale  Resolventen  fünften  Grades. 

Setzt  man  u ==  , v — — , wobei  und 

■L  -“20 

/'g  Invarianten  der  Oktaedergruppe  (vgl.  S.  239)  und  /■«.  T und 
Invarianten  der  Ikosaedergruppe  (vgl.  S.  240)  sind,  so 

hängen  u und  v von  dem  Verhältnis  -O’  = ~ ab,  und  die  Funktion 

Y — mv  nuv  genügt,  wenn  m und  n willkürliche  Größen 
sind,  einer  rationalen  Resolvente  fünften  Grades  der  Ikosaeder- 
gleichung, der  von  Klein  {Ikosaeder,  S.  106)  sog.  Hauptresölvente 

r + I-  {Sm^  + 12  ^ 


-f-  4mw® 


1 — Z 


4- 


40m®w^ 


tbmn*  -f-  4n‘ 


)-»■ 


. — z ^ (t  — zy 

Diese  Hauptresölvente  hat  in  dem  durch  die  Gleichung skoef fl- 
Zimten  bestimmtm  Körper,  nachdem  man  ihm  die  fünßen  Einheits- 
tpurzelm  adjungiert  hat  — es  genügt  sogar  die  Adjunktion  von  ]/5  — , 
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die  alternierende  Permutationsgruppe  von  fünf  Symbolen,  also  eine 
mit  der  Seo  Isomorphe  Gruppe,  mr  Galoisschen  Chuppe.^) 

Ist  eine  beliebige  Hauptgleichung  fünften  Grades,  d.  h.  eine 
Gleichung  (vgl.  S.  278)  der  Form  r®-f-.5aY^-|-5/3F+y  = 0 
gegeben,  so  sind  zur  Bestimmung  ihrer  Wurzeln  folgende  Schritte 
erforderlich: 

(l.)  Das  Ausziehen  der  Quadratwurzel  aus  der  Diskruninante 
der  Gleichung.  Adjungiert  man  diese  Quadratwurzel,  depa  durch 
die  Gleichungskoeffizienten  bestimmten  Körper,  so  hat  die  vorge- 
legte Hauptgleichung  die . alternierende  Permutationsgruppe  von 
fünf  Symbolen  zur  Galoisschen  Gruppe. 

(2.)  Nach  Adjunktion  der  Quadratwurzel  aus  der  Diskrimi- 
nan te  kann  man  die  vorgelegte  Hauptgleichung  direkt  mit  der 
Hauptresolvente  identifizieren.  Setzt  man: 


a ^-4- 


/48l^ 


so  drücken  sich  m,  w,  Z aus  diesen  Gleichungen  rational  durch 
«,  jS,  y und  die  Quadratwurzel  der  Diskriminante  aus;  die  nume- 
rischen Koeffizienten  sind  abgesehen  von  ]/5  rationale  Zahlen  (vgl. 
Klein,  Ikosaeder,  S.  192). 

(3.)  Bestimmung  einer  Wurzel  %•  der  Ikosaedergleichung 
JBT® 

= Z,  deren  rechte  Seite  nach  (2)  zu  finden  ist. 

(4.)  Y ==  mv{tl)  -f  ww('9')t;('9’)  liefert  die  Wurzeln  der  vor- 
gelegten Hauptgleichung,  hierbei  bedeuten  m und  n die  nach  (2) 
bestimmten  Werte  und  u und  v sind  die  oben  angegebenen  Funk- 
tionen von  <9'.  Um  die  Wurzeln  einer  Hauptglcichung  fünften 
Grades  zu  bestimmen,  sind  also  außer  rationalen  Operationen  und 
dem  Ziehen  der  Quadratwurzel  aus  der  Zahl  5 (Operation  (2))  nur 
das  Ausziehen  der  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  (Opera- 
tion (1))  und  die  Bestimmung  einer  Wurzel  der  Ikosaedergleichung 
(Operation  (3))  erforderlich. 


1)  Die  Hauptresolvente  ist  auch  ohne  Adjunktion  von  |/5  eine 
rationale  Resolvente  der  Ikosaedergleichung ; bei  Unterlassung  der 
Adjunktion  von  j/ö  hat  sie  die  symmetrische  Gruppe  von  fünf  Buch* 
staben  zur  Galoisschen  Gruppe. 
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Um  die  Operation  (3)  zu  leisten,  muß  man  den  algebraischen 
Bereich  verlassen;  denn  die  Bestimmung  der  Ikosaederirrationalität  & 
ist  transzendenter  Natur.  Sie  kann  mittels  hypergeometrischer 
Reihen  oder  elliptischer  Modulfunktionen  geschehen. 

Die  hypergeometrische  Reihe 


x^F(a,  = 


genügt  der  Gaußschen  Differentialgleichung: 


Z(l  — Z)  + (y  — (a  + ß 4-  ~~ 


CC 

Der  Quotient  ^ irgend  zweier  partikulärer  Integrale  dieser 

linearen  homogenen  Differentialgleichung  befriedigt  die  Differen- 
tialgleichung 3.  Ordnung: 


3 /^'Y=  ^ -J_ 

2 \V/  “ 2(1  —i)*  + 


2Z*  2Z{1  — Z)  ’ 


hierbei  bedeuten,  falls  a,  y reell  vorausgesetzt  werden,  die 
Größen  — , — , — der  Reihe  nach  die  absoluten  Beträge  von 
\y  — cc  — ß\,  |l  — y|  und  | a — ^ | . Das  allgemeine  Integral  der 
Differentialgleichung  lautet  wobei  a,b,  c,  d Integrations- 


konstanten sind.  Jedes  partikuläre  Integral  -ff  der  Differential- 
gleichung 3.  Ordnung  vermittelt  die  konforme  Abbildung  der 
positiven  Halbebene  der  Variablen  Z auf  die  Fläche  -O*  eines  von 


Kreisen  begrenzten  Dreiecks  mit  den  Winkeln  — , — , — . Das 


spezielle  Wertsystem  Vj  = 2,  Vg  — Gauß- 

sche Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Funktion 


f/H  _A  A 

V60’  60’  3 ’ 

entspricht,  steht  in  innigster  Beziehung  zu  der  durch  ein  Ikosaeder 
bewirkten  Kugeieinteilung  in  120  abwechselnd  kongruente  und 

symmetrische  sphärische  Dreiecke  mit  den  Winkeln  Die 

Jfffi  2 o O 

Funktion  Z ==  - vermittelt  nämlich  die  konforme  Abbildung 

nZofi^  ^ yg  gg 

der  Fläche  ff  eines  sphärischen  Dreiecks  mit  den  Winkeln— , 

auf  die  positive  Halbebene  der  Z.  Die  Ikosaederirrationalität  läßt 
sich  daher  als  Quotient  zweier  geeigneter  partikulärer  Lösungen 
der  Gaußschen  Differentialgleichung  finden,  also  .mittels  hyper- 
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geometrischer  Beihen  hestimmen.  (Vgl.  die  grundlegende  Arbeit 
von  H.  A.  Schwarz,  Journ.  f.  Math.  75,  292  (1873),  Ges. Äbhdlgn., 
Berlin  1890,  2,  211,  Klein,  Math.  Ann.  12,  512  (1877).) 

Um  die  ITcosaederirrationalität  durch  elliptische  Modulfwnk- 


tionen  auszudrücken,  setze  man  .Z  = J (cö) 


gl  (<»11 

A(g)i,  Wj)’ 


wobei  J 


die  absolute  Invariante,  g^  und  A homogene  transzendente  Funk- 
tionen (—  4)*®'  und  (—  12)*®*’  Dimension  aus  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Funktionen  sind,  und  bestimme  hieraus  oo.  (Wie  dies 
geschehen  kann,  vgl.  Klein,  Math.  Ann.  14,  111  (1879).)  Ist 

JC 


Jacobischer  Bezeichnung,  so  ergibt  sich  die 
Ikosaederirrationalität  & als  Quotient  zweier  elliptischer  Theta- 
reihen in  der  Form: 


(Klein,  Math.  Ann.  61,  560  (1905)).  Die  Benützung  dieser  Formel 
an  Stelle  von  Reihen,  die  der  Gaußschen  Differentialgleichung 
genügen,  kommt  auf  einen  Umweg  hinaus,  wie  wenn  man  sich 
zur  Lösung  der  reinen  Gleichung  = a des  Logarithmus  be- 


s als  Numerus  zu  — l a be- 
n 


dient,  zuerst — la  berechnet  und  dann 
’ n 

stimmt  (vgl.  S.  254). 

Da  die  Ikosaeder  gruppe  Diederxmtergruppen  also  Unter- 

gruppen des  Index  6,  besitzt,  so  existieren  für  die  Ikosaeder- 
gleichtmg  auch  rationale  Besolventen  sechsten  Grades.  Setzt  man 

hx\x\H^Q  a.  _ 


so  genügt  die  von  dem-  Quotienten  ff 


x^ 


hängige  Größe  cp  der  Gleichung  (vgl.  Klein,  S.  134f.); 


9®  — lOZcp^  + 12Z2g,  -f  5Z2  = 0. 


Die  Gal ois sehe  Gruppe  dieser  Gleichung  sechsten  Grades  ist 
bei  Adjunktion  der  fünften  Einheitswurzeln  — es  genügt  sogar 
schon  die  Adjunktion  von  ]/^  — die  der  Primzahl  p = 5 
entsprechende  Modulargruppe  (^p  -f-  l)*®“  Grades  der  Ordnung 

2 welche  mit  holoedrisch  isomorph  ist  (vgl.  S.  253 
u.  214).^)  Setzt  man  ^ — ^ ^^id  — -J-,  so  erhält  man  für 


1)  Ohne  Adjunktion  von  ]/5  ist  die  Gleichung  sechsten  Grades 
für  9 auch  eine  rationale  Resolvente  der  Ikosaedergleichung;  ihre 
Gäl ois  sehe  Gruppe  ist  bei  Unterlassung  der  Adjunktion  von  der 
Ordnung  120. 
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die  Unbekannte  ^ die  in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
auftretende  Gleichung: 


:12 


, 10 
+ Ä^ 


12^ 

A* 


die  durch  — r— befriedigt  wird.  (Kiepert,  Journ.  f. 

Math.  87,  114  (1879).)  Führt  man  in  dieser  Gleichung  w 
ein,  so  erhält  man: 


fi  . 10  q 

^ 


1*2 ö's  , 5 

Ä?  “ H-  ^ 


Diese  Gleichung  gehört  zum  Typus  der  sog.  allgemeinen  Jacob i- 
sehen  Gleicfnmgen  sechsten  Grades.  Hienmter  versteht  man  Glei- 
chungen sechsten  Grades,  bei  denen  sich  die  Quadratwurzeln  ihrer 
sechs  mit  w«,  ^25  ^4  bezeichneten  Wurzeln  als  lineare 

Funktionen  von  drei  Parametern  Ag,  in  der  bereits  von 

Jacobi  (Journ.  f.  Math.  3,  308  (1828),  Ges.  Werke  1,  261)  an- 
gegebenen Form: 

= 1/5  Ag,  Yu^  = Ag  £”*Ai  + A2  = 0, 1, 2, 3,4) 

darstellen  lassen,  wobei  s eine  primitive  fünfte  Einheitswurzel  ist. 
Die  von  Brioschi  (vgl.  die  Angaben  auf  S.  255,  sowie  die  Dar- 
stellung bei  Klein,  Ikosaeder,  S.  150)  aufgesteüte  allgemeine 
Jacobische  Gleichung  sechsten  Ghades  mit  den  Wurzeln  Uoo,  Wg, 
%,  W4  lautet: 

(u  - Äf  - 4:Ä(u  - Äf  + 10B(u  - Ay  - C(u  - Ä) 

+ 6B^-ÄC=0‘, 

hierbei  ist:  . 

^ = Ag^  -f  A^Ag, 

B = 8AgMiA2  - -f-  A^^Ag^  - Ag(A,5  + Ag^), 

c = ^20AyAyAy  - uoA^^A^Ay  -f  20AyAyAy  -f  ^a^a^ 

-4Ag(32Ag^^20Ag2AiAg  + 5AyAg^).(A/-fA|)-fA/HA^o 


Eliminiert  man  die  Parameter  Ag,  A^,  Ag  aus  der  oben  für  die 
Gleichungswurzeln  gegebenen  Darstellung,  so  erhält  man  folgende 
zwischen  den  Wurzeln  bestehende  Relationen: 
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v% + v^i + y^2 + v^3 + v^4 =v^^ooy 
1/^0+ 4“ 

Vh-^  €*1/«1  + £>/^^  4-  6^]/%  + |/?^4  = 0 . 


Der  Nachweis,  ivie  man  aus  der  allgemeinen  Gleichung  fünften 
Grades  nach  Adjimlcüon  der  Quadratwurzel  ihrer  Dishriminante 
allgemeine  Jacohische  Gleichungen  sechsten  Grades  als  rationale 
Resolventen  herleiten  Jearm,  %md  der  Zusammenhang  spezieller  Ja co- 
bischer  Gleichungen  mit  der  Theorie  der  elliptischen  FmiJctionen 
bildet  den  Kern  der  KronecJcerschen  und  Brioschischen  Unter- 
suchungen über  die  Gleichungen  fünften  Grades.  Eine  Ja c ob i sehe 
Gleichung  mit  .4  = 0 hat  Kronecker  seiner  Auflösung  der 
Gleichung  fünften  Grades  {C.  B.  (1858))  zugrunde  gelegt.  (Vgl. 


Klein,  Math. Mn.  U,  147  (1879).)  .1  = 0,  S = 0=  + ^ 


liefert  auch  die  oben  angeführte  spezielle  Gleichung  sechsten  Grades 
aus  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen,  von  der  wir  aus- 
gingen. Die  Jacobi sehen  Gleichungen  für  j5  = 0 charakterisieren 
nach  Brioschi  die  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
stammenden  MultipUJcatorgleichungen.  Die  spezielle  .B  = 0,  A = 1, 
0 = — 256A;^(l  — Jc^)  entsprechende  Jacobische  Gleichung  ver- 
wendet Brioschi  zur  Lösung  der  Gleichung  fünften  Grades  (vgl. 
S.  255). 

Die  allgemeine 'Jacobi sehe  Gleichung  sechsten  Grades  hängt 

B C 

von  zwei  wesentlichen  Parametern.^  nämlich  und  ^ ab,  wie 
ihre  Form; 


lehrt,  wenn  man  ^ ^ setzt.  Hingegen  hängt  die  Ikosaeder- 


gleichung nur  von  einem  Parameter  ab.  Das  gleiche  trifft  auch 
für  die  speziellen  Jacobi  sehen  Gleichungen  zu,  die  -4  = 0 bezw. 
jB  = 0 entsprechen  und  die  wir  durch  die  elliptischen  Punk- 
tionen beherrschen.  Die  4.  = 0 entsprechende  Jacobische  Glei- 
chung sechsten  Grades  lautet: 


-f-  lOBu^  - Cm  + 5JB*  = 0 
9)«  — lOZqA  -f  12Z^(p  -f  54«  =»  0, 


oder 
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wenn  = — Z = gesetzt  wird.  Die  letztere 

Gleichung  ist  die  Ausgangsgleichung'  auf  Seite  329. 

Die  Hauptgleichmg  + -j-  5ßY  y ===  0 hat,  wenn 

die  fünften  Einheit stvur sein  als  bekannt  gelten,  nach  Adjimhiion 
der  Quadratwurzel  ihrer  DisJcriminante  die  Ikosaedergleichung  zur 
rationalen  Eesolvente.  Für  die  allgemeine  Gleichung  fünften  Grades 
gilt  folgender  von  Krone  cker  {Monatsber.  d.  Berl.  Äkad.  (1861), 
609)  stammende  und  zuerst  von  Klein  (Ikosaeder),  dann  von 
Gordan  (Math.  Ann.  29,  318  (1887),  vgl.  auch  Weber,ud?^c&ra  2, 
470)  bewiesene  Satz:  Ohne  Einführung  akzessorischer  Irrationali- 
täten ist  es,  wenn  auch  alle  numerischen  Konstanten  als  bekannt  gelten, 
selbst  nach  Adjunktion  der  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante 
unmöglich,  aus  der  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  Jacobi- 
sche  Gleichungen  mit  nur  einem  Parameter  oder  überhaupt  ratio- 
nale Eesolventen  mit  nur  einem  Parameter  abzuleiten.  Um  die 
Wurzeln  einer  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  zu  finden,  kann 
man  die  vorgelegte  Gleichung  zuerst  durch  Ziehen  einer  Quadrat- 
wurzel auf  eine  Hauptgleichung  reduzieren  (vgl,  S.  278).  Dieses 
Ziehen  einer  Quadratwurzel  geht  bei  einer  allgemeinen  Gleichung 
fünften  Grades  den  mit  (l)~(4)  numerierten  Operationen  voraus, 
die  icir  S.  327  zur  Bestimmung  der  Wurzeln  einer  Hauptgleichung 
fünften  Grades  angaben.  Diese  bei  der  Behandlung  einer  all- 
gemeinen Gleichung  fünften  Grades  noch  hinzutretende  Quadrat- 
wurzel ist  eifne  akzessorische  Irrationalität  (vgl.  S.  301) ; diese  trägt 
nicht  zur  Erniedrigung  der  Galoisschen  Gruppe  der  Gleichung  bei. 
Eine  solche  akzessorische  Irrationalität  ist  nach  dem  Kronecker- 
schen  Satze  nicht  zu  vermeiden,  wenn  man  mit  emparametrigen 
Gleichungen  arbeiten  will.  Bei  der  Lösung  der  allgemeinen  Glei- 
chung fünften  Grades  durch  Jacobische  Gleichungen,  die  .4  = 0 
bezw.  B = 0 entsprechen,  tritt  daher  auch  notwendigerweise  eine 
akzessorische  Irrationalität  auf. 

Für  die  Gleichungen  fünften  Grades  vgl.  man  außer  der  im 
voraufgehenden  und  auf  S.  253  ff.  zitierten  Literatur  den  Artikel 
von  Wim  an.  Endliche  Gruppen  linearer  Substitutionen  in  der 
Enzyklopädie  der  math.  Wiss.  1,  522,  ferner  Scheibner,  Bei- 
träge zur  Theorie  der  linearen  Transformationen,  Leipzig  1907. 
Zur  Einführung  vgl.  man:  Vivanti,  Funzioni  poliedriche  e mo- 
dülari,  Mailand  1906,  Netto,  Algebra  2,  487,  Bianchi,  Lezioni 
dei  gruppi  etc.,  p.  234. 

Hat  man  eine  Gleichung  beliebigen  Grades,  so  kann  man 
sie  nach  der  Galoisschen  Theorie  zunächst  stets  durch  eine  Kette 
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von  Gleichungen  mit  einfachen  Galois sehen  Gruppen  ersetzen 
(vgl.  S.  303).  Für  die  Behandlung  einer  Gleichung  f{z)  — 0 be- 
liebigen Grades  mit  einfacher  Galois  scher  Gruppe  ^ hat  Klein, 
(Math.  Ann,  15,  251  (1879),  vgl.  auch  Weber,  Algebra  2,  235) 
folgendes  Y er  fahren  angegeben:  Für  die  Gruppe  % gibt  es,  wie 
für  jede  Gruppe  eine  Gnippe  linearer  homogener  Substitutionen 
von  niedrigstem  Grade  ja,  die  mit  @ isomorph  ist.  {Kleinsches 
Normalproblem,  vgl.  S.  232.)  Aus  den  Wurzeln  der  vorgelegten 
Gleichung  f{z)  ==  0 kann  man  stets  ganze  homogene  Funktionen 
büden,  und  zwar  genau  in  der  oben  definierten  Zahl  fi,  daß  sich 
diese,  wenn  die  Wurzeln  von  f{p)  — 0 den  Permutationen  der 
Gruppe  Ö)  unterworfen  werden,  nach  einer  mit  % isomorphen 
linearen  homogenen  Substitutionsgruppe  F des  Grades  g trans- 
formieren. (Vgl.  auch  Burkhardt,  Math.  Ann.  41,  309  (1893).) 
Mit  der  Gruppe  F ist  wie  mit  jeder  Gruppe  linearer  homogener 
Substitutionen  das  auf  S.  228  besprochene  sog.  Kl  ein  sehe  Formen- 
Problem  verbunden,  nämlich  aus  den  Invarianten  der  Gruppe 
F die  Variablen  zu  berechnen.  Hierbei  gelangt  man  zu  einer 
Normalgleichung,  deren  Grad  gleich  der  Ordnung  von  F ist  und 
deren  Galois  sehe  Gruppe  mit  F holoedrisch  isomorph  ist.  Die 
Behandlung  der  Gleichung  fiß)  = 0 wird  durch  die  angegebene 
Normalgleichung  oder  eine  andere  mit  ihr  äquivalente  rationale 
Resolvente  ersetzt.  Existiert  eine  zu  der  Gruppe  @ holoedrisch 
isomorphe  Kollineationsgruppe  des  Grades  g.,  wobei  g'  kleiner 
als  g ist,  und  will  man  die  Behandlung  der  Gleichung  f{s)^0 
mittels  dieser  Kollineationsgruppe  durchführen,  so  wird  die  Ad- 
junktion akzessorischer  Irrationalitäten  erforderlich. 

Hat  man  eine  einfache  Abel  sehe  Gleichung  f{p)  — 0 (vgl. 
S.  306)  mit  den  Wurzeln  «j,  deren  Galoissche 

Gruppe  % aus  der  zyklischen  Permutation  (7  = (w^,  «g,  . . .,  a^) 
und  ihren  Potenzen  besteht,  so  wird  die  fragliche  lineare  ho- 
mogene Substitutionsgruppe  F vom  Grade  g = 1.  Ist  £ eine 
primitive  n^  ^Einheitswurzel  und  adjun  giert  man  diese  dem 
durch  die  Koeffizienten  von  /*(^)==0  bestimmten  Körper,  so 
stellt  die  in  dem  erweiterten  Körper  natürliche  Irrationalität 
==  («1  -f-  £ «2  + -\ h ganze  rationale  Funk- 

tion der  Wurzeln  von  /‘(^^) =0  dar,  die  bei  der  Permutation  in 
(x  = 1, 2, . . .,»)  übergeht.  Einfacher  verwendet  man  die  sich  mit  Y^  kogre- 

dient  transformierende  Größe  Z.  ^ : — 

...-f 

Die  Invariante  dieser  Gruppe  in  einer  Variablen  ist  Die 

Bestimmung  von  Z^  kommt  auf  das  Ziehen  einer  Wurzel  ans 
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der  bekannten  Größe  1:  (cfj  -f-  £«2  H“  H heraus. 

Die  Größe  ist  die  Lagrangesche  Resolvente  (vgl.  S.  307).  JDie 

durch  Wurzelzeichen  lösbaren  Gleichungen  umd  auch  nur  sic  allem 
führen  auf  Formenpröbleme  ersten  Grades. 

Bei  der  nicht  algebraisch  auflösbaren  Gleichung  niedrigsten 
Grades,  der  Gleichu/ng  fünften  Grades,  liegt  es  so:  Nach  Adjunk- 
tion der  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  hat  sie  die  altee- 
nierende  Gruppe  von  fünf  Symbolen  zur  Gal ois sehen  Gruppe.  Dr* 
Gruppe  linearer  homogener  Substitutionen  niedrigsten  Gradeis 
die  mit  dieser  einfachen  Gruppe  der  Ordnung  60  isomorph  islt 
ist  eine  solche  des  Grades  3,  die  ternäre  Ikosaedergruppe  (vgl. 
S.  242).  Das  Kleinsche  Formenproblem  wird  ungefähr  gleich- 
bedeutend mit  dem  Studium  der  allgemeinen  Jacobi sehen  Glei- 
chungen sechsten  Grades.  (Klein,  Math.  Ann.  15,  259  (1879), 
Ikosaeder,  S.  211).  Da  es  keine  einfache  binäre  Gruppe  linearer 
homogener  Substitutionen  60.  Ordnung  gibt,  erfordert  die  Be- 
handlung der  Gleichung  fünften  Grades  mit  Hilfe  der  binären 
Kollineationsgruppe  die  Zuziehung  einer  akzessorischen  Qua- 
dratwurzel. 

Die  allgemeine  Gleichung  sechsten  Grades  hat  nach  Adjunk- 
tion der  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  die  alternierende 
Gruppe  von  sechs  Symbolen  zur  Gal  ois  sehen  Gruppe.  Die  Val  en- 
tinersche  Gruppe  (vgl.  S.  242)  ist  die  Kollineationsgruppe  nie- 
drigsten Grades  3,  die  mit  der  einfachen  Gruppe  der  Ordnung 
360  isomorph  ist.  Die  Valentinersche  Gruppe  ist  mit  keiner 
Gruppe  linearer  homogener  Substitutionen  in  drei  Variablen  iso" 
morph.  Unter  Zuziehung  akzessorischer  Irrationalitäten  läßt  sich 
die  Auflösung  der  Gleichung  sechsten  Grades  mit  der  Valentiner- 
schen  Gruppe  in  Zusammenhang  bringen  (vgl.  Klein,  Journ.  f. 
Math.  129,  151  (1905),  Gordan,  Math.  Ann.  61,  453  (1905), 
Lachtin,  Math.  Ann.  56,  445  (1903)). 

Ehe  die  Valentin  er  sehe  Gruppe  entdeckt  war,  hfiben  Maschke 
(Bend.  Lincei  181  (1888))  und  Brioschi,  Acta  math.  12,  83 
(1889)  und  Ann.  de  Vecole  normale  (3)  12,  343  (1895)  die  Wurzeln 
der  Gleichung  sechsten  Grades  durch  hyperellip tische  -O'-Nu  11  werte 
ausgedrückt,  analog  wie  man  die  Wurzeln  der  Gleichung  fünften 
Grades  durch  elliptische  Modulfunktionen  bestimmen  kann.  Der 
tiefere  Grund  hierfür  liegt  darin,  daß  die  Gruppe  der  Borchardt- 
schen  Moduln  Öin52o  eine  invariante  Untergruppe  der  Ordnung 
16  besitzt  und  daher  mit  der  symmetrischen  Gruppe  06i  von 
sechs  Symbolen  meroedrisch  isomorph  ist.  (Vgl.  S.  243.) 
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Da  die  alternierende  Gruppe  2(7,  von  sieben  Symbolen  mit 

einer  quaternären  Kollineationsgruppe  holoedrisch  isomorph  ist, 
so  kann  die  allgemeine  Gleichung  siebenten  Grades  mit  einer  quater- 
nären Kollineationsgruppe  in  Zusammenhang  gebracht  werden, 
(vgl.  S.  236  u.  243,  sowie  Klein,  Math.  _Ann.  28,  499  (1887)). 
Auch  die  Gleichung  sechsten  Grades  kann  mit  einer  quaternären 
Kollineationsgruppe  behandelt  werden,  da  die  symmetrische 
Gruppe  @g,  von  sechs  Symbolen  mit  einer  solchen  holoedrisch, 
isomorph  ist  (vgl.  Klein,  Math.  Ann.  28,  499  (1887).)  Für 
die  Gleichung  siebenten  Grades  ist  die  quaternäre  Kollineations- 
gruppe die  niedrigste  mögliche,  hingegen  nicht  für  die  Gleichung 
sechsten  Grades  (vgl.  oben).  Sowohl  die  mit  ©gi  auch  mit 

¥ 

holoedrisch  isomorphen  quaternären  Kollineationsgruppeu  er- 
fordern, wenn  man  zu  einer  homogenen  linearen  Substitutions- 
gruppe übergeht,  die  doppelte  Zahl  von  Substitutionen.  Die 
Behandlung  der  Gleichungen  sechsten  und  siebenten  Grades  auf 
diesem  Wege  erfordert  daher  akzessorische  Irrationalitäten. 

Die  allgemeinen  Gleichungen  achten  und  höheren  Grades 
können,  wenn  n der  Grad  der  Gleichung  ist,  mit  keiner  Kollinea- 
tionsgruppe  von  niedrigerem  als  {n  — l)^®"*  Grade  in  Zusammen- 
hang gebracht  werden  (Folgö  des  Satzes  von  Wim  ann,  vgl. 
S.  235).  I^ie  allgemeine  Gleichung  w*®“  Grades  läßt  sich  sofort 
auf  ein  Formenproblem  {n  — 1)*®*^  Grades  reduzieren,  indem  ng^n 
die  zu  permutierenden  Größen  der  Bedingung  unterwirft,  daß  ihre 
Summe  verschwinden  soll.  Die  allgemeine  Gleichwng  n^^”  Grades 
gestattet  daher  für  w ^ 8 keine  Reduktion  auf  einfachere  Formen 
Probleme;  die  fraglichen  Gleichungen  bilden  ihre  eigenen  Normal- 
probleme. 

Eine  Bestimmung  der  Wurzeln  der  allgemeinen  Gleichung 
n*®“  Grades  durch  transzendente  Funktionen  geben  die  Aufsätze 
von  Lindemann,  Gött.  Nachr.  (1884)  und  (1892). 

Über  spezielle y nicht  algebraisch  auflösbare  Gleichungen  mögen 
folgende  Angaben  gemacht  werden:  Daß  gewisse  aus  der  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen-  stammende  Gleichungen  (^p  -j-  l)^ 
Grades  {p  ungerade  Primzahl)  die  Modulargruppe  der  Ordnung 
1)  als  Galoissche  Gruppe  besitzen,  hat  bereits  Galois 
{CEuvres,  p.  27)  gezeigt  (vgl.  S.  253).  Kronecker  {Monatsber. 
d.  Berl.  Akad.  (1861)  615,  (1879)  220)  hat  dann  die  Aufmerk- 
samkeit auf  die  allgemeinen  Gleichungen  (p  -f- 1)'®”  Grades  {p  un- 
gerade Primzahl)  mit  der  Modulargruppe  als  G aloisscher  Gruppe 
gelenkt.  Für  jp  = 3,  5,  7 und  11  und  auch  nur  für  diese  Werte 


336  Kapitel  IV.  Algebraische  Gleichungen. 

haben  die  fraglichen  Gleichungen  vierten,  sechsten,  achten  und 
zwölften  Grades  infolge  der  Eigenschaften  der  Modulargruppe  (vgl. 
S.  215,  letzte  Zeile)  rationale  Resolventen  dritten,  fünften,  siebenten 
und  elften  Grades.  Die  Behandlung  jeder  Gleichung  siebenten 
und  achten  Grades,  deren  Galoissche  Gruppe  eine  einfache 
Gruppe  der  Ordnung  168  ist  (i>  ==  7 entsprechend),  läßt  sich 
auf  das  Eormenproblem  einer  ternären  linearen  homogenen  Sub- 
stitutionsgruppe der  Ordnung  168  zurückführen  (vgl.  S.  242). 
Ebenso  kann  die  Behandlung  jeder  Gleichung  11.  und  12.  Grades 
mit  einer  einfachen  Galois sehen  Gruppe  der  Ordnung  660  (p  = 11 
entsprechend)  auf  das  Formenproblem  einer  quinären  linearen 
homogenen  Substitutionsgruppe  zurückgeführt  werden;  die  Kolli- 
neationsgruppe  niedrigsten  Grades,  die  mit  der  p = 11  ent- 
sprechenden Modulargruppe  isomorph  ist,  geht  nämlich  aus  einer 
quinären  Gruppe  linearer  homogener  Substitutionen  derselben 
Ordnung  hervor  (vgl.  S.  244).  Für  alle  Gleichungen  siebenten 
und  achten  Grades  mit  einer  einfachen  Galoisschen  Gruppe 
der  Ordnung  168  hat  Klein  (Math.  Ann.  15,  265  (1879))  be- 
wiesen, daß  sie  sich  unter  Heranziehung  einer  akzessorischen 
Hilfsgleichung  vierten  Grades  mittels  der  speziellen,  durch  die 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen  gelieferten  Modulargleichung 
lösen  lassen.  (Rechnerische  Ausführung  bei  Gordan,  Literatur 
auf  S.  242  bei  der  Kleinschen  Gruppe.) 

Die  Dreiteilung  der  hyper elliptischen  Funktionen  liefert  eine 
Gleichung  27.  Grades  mit  einer  Galoisschen  Gruppe  der  Ordnung 
51 840 f die  eine  invariante  einfache  Untergruppe  der  Ordnung 
25920  besitzt.  Die  Lösung  jeder  Gleichung  27.  Grades  mit  einer 
derartigen  Galoisschen  Gruppe  der  Ordnung  51840  läßt  sich 
auf  die  obige  Gleichung  aus  der  Theorie  der  hjperelliptischen 
Funktionen  zurückzuführen.  Zu  dieser  Gattung  von  Gleichungen 
gehört  im  besonderen  aiich  die  Gleichwng  27.  Grades  für  die 
27  Geraden  einer  allgemeinen  Fläche  dritter  Ordnung.  (Literatur- 
angaben oben  auf  S.  244.) 

Die  Gleichung  16.  Grades  für  die  16  Knotenpunkte  einer 
Kummer  sehen  Fläche  hat  eine  Galoissche  Gruppe  der  Ordnung 
11520,  die  eine  invariante  Untergruppe  der  Ordnung  16 
besitzt.  Die  Quotienten  gruppe  ÖJii52o/®i6  ^st  mit  der  symmetri- 
schen Permutationsgruppe  in  sechs  Symbolen  holoedrisch  isomorph, 
und  die  Gleichung  16.  Grades  kann  mit  Hilfe  der  allgemeinen 
Gleichung  sechsten  Grades  und  vier  Quadratwurzelausziehungen 
gelöst  werden  (Literatur  oben  auf  S.  243).  Hingegen  erfordert 
die  Gleichung  16.  Grades  für  die  16  Geraden  einer  Fläche 
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4.  Ordnung  mit  einem  Doppelkegelschnitt  außer  der  Auflösung  qua- 
dratischer Gleichungen  nur  die  Lösung  einer  allgemeinen  Glei- 
chung fünften  Grades.  Die  Ordnung  der  Galois sehen  Gruppe 
dieser  Gleichung  16.  Grades  ist  16.  5!.  (Jordan,  Traite^  p.  309, 
Klein,  Math.  Ann.  4,  357  (1871),  Pereno,  AnnaU  di  maf. 
(2)  21,  57  (1893).) 

Die  ^8  Doppeltangenten  einer  allgemeinen  Kurve  4.  Ord- 
nung hängen  von  einer  Gleichung  28.  Grades  mit  einer  ein- 
fachen Galoisschen  Gruppe  der  Ordnung  1451520  ab  (vgl. 

5.  249).  Die  Verallgemeinerung  dieses  Problems  ist  folgende: 
Ist  eine  Kurve  n*^^  Ordnung  ohne  Doppelpunkte  vom  G-e- 
schleehte  p == -\(n  — l)(w  — 2),  so  hängt  die  Bestimmung  der 
2^-1  (2^—  l)  Kurven  der  Ordnung  n — 3,  die  die  gegebene  in 
^n{n  — 3)  Punkten  ßiveipunktig  berühren,  von  einer  Gleichung 
2P-i(2^ — l)*^”  Grades  ab.  Die  Untersuchung  der  zugehörigen 
Galoisschen  Gruppe  bei  Jordan,  TraitSj  p.  329,  Dickson, 
Trans.  Am.  M.  S.  3,  38  und  377  (1902),  Annals  of  math.  (2) 

6.  141  (1'905).  Weiteres  über  Gruppen  geometrischer  Glei- 
chungen bei  Jordan,  Tratte.,  p.  301,  Maillet,  G.  B.  138,  890 
(1904),  Ann.  de  loulouse  (2)  6,  277  (1904),  E.  Pascal,  Annali 
di  mat.  (2)  20,  269  (1893),  21,  85  (1893). 

§ 15.  Bestimmung  der  Anzahl  der  reellen  und 
komplexen  Wurzeln  einer  Gleichung. 

Kine  Gleichung  f(z)  ==  -f-  • * • + = 0 mit 

reellen  Koeffizienten  hat  zwischen  zwei  reellen  Zahlen  A und  B 
eine  gerade  {einschl.  O)  oder  eine  ungerade  Anzahl  von  Wurzeln, 
je  nachdem  f{A)  und  f{B)  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen 
haben;  hierbei  ist  jede  Wurzel  entsprechend  ihrer  Vielfachheit 
zu  zählen.  Für  reelle  Größen  J.,  deren  absoluter  Betrag  ge- 
nügend groß  ist,  entscheidet  über  das  Vorzeichen  von  f{A)  das 
erste  Glied  a^A^. 

Eine  Gleichung  ungeraden  Grades  mit  reellen  Koeffizienten 
hat  stets  wenigstens  eine  reelle  Wurzel.  IsD)  signipf^  = — sign  (a^), 
so  hat  die  Gleichung  wenigstens  eine  positive  Wurzel  und,  wenn 
n eine  gerade  Zahl  ist,  auch  noch  wenigstens  eine  negative 
Wurzel. 

Ist  f(z)  eine  gemze  Funktion  mit  reellen  Koeffizienteny  f{z) 
ihre  erste  Abgeleitete  und  durchläuft  z die  reelle  Zahlenreihe  von 


1)  sign  = Vorzeichen. 

Pascal,  Bepertorium.  1.  2.  Aofl. 
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— Oü  his  + oo , so  gellt  der  Quotient  hei  seinem  Verschwinden 

jedesmal  von  einem  negativen  Wert  zu  einem  positiven  über. 

Hieraus  folgt  der  Satz  von  Rolle,  Tratte  d'algebre  (1690), 
2tes  Kap.  6,  vgl.  auch  Lagrange,  (Euvres  8,  190 — 199: 

Sind  A imd  B zwei  unmittelbar  aufeinanderfolgende  reelle 
Wurzeln  emer  Gleichung  f(z)  = 0 mit  reellen  Koeffizienten,  so 
liegt  zwischen  A und  B (die  Grenzen  sind  nicht  mitzuzählen) 
eine  ungerade  Zahl  von  Wurzeln  (mehrfache  Wurzeln  sind  ihrer 
Vielfachheit  nach  zu  zählen)  der  Gleichwng  f'(ß)  = 0,  also  min- 
destens eine. 

Korollare  zum  Satz  von  Rolle:  I.  Hat  die  Gleichung 
f{z)  — 0 mit  reellen  Koeffizienten  p reelle  Wurzeln,  so  häd.  die 
Gleichung  f{z)  ~ 0 stets  q l'+  2Ä;  reelle  Wurzeln,  wobei  0 
ist.  II.  Ztvischen  zwei  aufeinanderfolgenden  reellen  Wurzeln  der 
Gleichung  f iß)  ==  0 kann  höchstens  eine  Wurzel  von  f{z)  ==  0 
gelegen  sein.  Den  Satz  II  benützt  Rolle,  um  Grenzen  für  die 
reellen  Gleichungswurzeln  zu  finden.  Vgl.  auch  Lagrange,  a.  a. 0. 

Aus  dem  Satze  von  Rolle  ergibt  sich  das  Theorem  von 
(Meditationes  alg ehr aicae  {1110),  vgl.  Cajori  bei  Cantor, 
Vorl.  über  Geschichte  der  Math.  4,  106):  Sind  A und  B zwei 
unmittelbar  aufeinanderfolgende  reelle  Wurzeln  einer  Gleichung 
f{z)  = 0 mit  reellen  Koeffizienten,  so  liegt  zwischen  A und  B 
(die  Grenzen  sind  nicht  mitzuzählen)  eine  imgerade  Anzahl  van 
Wurzeln  (mehrfache  Wurzeln  sind  ihrer  Vielfachheit  nach  zu 
zählen)  der  Gleichung  F{z)  = CQf{z)  + G^f (z)  = 0,  also  min- 
destens eine.  Cq  und  sind  beliebige  reelle  Größen;  =}=  0 

(vgl.  auch  Cesaro,  Nouv.  Ann.  de  math.  (3)  4,  326  (1885)). 


Korollare  zum  Waringschen  Satz:  I.  Hat  die  Gleichung 
f(z)  ==  0 mit  reellen  Koeffizienten  p reelle  Wurzeln,  so  hat  die 
Gleichung  F(z)  = C^f^z)  + Gif'(z)  — 0,  wobei  Cq  und  be- 
liebige reelle  Größen  sind  {Cq=^0),  ^-{-2Z  reelle  Wurzeln^ 
hierbei  ist  1^0.  II.  Zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  reellen 
Wurzeln  der  Gleichung  F(z)  ^ 0 kann  höchstens  eine  Wurzel 
von  f(z)  ==  0 gelegen  sein. 

Verallgemeinerung  des  Korollars  I zum  Waringschen  Satz: 
Hat  die  Gleichung  CqZ^  + G^z^-^  -f  C^z^-^  + • • • + - 0 

von  beliebigem  Grade  m mit  reellen  Koeffizienten  lauter  reelle 
Wurzeln  und  die  Gleichung  f(z)  = 0 vom  Grade  n'^m  mit 
reeUen  Koeffizienten  q reelle  Wurzeln,  so  hat  die  Gleichung 
Co/'(«)  + C.CiO  + <?,/■" («)  + • • • + = 0,  bei  der  fO), 

f"(z),  . . . f^”*l(z)  die  sukzessiven  Abgeleiteten  bedeuten,  p 2Z 
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reelle  Wurzeln  (l  ^ 0)  (Poula^.n,  Nouv.  Änn.  de  math.  (2)  6,  23 
(1867),  Realis,  ebenda,  p.  417,  Fouret,  C.  B.  106,  1135  u. 
1220  (1888)). 

Hat  die  Gleichtmg  f(ß)  ==  0 vom  Grade  mit  reellen  Koeffi- 
zienten Q reelle  Wurzeln,  so  hat  die  Gleichung 

f{z)  + tf{z)  + ff\z)  -f  • • • + t-&\z)  = 0, 

wobei  t eine  beliebige  reelle  Größe  ist  und  f{z), 
die  sukzessiven  Abgeleiteten  bedeuten,  Q — 2k  reelle  Wurzeln,  k^O 
(Poulain,  Nouv.Ann.  de  math.  (2)  6,  22  (1867),  Realis,  ebenda, 
p.  416). 

Satz  von  Hermite  und  Biehler  (Hermite,  Bull.  soc. 
math.  7,  131  (1879),  Biehler,  Journ.  f.  Math.  87,  350 
(1879),  Laguerre,  (Euvres  1,  109  und  360,  Auric,  G.  B. 
137;  967  (1903),  Hurwitz,  Math.  Ann.  46,  284  (1895)):  Ist 

(«  — «1  — |3i  i)  («  — «2  — A 0 • • • — ^»0  = 9’  W + * t («)  “«<* 

haben  die  Größen  ausnahmslos  das  gleiche  Yor- 

zeiclien^')^  so  hat  die  Gleichung  pepi^)  — 0,  wobei  p und  q 

beliebige  reelle  Größen  bedeuten,  nur  reelle  Wu/rzeln.  Alle  reellen 
Wurzeln  von  epiz)  ~ ^ sind  untereinander  verschieden  und  werden 
durch  diejenigen  von  ^(z)  = 0 getrermt.,  die  gleichfalls  reell  und 
verschieden  sind. 

Die  genaue  Anzahl  reeller  Wurzeln  einer  beliebigen  Glei- 
chung /'(,j)  — 0 mit  reellen  Koeffizienten  zwischen  zwei  reellen 
Zahlen  A und  B {A  < B)  liefert  der  Satz  von  Sturm  (vgl. 
S.  256).  Wir  führen  zunächst  den  Begriff  der  Sturmschen 
Kette  ein:  Ist  f{z)  = 0 eine  Gleichung  mit  reellen  Wurzeln,  die 
im  Intervall  A bis  B keine  mehrfachen  Wurzeln  hat,  so  heißt  eine 
Reihe  ganzer  rationaler  Funktionen  /"(^j),  /i(^),  fri^) 

mit  reellen  Koeffizienten  eine  Sturmsche  Kette,  wenn  sie  fol- 
gende Bedingungen  erfüllt: 

1.  Die  letzte  Funktion  /).(^)  ändert  nie  ihr  Vorzeichen, 
wenn  z alle  reellen  Werte  des  Intervalls  von  A bis  B^)  durchläuft. 

2.  Zwei  unmittelbar  aufeinanderfolgende  Funktionen  /]fc_i(^) 
und  fj^(z)  verschwinden  nie  gleichzeitig  für  denselben  reellen  Wert 
z = b des  Intervalls  von  A bis  B. 

3.  Verschwindet  eine  Funktion  fj^(z)  (Z;  = 1,  2,  . . .,  r — l) 

für  einen  reellen  Wert  ^ = 5 des  Intervalls  von  A bis  J5,  so 
ist  sign  = — signfj^.i(6). 

1)  i ist  die  imaginäre  Einheit. 

2)  Die  Grenzen  A und  B sind  bei  den  Bedingungen  1 — 4 ein- 
znschließen. 
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4.  Wenn  fiß)  für  einen  reellen  Wert  des  Intervalls  von 
A bis  B verschwindet,  so  hat  für  diesen  die  erste  Funktion  f-^{z)\ 
jedesmal  dasselbe  Vorzeichen  wie  die  erste  Abgeleitete  f(z\ 

Sturmscher  Satz  (I):  Bilden  für  eine  Gleichung  f{z)=‘0\ 
mit  reellen  Koeffizienten^  die  im  Intervall  von  A bis  B Jeeine 
mehrfachen  Wurzeln  hat^  die  Funlctionen  f{z),  f^iß),  f^iß)»  > ’ 
friß)  Sturmsche  Kette  und  sind  A und  B zwei  reelle\  I 

Zahlen  (.4  < 5),  so  hat  die  Gleichung  fß)  ==  0 zwischen  den  \ 
Grenzen  A und  B,  die  selbst  Jccine  Wurzeln  sein  sollen,  soviel 
reelle  Wurzeln,  wie  die  Beihe  \ 

fiA),  fM)>  ■ ■ •.  fr{^) 

mehr  Vorzeichenwechsel  besitzt  als  die  Beihe  { 

f{B),  UB).  I 

Zwei  aufeinanderfolgende  reelle  Größen,  die  nicht  ver-  ^ 
schwinden,  besitzen  einen  Vor  zeichenwechsel  oder  eine  Vorzeichen-^ 
folge,  je  nachdem  sie  verschiedene  oder  gleiche  Vorzeichen  haben. 

In  den  zwei  obigen  Eeihen  können  Nullen  nur  in  der  Mitte, 
jedoch  nie  am  Ende  (Bedingung  1 für  die  Sturmsche  Kette) 
und  nie  am  Anfang  if(Ä)  4=  0,  fiB)  4=  0)  auftreten;  die  Nullen  ' 
kommen  nur  isoliert  vor  (Bedingung  2 für  die  Sturmsche  1, 
Kette)  und  sind  beim  Abzählen  der  Vorzeichenwechsel  einfach  ■ 
fortzulassen. 

Eine  besondere  Sturmsche  Kette  liefert  das  von  Sturm 
angegebene  Divisionsverfahren.  Man  wähle  für  fßz)  die  erste 
Abgeleitete  fß).  Durch  fortgesetzte  Division  bilde  man  die 
Gleichungskette : 

f ß)  = f 2 ß)  Cr2  (^)  “ fs  (^) » 
fsß)  = /sW^sW  /kW» 


/’r-2  W = /k-lWö^r-lW  — /k» 

in  der  die  sukzessiv  auftretenden  Reste  immer  mit  entgegen- 
gesetzten Vorzeichen  verwendet  vrerden.  Hat  fß)  — 0 keine 
mehrfachen  Wurzeln,  so  sind  fß)  \mdi  fß)  relativ  prim,  und 
man  gelangt  schließlich  zu  einem  von  Null  verschiedenen  letzten 
konstanten  Rest;  — f^.  Die  gefundenen  Funlctionen  fß)-,  fß)i 
/iW»  /sW^  • • •»  fr  Sturmsche  Kette. 

Sturm  scher  Satz  (II):  Hat  die  Gleichung  fß)  = 0 redle 
Koeffizienten  und  Jeeine  mehrfachen  Wurzeln  und  setzt  man  in 
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die  durch  das  Sturmsche  Bivisionsverfahren  gefundene  Funk- 
üonenkette  f{ß)^  fr  reellen  Zahleti  A 

und  B (-4  < -B),  die  selbst  keine  Wurzeln  der  Gleichung  sein 
sollen,  so  gibt  die  Anzahl  der  Vorzeichenwechsel,  welche  die  Beihe 


f{Ä),  f(Ä),  f, 

mehr  als  die  Beihe 

f(B),  f{B),  fr.xiB), 


hat,  die  genaue  Anzahl  reeller  Wurzeln  von  f{z)  — 0,  die  zwischen 
den  Grenzen  A und  B liegen. 

Zusatz  (Sturm,  a.  a.  0.,  Artikel  18):  Bei  einer  Gleichung 
mit  mehrfachen  Wurzeln  verschwindet  der  Best  — f^;  der  Satz  II 
bleibt  trotzdem  noch  richtig,  nur  ist  das  verschwindende  fort- 
zulassen und  jede  zwischen  den  Grenzen  A und  B gelegene  mehr- 
fache Wurzel  auch  bloß  einfach  zu  zählen. 

Wählt  man  A — — oo  und  J?  = -f  oo,  so  liefert  das 
Sturmsche  Theorem  die  genaue  Anzahl  aller  reellen  Wurzeln 
von  f{z)  = 0. 

Fine  Gleichung  fiz)  = 0 vom  Grade  mit  reellen  Koeffi- 
zienten besitzt  dann  tmd  nur  dann  lauter  reelle  verschiedene 
Wurzeln,  wenn  die  durch  das  Sturmsche  Bivisionsverfahren  ge- 
wonnene Sturmsche  Kette  f>  f , f2>  fr  w -f  1 Funktionen 
besieht,  und  die  Koeffizienten  der  höchsten  Potenzen  in  allen 
Funktionen  das  nämliche  Vorzeichen  haben. 

Ebenso  wie  das  Sturmsche  Verfahren  leistet  auch  die 
Theorie  der  reellen  quadratischen  Formen  (Her mite,  C.  B. 
35,  52  (1852),  ebenda  36,  407  (1853),  Journ.  f.  Math.  52, 
39  (1856),  (Euvres  1,  281,  284,  397,  Sylvester,  Phil. 
Trans.  143  (1853),  Göll.  math.  papers  1,  429)  die  Bestimmung 
der  genauen  Anzahl  reeller  Wurzeln,  welche  eine  Gleichung 
f{z)  = = 0 mit  reellen  Koeffizienten 

zwischen  zwei  gegebenen  reellen  Zahlen  A und  B (A>  <C  B)  hat. 

Es  seien  . . .,  cc^  die  n verschiedenen  Wurzeln  der 

Gleichung  f(z)  = 0,  die  keine  mehrfachen  Wurzeln  habe.  Man 
bilde  die  quadratische  Form: 

k = n 

K = - «.nv,  + t/s  + «/  P,  + • • • ‘ ü-„)^ 

* = 1 

der  n Variablen  ZJg,  . . .,  Z7^;  die  Größe  q bedeute  eine 

positive  oder  negative  ungerade  Zahl,  ^ einen  reellen  willkür- 
lichen Parameter.  Die  Koeffizienten  von  h^  lassen  sich  als 
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symmetrische  Funktionen  der  Gleichungswurzeln  durch  die  reellen 
Koeffizienten  von  f(z)  = 0 reell  ausdrücken.  Transformiert  ma/n 
die  reelle  quadratische  Form  \ durch  eine  reelle  lineare  homo- 
gene Substitution  von  nicht  verschwindender  Determinante  in  eine 
Summe  reeller  Quadrate  (vgl.  S.  121)  wnd  findet  mam,  werm 
ma/n  ^ = A setzt,  , leenn  man  ^ — B wählt,  Quadrate 

mit  negativen  Vorzeichen,  so  ist  die  genaue  Anzahl  der  zwischen 
A und.B  gelegenen  Wurzeln  von  f{z)  — 0 gleich 

Man  kann  statt  h^  auch  andere  reelle  quadratische  Funk- 
tionen wählen,  die  dasselbe  leisten,  z.  B.  die  aus  h^  durch  reelle 
lineare  homogene  Transformation  von  nicht  verschwindender  Deter- 
minante: = (»  = i,2,....n) 

hervorgehende  reelle  quadratische  Form  der  n Variablen 
Wj,  nämlich: 

k = n 

■Hl  = + K«/  + 

k = i 


K«t”  ‘ + ^ H 


Besonders  bequem  gestaltet  sich  die  Berechnung  der  q^l 
entsprechenden  quadratischen  Form  Sie  ist  nämlich  die 

Bezoutiante  (vgl.  S.  271)  der  zwei  ganzen  Funktionen  f{x).  und 
g{po)  = f (x) ' \x  — vom  w*®“  Grade,  wobei  f(x)  die  erste 
Abgeleitete  bedeutet.  Es  ergibt  sich  folgende  Vorschrift:  Man 
entwickle 


m “ r jy)  • (y  - g)  - fiy)  r{x)-{x- 1) 

y — X 


i — n — 1 k = n — 1 

/ = 0 Ä = 0 


nach  ganzen  positiven  Potenzen  der  Variablen  x,  y und  führe 
für  af«/*  Produkte  ein.  Die  g = 1 entsprechende 

quadratische  Foi-m  lautet  alsdann 


/ = n — 1 k = n — 1 

, = 0 k = <i 


Die  Differenz  der  Anzahl  negativer  Quadrate,  welche  die 

ir=.n  — lÄ'  = n — 1 

Bezoutiante  ^ Koeffizienten  von  dem 

iz=Q  k = 0 

Parameter  | ahhängen,  für  | ==  A und  ^ = B liefert,  ist  gleich 
der  Zahl  der  Gleichungswurzeln  von  f(z)  = 0 ztvischen  den  Grenzen 
A und  B (Hermite,  Journ.  f.  Math.  52,  51  (1866),  (Euvres  1, 
413). 
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Die  für  q — 0 aus  hervorgehende  quadratische  Form  sei 
mit  bezeichnet. 


ffi 


k = n 


U,  + - + <-^^n)‘ 


iz=  n 1=  71 

1 = 1 1 = 1 


k = n 

wobei  die  Summe  der  i*®“  Potenzen  der  Gleichungs- 

wurzeln  bedeutet.  Die  reelle  quadratische  Form  hat  hei  jeder 
reellen  linearen  homogenen  Substitution  in  eine  Summe  vmi  Qua- 
draten soviel  Quadrate  mit  negativen  Vorzeichen  als  die  Glei- 
chung f(^z)  ==  0 Paare  imaginärer  Wurzeln  hat.  Hieraus  ergibt 
sich  der  Satz  von  Borchardt  {Journ.  de  math.  12,  58  (1847), 
Ges.  Werlce,  S.  24): 

Die  Gleichung  f{z)  = 0 mit  reellen  Koeffizienten  imd  ver- 
schiedenen Wurzeln  hat  soviel  Paare  imaginärer  Wurzeln  als  die 
Beihe  der  Determinanten: 


Sq  s^ 


S. 


«0 

11 

h 

h 

II 

1 ^2 

h 

^4 

s,  ...  s. 


Sa  . 


n-1 


’2n-2 


Vorzeichenwechsel  auf iv eist.  Das  Borchardt  sehe  Theorem  bleibt 
auch  richtig,  wenn  in  der  Größenreihe  (>^,  Og,  . . .,  6^  isolierte 
Nullen  auftreten;  diese  sind  einfach  zu  streichen.  Bei  mehrfach 
unmittelbar  aufeinanderfolgenden  Nullen  kann  das  Borchardt- 
sche  Kriterium  versagen,  wie  beispielsweise  die  Gleichung 
^^+1  = 0 lehrt. 

Eine  charakteristische  Bedingung  dafür,  daß  eine  Gleichung 
f(z)  — 0 mit  reellen  Koeffizienten  ohne  mehrfache  Wurzeln  nur 
reelle  Wurzeln  hat,  besteht  darin.,  daß  Ug  > ö,  (?3>0,..., 
> 0 sind. 

Die  quadratische  Form  g^  und  das  Trägheitsgesetz  der 
reellen  quadratischen  Formen  hat  Jacobi  bereits  vor  Veröffent- 
lichung der  Hermiteschen  und  Sylvester  sehen  Arbeiten  zur 
Bestimmung  der  reellen  Wurzeln  einer  Gleichung  f{z)  — 0 mit 
reellen  Koeffizienten  verwendet  (vgl.  Borchardt,  Journ.  f. 
Math.  53,  281  (1857),  Ges.  Werke,  S.  469,  siehe  oben  S.  122). 
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Wir  schließen  diese  Betrachtungen  (vgl.  zu  dem  hier  be- 
handelten Gegenstand  noch  die  Aufsätze  von  Kronecker  Ges. 
Werke  1,  227,  303,  2,  37,  113,  die  Monographie  von  Hatten- 
dorff.  Die  Sturmschen  Funktionen,  2.  Aufl.  Hannover  1874 
Frobenius,  Jomn.  f Math.  lU,  187  (1895),  Hurwitz,  Math. 
Am^  4b,  273  (1895),  die  Anmerkungen  zn  Sturms  Abhandlung 
in  Ostwalds  EXass.  der  exakten  TFiss.  Nr.  143)  mit  einem  Satz 
von  Sylvester  (P/i«.  Trans.  (1853),  CoU.  math.  papers  1,547); 

Sei  f{z)  = 0 eine  Gleichung  Grades  ohne  mehrfache 
Wurzeln  u/nd  mit  reellen  Koeffizienten  und  f^(z)^nf(z)  — zf(z), 
wobei  f (z)  die  erste  Abgeleitete  von  f{z)  ist,  so  hat  die  Gleichung 
==  0 soviel  Paare  imaginärer  Wurzeln,  wie  die  B4zoutiante 
von  f {z)  und  f^  (z)  bei  einer  reellen  Transformation  in  eine 
Summe  von  Quadraten  negative  Quadrate  aufweist.  Die  Bezou- 
tiante  von  f'{z)  und  f:^{z)  ist  eine  reelle  quadratische  Form 


i = n — 2 i = — 2 
i = 0 A:  = 0 


k 


von  nur  n-1  Variablen  u^,  uMd  wird  gefunden, 

indem  ma/n 

f{^)-fAy)-ny)fAx) 

y-x 

t = 0 A-  = 0 

bildet  uMd  für  das  Produkt  setzt. 

Nicht  die  genaue  Anzahl,  aber  eine  obere  Grenze  für  die 
Zahl  der  Wurzeln  einer  Gleichung  mit  reellen  Koeffizienten,  die 
zwischen  zwei  reeUen  Zahlen  liegen,  liefert  der  Satz  von 
Fourier  (vgl.  S.  256):  Ist  f(z)  = 0 eine  Gleichung  Grades 
mit  reellen  Koeffizienten  und  bedeuten  f{z),  f"{z), . , f^”Hz) 
die  Abgeleiteten  von  f{z),  so  ist  die  Anzahl  der  Wurzeln  von 
f{^)  = 0,  die  zwischen  den  zwei  reellen  Zahlen  A und  H (J.<J?) 
liegen,  wenn  A und  B keine  Wurzeln  von  f{z)  = 0 sind,  gleich 
oder  um  eine  gerade  Zahl  kleiner  als  die  Differenz  der  Yor- 
zeichenwechsel  in  den  zwei  Reihen: 

f{A),  r{A),...,  fi-){A) 

und 

f{B),  f(B),  . . fi-)(B). 

Etwaige  in  den  zwei  Reihen  auftretende  Nullen  sind  zu  streichen 
Jede  mehrfache  Wurzel,  welche  die  Gleichung  f(z)  = 0 im  Inter- 
vall A bis  B hat,  ist  beim  Fourierschen  Satz  entsprechend  ihrer 
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Vielfachhät  m zählen.  Für  eine  Gleichung  mit  lauter  reellen 
Wurzeln  gibt  der  Fouriersche  Satz  die  genaue  Anzahl  ihrer 
reellen  Wurzeln  zwischen  irgend  zwei  Grenzen  A und  B.  Der 
Fouriersche  Satz  wird  mit  Unrecht  auch  nach  Fouriers  Zeit- 
genossen Budan  genannt  (vgl.  Darboux,  (Euvres  de  Fourier 
2,  310). 

Satz  von  Laguerre  {Journ.  de  math.  (3)  9,  102  (1883), 
{Nouv.  Ann.  de  math.  (2)  18,  9 (1879),  ebenda  19,  52  (1880), 
(Euvres  1,  6,  68  und  75,  Paris  1898):  Ist  A eine  positive 
Größe  und  f{z)  = 0 eine  Gleichung  mit  reellen  Koeffizienten^ 
so  ist  die  Zahl  der  Zeichenwechsel,  welche  die  Beihe: 

f{z)  = a^z^  -f-  a^z”-'^  + + ^ 

fl  W = “o«”-  ' + ^ • + “„-1  . 

/j(ä)  = + • • • + ««-s  > 

4 “ “o 

für  z — A auf  weist,  wenigstens  gleich  der  Zahl  der  Wurzeln 
von  f{z)  — 0 (mehrfache  Wurzeln  sind  entsprechend  ihrer  Yiel-- 
fachJieit  zu  zählen),  die  größer  als  A sind.  Übertrifft  die  An- 
zahl der  Zeichenwechsel  die  Zahl  der  Wurzeln.,  die  größer  als 
A sind,  so  ist  die  Differenz  eine  gerade  Zahl. 

Descartessche  Zeichenregel  (vgl.  S.  251):  Hat  man  eine 

Gleichung  f{z)  = «q  -h  ^ + <*2  ^ + h = 0 mit  reellen 

Koeffizienten,  so  ist  die  Zahl  der  positiven  Wurzeln  von  f(z)  = 0 
(mehrfache  Wurzeln  sind  entsprechend  ihrer  Vielfachheit  zu  zählen) 
gleich  oder  um  eine  gerade  Zahl -Meiner  als  die  Zahl  der  Vor- 
zeichenwechsel der  Gleichung.  Etwa  vorhandene  Wurzeln  0 sind 
nicht  als  positive  Wurzdn  mitzuzählen.  Unter  den  Zeichenwechseln 
bezw.  Zeichenfolgen  der  Gleichung  f{z)  = 0 versteht  man  die  Zahl 
der  Zeichenwechsel  bezw.  Zeichenfolgen  der  Koeffizientenreihe  a^, 
a^,  Og,  . . .,  a„*,  ehvaige  verschwindende  Koeffizienten  sind  fort- 
zulassen. 

Die  Descartessche  Regel  ergibt  sicii  aus  dem  Fourier- 
schen  Satz,  indem  man  = 0,  B ~ <x>  wählt,  und  aus  dem 
Laguerreschen  Satz,  wenn  man  A = 0 setzt.  Einen  Beweis, 
der  Descartesschen  Regel  hat  Gauß,  Ges.  Werke  3,  65,  ge- 
geben, vgl.  ferner  Laguerre,  Journ.  de  math.  (3)  9,  99 
(1883),  (Euvres  1,  3.  Die  Descartessche  Regel  wird  irr- 
tümlicherweise auch  Harriot,  Artis  analyticae  praxis  (1631), 
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zugeschrieben.  Bei  Harriot  findet  sich  die  Regel  überhaupt 
nicht  (vgl.  auch  die  Anm.  in  Ostwalds  Klass.  d.  exakt  Wiss. 
Nr.  127,  S.  247). 

Zusätze  zur  I) es cartes sehen  Zeichenregel: 

1.  Die  Zahl  der  negativen  Wurzeln  von  f{z)  = 0 ist  gleich 
oder  um  eine  gerade  Zahl  kleiner  als  die  Zahl  der  Yorzeichen- 
wechsel  der  Gleichung  f{—  z)  ==  0. 

2.  Gauß'  Korollar  zum  Descartesschen  Satz  (Gauß, 
Ges.  Werke  3.,  70):  Fehlen  in  einer  Gleichimg  mit  reellen  Koefß- 
zienten  e Glieder  und  ist  c und  d die  Anzahl  der  durch  eine 
ungerade  Zähl  fehlender  Glieder  unterbrochenen  Zeichenwechsel 
bezw.  Zeichenfolgen  in  der  gegebenen  Gleichung,  so  hat  die  Glei- 
chung mindestens  e — c + imaginäre  Wurzeln. 

3.  Aus  dem-  Gaußschen  Korollar  oder  aus  der  am  Schluß 
des  Fourierschen  Satzes  gemachten  Bemerkung  folgt:  Eine 
Gleichung  mit  lauter  reellen  Wurzeln  besitzt  genau  soviel  positive 
Wurzeln,  als  f(z)  Zeichemvechsel  aufweist,  umd  soviel  negative 
Wurzeln,  wie  /*( — z)  Zeichenwechsel  hat.  Abgesehen  von  den  letzten 
Gliedern  können  nur  isolierte  Glieder  der  Gleichung  verschwinden, 
diese  müssen  stets  zwischen  zwei  Gliedern  mit  verschiedenen  Vor- 
zeichen stehen. 

Eine  obere  Grenze  für  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln 
einer  Gleichung  gibt  auch  ein  von  Sylvester,  Coli.  math. 
papers  2,  376,  489,  491,  493,  498,  542,  704  aufgestelltes 
Theorem,  das  eine  bereits  von  Newton  {Arithmetica  universälis 
(1707),  Bd.  2,  Kap.  2,  Maclaurin,  Algebra  (1748),  Teil  2, 
Sect.  1,  Kap.  13,  Cantor,  Yorl.  über  Geschichte  der  Math.  3, 
404  u.  561)  stammende  Regel  als  besonderen  Fall  enthält. 
Literatur:  Genocchi,  Nouv.  Ann.  de  math.  (2)  6,  5 (1867), 
Petersen,  Theorie  der  algebraischen  Gleichu/ngen,  S.  203,  Weber, 
Algebra  1,  345,  Netto,  Algebra  1,  225. 

Die  Bestimmung  der  Gesamtzahl  der  reellen  Gleichungs- 
wurzeln hängt  mit  der  für  ein  Intervall  auf  folgende  Weise  zu- 
sammen: 

Jide  Gleichung  f(z)  = 0 mit  reellen  Koeffizienten  hat  halb 
so  viele  Wurzeln,  die^  größer  als  irgendeine  reelle  Zähl  A sind, 
als  die  Gesamtzahl  reeller  Wurzeln  von  f(y^  -f  A)  = 0 beträgt. 
Bestimmt  man  also  A — 0 entsprechend  die  Gesamtzahl  reeller 
Wurzeln  von  f(p^^  = 0 nach  dem  Borchardt sehen  oder 
Sylvester  sehen  Satz,  so  ist  die  Zahl  der  positiven  Wurzeln  von 
f{z)  ==  0 halb  so  groß. 

Jede  Gleichvmg  f{z)  0 mit  reellen  Koeffizienten  hat 


§16.  Anzahl  der  reellen  und  komplexen  Wurzeln.  347 


etoischm  den  Grenzen  A und  B (A  <i  B)  soviel  Wurzeln  als 
die  Gleichung  y {u)  = (14-  ^ positive  Wurzeln 

besitzt.  Die  auf  (p(u)  = 0 angewandte  Descar tes sehe  Zeichen- 
regel gibt  also  analog  dem  Fourier  sehen  Satz  eine  approxi- 
mative obere  Grenze  für  die  im  Intervall  A bis  B gelegenen 
Wurzeln  von  f(z)  — 0 (Jacobij  Journ.  f,  Math.  13,  348  (1835), 
Ges.  Werke  3,  279).  ^ 

Die  Gleichung  f(z)=0  hat  zwischen  den  Grenzen  AundB  (-4<  B) 

halb  so  viele ' Wurzeln  wie  (p{y^)  = (1  4*2^^)”  ^ 

reelle  Wurzeln  besitzt,  und  die  Gesamtzahl  reeller  Wurzeln  von 
y(y*)  = 0 ist  gleich  der  Differenz  der  Gesamtzahl  reeller  Wurzeln 
von  f(y^  -f  ^)  = 0 und  der  von  f{y‘^  B)  = 0. 

Über  eine  von  Klein  angegebene  geometrische  Verglei- 
chung der  verschiedenen  Abschätzungskriterien  für  die  Anzahl 
der  reellen  Gleichungswurzeln  vgl.  Weber,  Algebra  1,  354. 

Mit  Hilfe  des  Sturmschen  Divisionsverfahrens  läßt  sich 
für  eine  rationale  Funktion  auch  der  von  Cauchy  eingeführte 
Index  der  Funktion  bestimmen.  cp{t)  sei  irgendeine  in  dem 
Intervall  A^t  -^B  (Ä  und  B reelle  Zahlen)  reelle  und,  ab- 
gesehen von  V in  dem  Intervall  gelegenen  Ausnahmestellen 
^1,  ^2, . . .,  t^,  eindeutige  und  stetige  Funktion  von  t]  die  ün- 
stetigkeitsst eilen  seien  derartig,  daß  der  Wert  von  y mit  be- 
stimmtem Vorzeichen  unendlich  wird,  sowohl  wenn  t von  links 
her  als  von  rechts  her  sich  dem  t^  = nähert.  Für 

jede  einzelne  ünstetigkeitsstelle  sei  e(tf)  — 0,  +1  oder  — 1, 
je  nachdem  y beim  Überschreiten  von  t^  sein  Vorzeichen  nicht 
ändert  oder  von  einem  negativen  zu  einem  positiven  oder  von 
einem  positiven  zu  einem  negativen  Wert  übergeht.  Unter  dem 
Index  J ^(y)  der  Funktion  y für  das  Intervall  -4  ^ ^ ^ -B  ver~ 
steht  man  nach  Cauchy  {J.  ec.  polyt,  Cah.  25,  176  (1837))  die 

Summe  «/^(y)  = ^{t^  + -f- 1-  e{t^.  Ist  y für  das  ganze 

Intervall  stetig,  so  ist  «/^(y)  = 0. 

Hat  auch—  ebenso  wie  y für  das  Intervall  A his  B nur 

y 

einzelne  im  Innern  des  Intervalls  liegende  polare  ünstetigkeiten, 
.so  besteht  die  Kelation: 


= y(sign9>W  - sign9>(4)) 


Ist  y = y eine  rationale  Funktion,  wobei  f und  f\  ieüer- 


348 


Kapitel  IV.  Algebraische  Gleichungen. 


fremde  ganze  FunMionen  bedeuten,  und  ist  f mindestens  von  dem 
gleichen  Grade  wie  so  findet  man  den  Index  auf  folgende 

Weise:  Man  bilde  nach  dem  Sturmschen  Divisionsverfahren  die 
Fumktionenreihe  /*,  /i,  fr»  erhalten  wird,  indem  man  f 

durch  f^  dividiert  und  die  sukzessiv  auftretenden  Beste  immer 

1f) 


ist  gleich  der 


mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  nimmt. 

Anzahl  der  Vorzeichenwechsel,  welche  die  Beilie 

fM) 

mehr  aufweist  als  die  Beihe 

f{B),  fXB). 

(Sturm  in  der  S.  256  zitierten  Arbeit  Artikel  20,  ferner  Journ. 
de  math.  1,  305  (l836),  Cauchy,  a.  a.  0.,  S.  187.) 

Ist  f^  non  höherem  Grade  als  f und  hat  man  den  Index 

*7^(y)  zu  bestimmen,  so  geschieht  dies  mit  Hilfe  der  oben  zwischen 
und  angegebenen  Belation. 

Ist  f die  erste  Abgeleitete  von  f,  so  ist  gleich  der 

Anzahl  der  zwischen  A und  B gelegenen  reellen  Wurzeln  von 
f(z)  = 0.  (Sturm scher  Satz  vgl.  S.  340.) 

Die  Anzahl  der  Wurzeln  einer  Gleichung  f(z)  = 0 mit  be- 
liebigen (auch  komplexen)  Koeffizienten  im  Innern  einer  einfach 
geschlossenen  regulären  Kurve  C wird  durch  ein  Cauchy sches 
Integral  bestimmt.  Ist  f(z)  eine  überall  im  Innern  und  auf 
dem  Bande  von  G holomorphe  und  auf  dem  Bande  auch  von 
Null  verschiedene  Funktion,  so  ist  die  Anzahl  ihrer  innerhalb 
von  C gelegenen  NullstelUn  (jede  nach  ihrer  Vielfachheit  gezählt) 

gleich  j dz,  wobei  das  Integral  über  den  Band  von  0 
c 

in  positivem  Sinne  zu  erstrecken  ist.  Ist  z — x -\-  iy  und  trennt 
man  f(z)  in  seinen  reellen  und  imaginären  Bestandteil,  setzt  also 
f(x  -f  iy)  = X(x,  y)  -j-  iY(x,  y),  so  wird 


der  Index  ist  längs  der  Kurve  C zu  erstrecken,  d.  h.  er  wird 
gleich  der  stets  geraden  Zahl  p — p',  wenn  p bezw,  p die  An- 
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mlü  von  Funkten  auf  C angiht,  in  denen  T verschwindet  und 

■X 

hierbei  der  Quotient  vom  Negativen  mm  Positiven  hm»  vom 

Positiven  mm  Negativen  übergeht  Man  kann  statt  X,  Y auch 
— Y,  N.  verwenden  (Cauchy,  vgl.  Sturm  u.  Liouville,  Journ. 
de  math.  1,  278  (1836),  Sturm,  ebenda,  S.  290).  Betreffs  des 
Cauchyschen  Index  vgl.  ferner  Hermite,  Journ.  f.  Math  52, 
39  (1856),  (Euvres  1,410,  Hurvs^itz,  AfafÄ.  Xm.  46,  273  (1895), 
64,  517  (1907). 

f(^^)  sei  eine  ganze  rationale  Funktion  und  G werde  von 
k Bogen  unicursaler  Kurven  gebildet.  Ein  Bogen  werde  durch, 
die  rationalen  Funktionen  x = (p(t)y  g = ip(t)  dargestellt,  wo- 
bei die  reelle  Variable  t das  Intervall  A bis  B durchlaufe  und 
auf  ffiese  Weise  den  Bogen  einmal  beschreibe.  Längs  des 
Bogens  geht  f(z)  — X(x,  y)  + iF(aJ,  y)  über  in  die  ratio- 
nale Funktion  X(9?,  '(f/)  -f  iY(q),  t^)  ==  B(t)  -f~  längs  des 

Bogens  C,  wird  J (~'j  daher  gleich  J^  (~K^) 

Index  einer  rationalen  Funktion  mittels  des  Sturm  sehen  Divisions- 
verfahrens zu  finden.  Der  Index  längs  der  Kurve  C ist  die 
Summe  der  Indizes  längs  Og,  . . .,  0^.  So  kann  man,  auf 
rationalem  Wege  die  Anzahl  der  Wurzeln  innerhalb  eines  von 
Geraden  und  Kreisbogen  begrenzten  Bereiches  finden.  Wählt  man 
für  C einen  genügend  großen  Kreis,  dessen  Zentrum  der  Koor- 
dinatenursprung der  Gaußschen  Ebene  ist,  so  läßt  sich  auf  die 
Theorie  des  Index  ein  Beweis  des  Fundamental  Satzes  der  Algebra 
gründen.  Hierauf  beruhen  auch  ihrem  Gedankengang  nach  der 
erste  und  vierte  Gaußsche  Beweis  des  Fundamentalsatzes  der 
Algebra  (vgl.  Zitat  oben  S.  251,  siehe  auch  Weber,  Algebra 

1,  333). 

Die  Untersuchungen  über  den  Cauchyschen  Index  sind 
ein  spezieller  Fall  der  von  Kronecker  (^Monafsb.  d.  Bert  Akad. 
(1869),  (1873)  u.  (1878),  Ges.  Werke  1,  175,  213,  303,  2, 
37,  113)  stammenden  Ckarakterütikenfheorie.  Sie  bestimmt  die* 
mehreren  Gleichungen  mit  reellen  Koeffizienten  und  reellen 
Variablen  gemeinsamen  Wurzeln.  Vgl.  Picard,  Traiie  d'analyse, 

2.  Aufl.,  Bd.  1,  136  und  2,  205,  Weber,  Algebra  1,  323. 

§ 16.  Approximation  der  Wurzeln. 

Jede  Gleichung  -j-  b^z^^  -\-  b^z'’^  b^z^k  = 0,  bei  der 

0 < Vj  < vg  < • ' • < ^0  4=  9,  &!  ={=  9 ist,  hat,  wenn  man 

ihre  Wurzeln  in  der  sog.  Gaußschen  Ebene  der  komplexer 


\ 
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Zahlen  dar  stellt,  innerhalb  oder  am  Rande  eines  jeden  der  vier 
Kreise  mit  den  Radien: 


(1) 

\(rj  — y,)(v3— v,)...(v*  — Vi)/  1 1 

(2) 

/(^i  + 1)  («^1  4-  2) . . . (vj  -f  k — 1)Y- • 1 5o 

1 

V 1 • 2 ...  * - 1 ) ‘16, 

* ? 

(3) 

(4) 

kB 

mindestens  eine  Wurzel.  Die  bei  (4)  auftretende  Größe  B be- 
deutet jene  der  zwei  pösitiven  Zahlen  1 und  , die  nicht 

Meiner  als  die  andere  ist  (Fejer,  Math.  Ann.  65,  413  (1908)). 
Die  Kreisradien  hängen  außer  von  den  Anfangsgliedern  und 
noch  von  der  Gliederanzahl  der  Gleichung  oder  den  Expo- 
nenten ab;  und  b-^  allein  bestimmen  keinen  endlichen  Kreis, 
der  mindestens  eine  Gleichungswurzel  enthält. 

Hingegen  gilt  folgendes  Theorem  (Landau,  Sitzungsb.  d. 
Berl.  Akad.  (1904),  1118,  Vierfelsjahrhefte  der  naturf.  Ges.  zu 
Zürich  61,  252  (1906)):  Für  jede  ganze  rationale  (sogar  ga/nze 
transzendente)  Funktion  ==  Cq -f- -f  -f  • • bei  der 
der  Koeffizient  Cj  von  Null  verschieden  ist,  existiert  eine  nur 
von  den  zivei  Größen  c^  und  q abhängige  positive  Zahl  R,  so 
daß  in  einem  mit  dem  Radius  R um  den  Koordinatenursprtmg 
geschlagenen  Kreise  mindestens  eine  der  beiden  Gleichung m 
f(z)  = 0 oder  f(^z)  = 1 eine  Wurzel  besitzt. 

Ist  f\z^  die  erste  Abgeleitete  irgendeiner  ganzen  rationalen 
Funktion  f{z),  so  stellt  sich  in  der  Gaußschen  Ebene  der  kom- 
plexen Zahlen  keine  der  Wurzeln  der  Gleichung  f\2)  = 0 außer- 
halb jenes  kleinsten  konvexen  geradlinigen  Polygons  dar,  das 
sich  um  die  Wurzeln  von  f(z)  = 0 spannen  läßt  (vgl.  «die 
Literaturangaben  von  Fejer,  Math.  Ann.  65,  417  (1908), 
ferner  Cesaro,  Nouv.  Ann.  de  math.  (3)  4,  329  (1885), 
Cesaro-Kowalewski,  Elementares  Lehrbuch  der  algebraischen 
Analysis  üsw.,  S.  434). 

Stellt  man  die  Wurzeln  irgendeiner  Gleichung 


f{£)  = +a2£”-*  H h = 0 

mit  beliebigen  reellen  oder  komplexen  Koeffizienten  in  der  sog. 
Gaußschen  Ebene  der  komplexen  Zahlen  dar,  so  liegt  keine  von 
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ihnen  außerhalb  des  mit  dem  Badius  G um  den  Koordinaten- 
ursprung geschlagenen  Kreises,  wo  G die  einzige  positive  Wurzel 
der  Gleichung: 


. ..  -f  |aj)  =0 


ist^  d.  h.  G ist  eine  obere  Grenze  für  den  absoluten  Betrag  der 
Gleichungswurzeln  (Cauchy,  Exercices  de  math.  (1829),  (Euvres  (2) 
9,  122).  Diese  Grenze  ist  schärfer  als  die  von  Gauß  beim  vierten 
Beweise  des  Fundamentalsatzes  im  Jahre  1849  (Ges.  Werke  3, 
76,  vgl.  oben  S.  251)  verwendete.  Aus  den  unten  angegebenen 
Kriterien  für  die  obere  Grenze  der  positiven  Wurzeln  einer 
Gleichung  mit  reellen  Koeffizienten  folgt:  Ist  Ä die  größte  Zahl 
unter  den  absoluten  Beträgen  von  I j , | % i j • • • i | | , so  ist 


die  angegebene  Größe  G nicht  größer  als  1 + 


Ist  k die 


Anzahl  der  von  Null  verschiedenen  Größen  Ug,  . . .,  a„,  so 
ist  G nicht  größer  als  die  größte  unter  den  Zahlen 


«1 1 1 A1  «2 1 f Al  cis  I 

: «0 i ’ ^ I «0 1 ’ y ' 


Setzt  man  z = — so  erhält  man  für  t die  Gleichung 

f/Q  “h  4-  * • • + = 0;  ist  G'  eine  obere  Grenze 

für  die  absoluten  Beträge  1 1 j der  Wurzeln  der  transformierten 

Gleichung  ^ = 0,  so  ist  K — eine  untere  Grenze  für 

die  absoluten  Beträge  der  Wurzeln  von  f(z)  = 0,  d.  h.  \z\'^_  K. 

Eine  Zahl  G heißt  eine  obere  Grenze  für  die  positiven 
Gleichungswurzeln,  wenn  alle  positiven  Wurzeln  nicht  größer  als 
G sind;  eine  solche  wird  durch  folgende  Sätze  geliefert: 

Ist  f{z)  = a^z^  + 4 • -f  ==  0 eine 

Gleichung  mit  reellen  Koeffizienten  und  Aq  ^ ^ ^ 

Zahl  6r,  für  die  f{z)  und  sämtliche  sukzessive  Abgeleitete 
f{z),  f'iß),  • • •»  positiv  werden,  eine  obere  Grenze  für 

die  positiven  Gleichungswurzeln  von  f{z)  *=  0 (Newton,  Arith- 
metica  universalis,  Bd.  2,  Kap.  4,  Folge  des  Fourier  sehen 
Satzes  auf  S,  344).  Ist  ebenfalls  a^  > 0,  so  ist  auch  jede  Zahl  G, 
für  die  alle  Fu/nktionen 


fi(z)  ==  4-  • • * %-i  = 

positiv  aus  fallen.,  eine  obere  Grenze  für  die  positiven  Wurzeln 
(Laguerre,  Nouv.  Ann.  de  math,  (2)  19,  49  (1880),  (Euvres 
1,  72,  Folge  des  Laguerr eschen  Satzes  auf  S.  345). 
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Ist  in  der  Gleichung  = 0 mit 

reellen  Koeffizienten  der  erste  der  negativen  Koeffizienten,  also 
«Q,  »1, . . a^._i  positiv^  und  ist  N der  absolute  Betrag  des  dem 

absoluten  Betrage  nach  größten  negativen  Koeffizienten,  so  ist 
jede  der  Größen 


1 


N 

-f  «1  + • • • «/ 


> 


wobei  f jeden  der  Werte  0,  1,  2,  . . j — 1 annehmen  hann^ 
eine  obere  Grenze  für  die  positiven  Gleichungswurzeln.  Im  be- 
sonderen sind  also 


1 4- 


N 


^0  + ^1  + 


(und  a fortiori  1 H , die  sog,  Maclaurinsche  Grenze,  die 

aber  schon  Rolle,  Traitd  d'algebre  (1690),  2^^  Buch,  Kap.  6 
hat)  obere  Grenzen  für  die  positiven  Gleichungswurzeln.  Vgl.  auch 
Lagrange,  Res.  des  cgu.  num.  (oben  S.  256),  (Euvres  8,  32, 
Longchamps,  Nouv.  Ann.  de  math.  (2)  19,  71  (1880). 

Ist  ÜQ  > 0 und  hat  die  Gleichwig 


a^z^  + a^z'^-^  -( h = 0 

mit  reellen  Koeffizienten  im  ganzen  Tc  negative  Koeffizienten^  die 
üjj  a^,  ...  lauten  mögen.,  so  ist  die  größte  der  k Größen 


eine  obere  Grenze  für  die  positiven  Gleichung swurz ein  (Cauchy, 
(Euvres  (2)  9,  152,  Abel  Transon,  Nouv.  Ann.  de  math.  (2) 
11,  256  (1872)). 

Ist  G'  eine  obere  Grenze  für  die  positiven  Wurzeln  von 
/( — z)  — 0,  so  ist  — G'  eine  untere  Grenze  für  die  negativen 
Wurzeln  von  f(z)  = 0,  d.  h.  keine  der  Wurzeln  ist  kleiner  als 
— G'.  Sind  L und  — L'  obere  bezw.  untere  Grenzen  für  die  posi- 
tiven bezw.  negativen  Wurzeln  von  so  liegt  keine 

Wurzel  von  fiz)  = 0 zwischen  ^ und  — ^ • 

Mittels  des  Sturm  sehen  oder  Fouri  ersehen  Satzes  kann 
man  zuerst  die  reellen  Wurzeln  einer  Gleichung  mit  reellen 
Koeffizienten  separieren.,  d.  h.  ein  Intervall  finden,  in  dem  nur 
eine  Wurzel  der  Gleichung  liegt.  Die  zunächst  folgenden  Me- 
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thoden  setzen  eine  auf  irgendwelche  Weise  vorgenommene  Sepa- 
ration, der  Wurzeln  voraus. 

Regula  falsi  (Regel  des  doppelten  falschen  Ansatzes,  Histo- 
risches bei  Cantor,  Vorl.  über  Geschichte  der  Math,  unter  dem 
Stichwort  Falscher  Ansatz  des  Registers,  vgl.  auch  Rudolf 
Wolf,  Handbuch  der  Astronomie  1,  87,  Zürich  1890):  Sind 
A und  B zwei  reelle  Zahlen,  f{z)  irgendeine  Funktion  mit  reellen 
Koeffizienten  und  sign  f{Af)  = — sign  f{B),  so  Hegt  ® 

^ Bf{A)  - Af{B)  _ , (A-B)  f(A)  _ ^ (A  - B)  f{B) 

f{A)-f{B)  ^ f{A)-fiB)  ^ f{A)~f{B) 

stets  zwischen  A und  B.  Eine  Gleichung  fiz)  = 0,  die  zivischen 
A und  B eine  einzige  Wurzel  a hat,  besitzt  diese  daher  in  einem 
der  zwei  Meiner en  Intervalle  A bis  B^  oder  B^  bis  B;  die  Wurzel 
cc.  liegt  zwischen  B^  — L und  B^  -f  X,  wobei 
\A-B\^  M 

8 ■ j7Pw(Bn 

ist  und  M den  größten  Wert  bedeutet,  den  der  absolute  Betrag 
\f'{ß)\  der  zweiten  Abgeleiteten  im  Intervall  A bis  B annehmen 
kann  (vgl.  Lüroth,  Vorl.  über  numerisches  Rechnen.^  Leipzig 
1900,  S.  175  u.  193). 

Zwischen  den  zwei  reellen  Zahlen  A und  B habe  die  Glei- 
chung f{z)  — Q mit  reellen  Koeffizienten  nur  eine  reelle  Wurzel  a, 
mithin  ist  also  sign  f{A)  — — sign  f(B).  Das  Intervall  A bis 
B sei  so  klein  gewählt,  daß  die  zweite  Abgeleitete  f\z)  in 
dem  ganzen  Intervall  A bis  B keine  Wurzel  besitzt.  Dies  ist 
möglich,  nachdem  f{z)  und  f"(J)  vorher  von  etwaigen  gemein- 
samen Teilern  befreit  wurden,  f' iß)  hat  dann  im  ganzen 
Intervall  A bis  B dasselbe  Vorzeichen.  Mit  A sei,  unabhängig 
davon,  ob  sie  die  größere  oder  kleinere  Zahl  ist,  diejenige 
der  zwei  Grenzen  bezeichnet,  für  die  fß)  und  f'{ß)  dasselbe 
Vorzeichen  haben.  Auf  die  Grenze  A kann  man  dann  die 
Newtonsche  Näherungsmethode  in  der  von  Fourier  verbesserten 
Form  anwenden  (Newton  (1669)  vgl.  oben  S.  256,  zuerst 
publiziert  in  Wallis’  Algebra  (1685),  Lagrange,  Res.  des  equ. 
num..,  (Euvres  8,  159,  Fourier,  Anal,  des  equ.  det.,  vgl. 
oben  S.  256,  Darboux,  Nouv.  Ann.  de  math.  (2)  8,  17  (1869), 
Fouret,  ebenda  (2)  9,  567  (1890)):  Bildet  man  sukzessiv 


A^  = A 


f{A) 
f{A)  ’ 


^n  + l 


/‘(AJ 

r(A„)’ 


f{Af) 

f\Af)  ’ ' 


Pascal,  üepertoiium.  I.  U.Aufl. 
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so  wird  die  erste  Abgeleitete  f'(z)  im  gamen  Intervall  Ä bis  a 
nicht  Nulh^  liegt  stets  zwischen  A wnd  a,  A^  zwischen  A^ 
und  cc  usiü.^  und  die  Größen  A,  A^,  A^^.  • . konvergieren  nach  a. 
Es  ist  Ci  stets  zwischen  — und  A^^^  gelegen; 

dabei  ist 

' 2 ir(-ln)l’ 


und  bedeutet  den  größten  Wert  des  absoluten  Betrages  von 
f"  iß)  im  Intervall  A^  bis  B. 

Die  Kombination  der  Regula  falsi  mit  der  New  ton  sehen 
Näherungsmethode  (Fourier,  Anal,  des  equ.  dä.)  ergibt  unter 
den  gleichen  Bedingungen  und  bei  Verwendung  der  gleichen 
Bezeichnungen  wie  beim  Newtonschen  Näherungsverfahren 
folgendes  Theorem; 

Bildet  man  sukzessiv 


Bf{A)~Af{B) 
aA)-f{B)  ’ 


BJUn)-AJ{B,:) 

/'(AJ-A-BJ 


(«  = 1,2,...), 


so  liegt  B^  stets  zwischen  a mid  B,  B^  zwischen  B^  und  a usw.j 
und  die  Größen  B,  jBj,  .ßgi  • • • konvergieren  nach  a.  Die 
Wurzel  Ci  liegt  stets  zwischen  A^  und  B^. 

Bildet  man  ferner  sukzessiv  (Fourier  a.  a.  0,) 


C\  = B — 


f{B) 

r{Ay 


m) 

f{A,) 


+ 1 


= c — 


fkCn) 

fiAn) 


so  liegt  stets  zwischen  B und  a,  zwischen  und  cc, 
Cg  zwischen  und  a usw..,  und  die  Zählen  Cg,  . . . konver- 
gieren nach  Ci.  Die  Wurzel  cc  liegt  stets  zwischen  A^  und  C„. 

Die  Nowtonsche  Näherungsmethode  ist  nur  ein  Spezial- 
fall  des  von  Legendre-Oauchy  (Cauchy,  Analyse  älgebrique 
(1821),  CEuvres  (2)  3,  381)  stammenden  Verfahrens  sukzessiver 
Approximation.  Aus  einem  geeigneten  Anfangswert  A ist  mittels 
einer  stetigen  Funktion  epiß)  sukzessiv  eine  Wertreihe  A^  — 9>(^), 
A^  = g)(-4.i), .. . j • • • herzuleiten,  so  daß  die  Größen 

-Aj,  Ag,  . . . nach  einem  Wert  cc  konvergieren,  der  Wurzel  einer 
vorgegebenen  Gleichung  fß)  — 0 ist.  Hierzu  muß  a = cp  ß)  sein. 
Vgl.  Schroeder,  Math,  Ann.  2,  317  (1870),  Isenkrahe, 
ebenda  31,  309  (1888),  Netto,  Algebra  1,  300,  Lüroth, 
Vorl.  über  numerisches  Rechnen.,  S.  179,  Pellet,  C.  R.  133, 
917  u.  1186  (1901),  Perrin,  ebenda,  1189. 

Lagranges  Kettenbruchmethode:  Hat  man  eine  Gleichung 
fß)  = 0 mit  reellen  Koeffizienten  und  weiß  man,  daß  sie 
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X positive  Wurzeln  zwischen  den  zwei  positiven  ganzen  Zahlen  g 
und  ^ -f  1 besitzt,  so  setze  man  ^ H Die  sich  dann 

aus  f{ß)  = 0 fu3:  % ergebende  Gleichung  = 0 bat  soviel 

positive  reelle  Wurzeln,  die  größer  als  1 sind,  wie  f{z)  ==  0 
reelle  Wurzeln  zwischen  den  Grenzen  g und  g 1 bat.  Ist 
g^  eine  derartig  gewählte  ganze  positive  Zahl,  daß  — 0 

zwischen  den  Grenzen  g^  und  g^ 1 wenigstens  eine  Wurzel 


hat,  so  setze  man  ^ind  operiere  mit  der  sich  aus 

fiifi)  ^ ^ ergebenden  Gleichung  ==  0 weiter.  Auf  diese 

Weise  werden  die  zwischen  g und  g 1 liegenden  positiven 
Wurzeln  von  /“(.e)  = 0 in  Kettenbrüche 


+ 


1 

9i-\-  Ji 


9i, 


entwickelt.  Lagrange,  Bes.  des  Squ.  num.,  (Euvres  8,  41, 
M.  A.  Stern,  Journ.  f.  Math.  11,  142,  277  (1834),  Sturm 
in  der  S.  256  zitierten  Arbeit,  Art.  16. 

Lagrange-Bernoullisches  Y erfahren'.  Ist  s^  (»  = 1,2...)  die 
Summe  der  Potenzen  der  Gleichungswurzeln,  so  nähert  sich 

^ y J-  1 

für  wachsendes  v der  ihrem  absoluten  Betrage  nach  größten 

Gleichungswurzel,  falls  eine  solche  existiert  (Lagrange,  Bh.  des 
equ.  num.,  (Euvres  8,  170).  Am  einfachsten  findet  man  die 
f'  iz) 

indem  man  nach  fallenden  Potenzen  von  z entwickelt, 

also  = y + ^2  + ^ H hMet  (vgl.  S.  267).  Dieses 

Verfahren  ordnet  sich  als  Spezialfall  in  die  von  Daniel  Ber- 
noulli  {Comm.Acad.  Petrop.  3,  92  (1728))  stammende  und  dann 
von  Euler  (Introductio  in  analysin  infinitorum  (1748),  Bd.  1, 
Kap.  17)  aufgenommene  Methode  der  Berechnung  der  Gleichungs- 
wurzeln mittels  reJiurrenter  Beihen  und  läßt  sich  so  ausgestalten 
(Fourier,  Anal,  des  equ.  det.y  Ostwalds  Klass.  Nr.  127,  S.  63, 
Stern,  Journ.  f Math.  11,  293  (1834),  Jacobi,  ebenda  13, 
349  (1835),  Ges.  Werke  3,  280,  F.  Cohn,  Math.  Ann.  44, 
473  (1894)),  daß  es  zur  Herleitung  sämtlicher  Wurzeln  einer 
beliebigen  Gleichung  mit  reellen  oder  imaginären  Koeffizienten 
dienen  kann. 

Gräffesche  Methode',  Ist  eine  Gleichung  f{z)  — 0 mit  den 

23* 
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Wurzeln  «j,  ag,  • . gegeben  und  schreibt  man  f{s)  = -f-  z g^iz^)’! 

faßt  man  also  die  Glieder  mit  geraden  und  ungeraden  Potenzen 
zusammen,  so  hat  die  Gleichung 

fi^y)  = 9iW  — y^iiiyY  = o 

die  Wurzeln  Durch  sukzessives  Fortsetzen 

dieses  Verfahrens  findet  man  eine  Gleichung: 

f\{u)  = d^u^-^-{-  . . . + = 0 

mit  den  Wurzeln  ^ wobei  t = 2*'  ist.  Befriedigen 

die  absoluten  Beträge  der  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung 
die  Ungleichheiten  | «i  i > I «2  I * • • ^ genügend 

große  V angenähei*t 


und  man  findet  «j,  aj,  . . durch  Ziehen  Wurzeln. 


aber  größer  als 

so  befriedigen  die  Größen  für  genügend  große 

T angenähert  die  Gleichung  d^u^  -{•  d^u^~^  • • • d^  ^ 0 und 
die  Größen  2 ? • • • > Gleichung 

d^u^-’  + + . . . + 0. 

Man  kann  die  Methode  so  ausgestalten,  daß  sie  alle  Gleichungs- 
wurzeln liefert.  Gr  äffe,  Die  Auflöswng  der  höheren  numerischen 
Gleichungen^  Zürich  1837.  Eneke,  Journ.  f.  Math.  22/  193 
(1841),  Carvallo,  Ann.  de  la  faculte  de  Toulouse  3 (1889) 
{These  de  Paris). 

Wir  schließen  mit  der  Aufsuchung  der  rationalen  Wurzeln 
einer  Gleichung  mit  rationalen  Koeffizienten: 

Die  rationalen  Wurzeln  einer  Gleichu/ng  mit  ganzzahligen 
Koeffizienten,  hei  der  der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz  gleich 
1 müssen  ganzzahlig  sein. 

Die  rationalen  Wurzeln  einer  Gleichu/ng 

ao^“  -f*  -j-  -f-  • • • ■+■  — 0 
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mit  gamzähUgen  Koeffizienten  findet  man,  indem  man  a^z  y 
setzt  und  die  ganzzahligen  Wurzeln  von 

tf  + ‘ 4-OsaoV’  + • • • + »„»o”“*  = 0 

sucht  (Eolle,  Traite  d'algehre  (1^90),  2*®®  Buch,  Kap.  5). 

Man  findet  die  etwa  vorhandenen  ganzzahligen  Wurzeln  der 
Gleichung 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten^  indem  man  alle  ganzzahligen  posi- 
tiven und  negativen  Teiler  von  sucht,  die  innerhalb  der  Wurzel- 
grenzen liegen.  Ist  cc  ein  solcher  Wert.,  so  ist  a dann  und  nur 
dann  Gleichungswurzel,  wenn  sämtliche  Größen 


a “ ’ ß ■ — »2  1 ^ = »8  ? • • • > 


K-1 


ganzzahlig  ausfallen  und  schließlich 


— — 1 wird. 


Kapitel  V. 

Invariaiiteiitlieorie. 

Von  H.  E.  Timer  ding  in  Brannscbweig. 


§ 1.  Binärformen  zweiter  bis  vierter  Ordnung. 

Die  Invariantentheorie  beschäftigt  sich  mit  den  ganzen 
rationalen  Funktionen,  insbesondere  den  homogenen  Funktionen 
oder  Formen,  bei  denen  alle  Glieder  bezüglich  der  veränder- 
lichen Größen  von  derselben  Dimension  sind.  Doch  sind  auf 
die  letzteren  sofort  die  nicht  homogenen  Funktionen  zurück- 
zuführen, indem  man  eine  der  Variablen  = 1 annimmt.  Die 
Invariantentheorie  behandelt  diese  Formen  aber  nicht  allgemein, 
sondern  nur  hinsichtlich  ihres  Verhaltens  bei  homogenen  linearen 
Transformationen  der  Veränderlichen.  Invariante  heißt  nach 
Sylvester  (Cambr.  Buhlin  Math.  Journ.  6 (1851)  290)  eine 
solche  Funktion  der  Koeffizienten  einer  Form,  die  für  die  trans- 
formierte Form  gebildet  bis  auf  einen  konstanten  (d.  h.  von  den 
Koeffizienten  der  Form  unabhängigen)  Faktor  mit  dem  analogen, 
für  die  ursprüngliche  Form  gebildeten  Ausdrucke  übereinstimmt. 
Der  konstante  Faktor  ist  hierbei  eine  Potenz  der  Determinante 
oder  des  „Moduls'*  jener  linearen  Substitution,  durch  welche  die 
Transfoimation  der  Variablen  gegeben  wird.  Der  Exponent 
dieser  Potenz  heißt  das  Gewicht  der  Invariante,  die  Dimension, 
zu  welcher  in  jedem  ihrer  Glieder  die  Koeffizienten  der  Form 
Vorkommen,  der  Grad  der  Invariante.  Zur  Unterscheidung  wird 
die  Dimension,  zu  welcher  in  einer  Form  die  Veränderlichen 
Vorkommen,  immer  als  Ordmmg  bezeichnet. 

Das  einfachste  Beispiel  wird  durch  eine  quadratische  Form 
zweier  Veränderlichen  oder  Binär  form  ziveiter  Ordnung: 

f = -f  2a^x^x^  + flgiCg“ 

gegeben.  Geht  diese  durch  die  lineare  Transformation: 
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.x^  = ccx^'  X2  ==  yx^  + dx.2 

in  die  Form: 

' f = 2a^x^X2  + a^x^'^ 

über,  so  wird,  wenn 

A — ad  — ßy 

den  Modul  der  Substitution  bezeichnet,  rTrilli 

»0'«/  - «/  ® = ^^(«0  «2  - «1 , 


Die  „I)iskrimmmite‘' 

D = 2(a„((2  — üj^) 


.1^1 


hat  also  die  Invarianteneigenschaft,  und  die  letztere  ist  an 
diesem  Beispiel  zuerst  durch  Gauß  (JDisquisitmies  arithmeticae 
1801,  Werke  1,  Art.  157)  konstatiert  worden. 

Der  Diskriminante  D einer  quadratischen  Form  steht  die 
Resultante  B zweier  linearen  Formen 

u ==  a^x^  + «2^2?  ^ + ^2^2 

zur  Seite.  Es  ist 

i?  = «j  dg  ®2^i* 

Auch  diese  Diskriminante  scheidet  nur  einen  Faktor,  nämlich 
das  Quadrat  des  Substitutionsmoduls  aus,  wenn  w und  durch 
dieselbe  lineare  Substitution  transformiert  werden,  und  heißt 
deshalb  eine  simultane  Invariante  von  u und  v. 

Das  System  zweier  quadratischer  Binärformen  ist  zuerst 
von  Boole  {Camhr.  Math.  Journ.  B (1843)  11  ff.)  behandelt 
worden.  Sind 

f = a^x^^  -f  2a^x^x^  -f  a^x^^,  g = h^x^^  -f  2\x^x^  -f  \x^^ 


die  beiden  Formen,  so  kann  man  aus  ihnen  eine  Form 

/a  = /■  4-  = K + 4-  kh^x^x^  + (»2  4-  Ida)  V 

zusammensetzen.  Die  Diskriminante : 

P,  = 2 {(ao  + l\)  (a,  + i\)  - (%  + i6i)’l 

dieser  Form  läßt  sich  in  folgender  Gestalt  schreiben: 

21^  -^11  4"  4" 
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Hierbei  sind  und  Dg 2 die  Diskriminanten  von  f und 
und  es  wird: 

•Djg  — Ojq^2  4"  ö^2^o- 

Da  D^,  Dji,  Dg 2 die  Invarianteneigenschaft  haben,  muß 
sie  auch  Djg  haben.  D^g  ist  eine  simultane  Invariante  der 
Formen  /*,  g.  Eine  andere  solche  simultane  Invariante  ist  die 
folgende: 

B — D11D22  Dj^g 

oder 

B ^ 4(a0d]  ®i^o)  ®2^i)  (®o^2 

Diese  ist  die  doppelte  Diskriminante  der  aus  /*,  g ableit- 
baren quadratischen  Form: 

H = («obi  ~ + K^2  »2^o)%^2  + («1^2  — Ö2^l)^2*- 

Diese  Form  läßt  sich  auch  schreiben: 


■ff  = (Oo»l  + «l*s)  + 62*3)  — + «2*2)  (*0®1  + **1*2). 

oder  mit  Benutzung  von  Differentiationssymbolen: 

^ df^ 
dx^  dx^ 
dg  dg. 
d x^  d x^ 

Eine  solche  aus  den  partiellen  Derivierten  mehrerer  Formen  ge- 
bildete Determinante  heißt  FVÄiowa?-  oder  JacohischeDeterminante 
(vgl.  S.  156J.  Transformiert  man  f^g  durch  homogene  lineare  Sub- 
stitutionen und  bildet  für  die  transformierten  Formen  die  Form  Hy 
so  unterscheidet  sich  der  gefundene  Wert  von  dem  obenstehenden 
nur  um  eine  Potenz  (nämlich  den  Kubus)  der  Substitutions- 
determinante A.  Eine  Form  von  dieser  Eigenschaft  heißt,  eben- 
falls nach  Sylvester,  eine  (simultane)  Kovariante  der  Formen  /*,  g. 
D = 0 ist  die  Bedingung  dafür,  daß  H das  Quadrat  einer  linearen 
Form  wird,  und  gleichzeitig  dafür,  daß  die  Gleichungen  f = 0, 
g — 0 eine  gemeinsame  Wurzel  besitzen.  B heißt  infolge 

dieser  letzten  Eigenschaft  die  Eesultante  von  f und  g.  Die  drei 
Formen  /*,  gy  H genügen  der  identischen  Beziehung: 


Ä»  - - + ■ff22/*)- 
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Nimmt  man  zu  den  beiden  Formen  /*,  g eine  driUe  quadra- 
tische Form: 


hinzu,  so  wird  die  Determinante 


■^12  3 


a^  a^  «2* 
^0  ^2 
^0  ^1  ^2 


eine  simultane  Invariante  (vom  Gewicht  3)  der  drei  Formen  /*,  g,  h. 
Nennt  man  Dg  3 die  Diskriminante  von  h und  D^g  ==  Dg^, 
Dg 3 = D32  die  zu  Di2  = analogen,  für  /j  ^ zusammen  mit  h 
gebildeten  Invarianten,  so  wird: 


22^ 


Dil  ^12  As 

Dgi  Dgg  Dgg 
■Dgl  Dgg  Dgg 


Ferner  gilt  die  identische  Gleichung; 


2>ii  Di2  Di8  f 
2^21  -^22  -^23  9 

-^31  -^32  -^33 

/•  <7  7i  0 


Bildet  man  auch  die  zu  D analogen  Formen  G,  JF  für  ^ zu- 
sammen mit  Ä,  so  ergeben  sich  die  weiteren  Identitäten; 


2Di23  • /•  = D11D+  D12G  -f  DigD, 
^^123  * 9 — ^21^  + -^22^  + -^23-^? 

2-^128  * ” -^31^  ^32^  “1" 

Ff^ag-^-Hh^^O. 


Die  Theorie  der  Binärform  dritter  Ordnung  und  die  daran 
sich  knüpfende  Auflösung  der  Gleichungen  dritten  Grades  ist 
von  Cayley  {A  ßfth  memoir  upon  Quantics^  Philos.  Trans.  148 
(1858)  429,  Papers  .2,  527,  Art.  115 — 127). gegeben  worden. 
Aus  der  Form; 


f = «0^1^  SajiCi^iCg  -f  a^x^ 
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lassen  sich  durch  Differentiation  zwei  quadratische  Formen 


. _ 11/;  . 1 11 

3 dXy  ’ ' * ^ 3 dx^ 

herleiten,  die  ausgeschrieben  lauten: 

fl  ==  %^i  -f-  "^cii^iX^  4-  a2^2^ 

Bildet  man  deren  simultane  Kovariante: 

H = (a^ag  — «1^)  + (a^a^  — a2^)^r2^ 

so  ist  dies  eine  Kovariante,  die  sogenannte  Hessesche  Deter- 
minante der  Grundform  f (vgl.  S.  160).  Man  kann  sie  schreiben: 


rav 

aY 

( aY  yi 

\dx^ 

dxi 

\dx^dxj  1 

Die  Diskriminante  von  H: 

E = 4 («0^2  — (^l)  — «2^)  — K«3  “ 

ist  die  einzig  existierende  Invariante  von  f.  Setzen  wir  noch: 


so  wii'd 


_ i dJS 

9.  dx,' 


1 

2 dx^  ’ 


eine  neue  Kovariante  von  /*,  die  ausgerechnet  lautet: 

Q = — 3oo«ia2  + 

+ + a^^a^)x^^x^ 

3 (ö^Q  0^2  ötg  2 a^^  a^  “}~  ^2  ) ^2 

~ (a^a^^  — 3 «1^2  «3  + 2«2®)^*^2^- 

Sie  ist  alöo  von  der  dritten  Ordnung.  Die  beiden  Kovarianten 
JET,  Q und  die  Invariante  H sind  mit  der  Grundform  f durch  die 
Identität  verknüpft: 

§2  -f  4H^  + = 0, 


die  als  die  Gayleysche  Gldchimg  bezeichnet  wird. 
Bildet  man  die  Form: 


ö-f-A/; 
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so  werden  deren  Kovarianten,  wenn  man  B — S setzt, 

= Q^  = &{XQ-Rf), 


und  die  Invariante  wird 

Bj^  = 02  jB. 

Unter  den  Formen  sind  zwei  enthalten,  welche  dritte 
Potenzen  linearer  Formen  v sind.  Diese  findet - man  für 
X = ± wie  man  sofort  sieht,  wenn  man  die  Oayley- 

sche  Identität  in  der  Form 

{q+Y^  • f)  {Q-V-K  •/•)  = - 4^* 

schreibt.  Aus  Q — V — R-f=v^  folgt  aber 

f = — (“*  — «’*)  = — (u  — v)  (u  — iv)  (u  — £^»), 

wenn  £ eine  primitive  dritte  Einheitswurzel  ist.  Auf  diese  Weise 
ergibt  sich  die  Zerlegung  der  Binärform  dritter  Ordnung  in 
Linearfaktoren  und  damit  die  Auflösung  der  Gleichungen  dritten 
Grades.  — 

Eine  Bmärform  vierter  Ordnwng: 

f ==  + 4t:a-^x^x^  -{•  ^a^x^x^^  + 4.a^x^x,^  -f  a^x^*" 


hat  zwei  Invarianten 


i — — 4aiöf3  + Sag*» 


Q/q  Öj  6*2 
0^2  % 


«2  ^4 


Eine  Kovariante,  die  wieder  als  die  Hessesche  Deter- 
minante zu  bezeichnen  ist,  finden  wir  in  dem  Ausdrucke: 

H = ^ _ / gy  V) 

\4  • 3/  \dx^  dxi  Kdx^dxJ  \ 

Dieselbe  ist  von  der  vierten  Ordnung.  Eine  zweite  Kovariante 
wird  durch  die  Funktionaldeterminante  von  f und  H 
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gegeben.  Es  gilt  dann  die  Identität: 

^2  _ _ j 4//3  _ 1^12  ^ ^y3  j . 

Diese  geht,  wenn  man  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

welche  die  Resolvente  der  Gleichung  /’=0  heißt,  mit  w^,  Wg,  Wg 
bezeichnet,  in  die  Form  über: 

T2  _ _ 4 ^ 4. 

Auf  der  rechten  Seite  muß  jeder  Faktor  ein  vollständiges 
Quadrat  sein,  weil,  besondere  Ausnahmefälle  abgerechnet,  jeder 
Faktor  verschieden  und  die  linke  Seite  ein  Quadrat  ist,  also 
läßt  sich  setzen: 

H -j-  — 9)^  AT  -f  ^2/’=  — if  -f 

so  daß 

(>»2  — m^(p^  -f  (mg  ~ m^)  + (m^  — m^)i^  = 0 

und 

T= 

wird.  Aus  diesen  Formeln  folgt  die  Zerlegung  der  Form  f in 
Linearfaktoren.  Es  wird  nämlich: 

wobei  A eine  Konstante  bedeutet  und 

«1  = (»»2  - %)  + ('»3  - %)  1^'  + K - ^ ’ 

/ \ c (p  / \ dip  / \ d% 

^2  = (»>*2  - »*3)  K - (%  " ^2)  » 

% = - K - ^3)  ^ + (^3  - mj  - (%  - w^2)  5^-, 

= _ (mj  - ««3)  - (m^  - m,)  3^  + (»«1  - »»2)  ^ 

setzt  werden  kann.  Diese  Methode  der  Zerfällung  einer  Funk- 
on  vierter  Ordnung  in  Linearfaktoren  sowie  die  ganze 
heorie  der  Formen  vierter  Ordnung  geht  auf  Cayley  zurück 
(a.  a.  0.  Art.128  ff.).  Für  die  letzten  Formeln  vgl.  man  Gor d ans 
Vorlesung m über  Invariantentheorie  2 (1887),  195. 
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Setzt  man: 

(p  = -f  r^x^)  • + s^x^)  = • ^2 

so  wird: 

if»  = «(5i^  — I/),  X = + I/)- 

Durch  die  lineare  Substitution: 

= r^Xi  + rgajg,  ^2  = + ^2^2 

wird  somit  die  Form  f,  da  (iWg  — w«})/*  = ist,  auf  die 

„kanonische'^  Gestalt: 

f=y  (k^  + 6 ^ + ^'2^) 

gebracht.  Hierbei  ist  m durch  die  Gleichung  bestimmt: 

(1  -f 

w*(l  — p 


Bildet  man  die  zusammengesetzte  Form 


/"a)  = ^1/*+ 

setzt: 

4 5i  = 4Ai3-aiA22-iA2^ 

und  bezeichnet  die  Kovarianten  dieser  Form  dritter  Ordnung 
mit  Qs2,  so  werden  die  Invarianten  von 

h = — jx  = — 

und  die  Kovarianten: 


• T. 

Die  Invariante  von  Sl  ist  bis  auf  einen  Zahlfaktor: 


B = — f. 

Dies  ist  die  Diskriminante  der  Form  vierter  Ordnung  f. 

Ist  JR  = 0,  so  hat  f einen  doppelten  Linearfaktor,  eben- 
so J?,  T aber  einen  fünffachen  Faktor. 

Wenn  die  drei  Wurzeln  mg,  der  kubischen  ße- 
solvente  zusammenfallen,  d.  h.  i = 0 und  j 0 wird,  hat  f 
einen  dreifachen  Linearfaktor,  H wird,  von  einem  konstanten 
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Faktor  abgesehen , die  vierte  Potenz  und  T die  sechste  Potent 
des  dreifachen  Linearfaktors  von  f.  H 

Wenn  H von  f nur  um  einen  konstanten  Faktor  ver-  ;| 
schieden  ist,  so  wird  f und  damit  H das  Quadrat  einer  1 
quadratischen  Form.  Dann  wird  T der  dritten  Potenz  dieser 
quadratischen  Form  proportional.  ! 

Wenn  H identisch  verschwindet,  ist  f die  vierte  Potenz 
einer  linearen  Form.  Dann  verschwindet  auch  T identisch. 

Die  Binärformen  vierter  Ordnung  findet  man  sehr  voll- 
ständig behandelt  bei  Clebsch,  Theorie  der  binären  algebraischen 
Formen  (1872),  S.  134—178. 

§ 2.  Binärformen  beliebig  hoher  Ordnung. 

Die  Untersuchung  der  invarianten  Bildungen  einer  all- 
gemeinen Binärform  n^^  Ordnung  hat  sich  in  drei  Etappen  voll- 
zogen. Die  erste  ist  durch  die  Namen  Sylvester  und  Cayley 
gekennzeichnet  und  vor  allem  in  Sylvesters  Abhandlungen  On 
the  Pri/nciples  of  fhe  Calculus  of  Forms,  Cambr.  Bubi.  Math.  J. 

6 (1861),  186,  289,  7 (1852),  52.  179,  8 (1853),  62,  256, 

9 (1854),  85  und  in  Cayleys  Memoirs  upon  Quantics  ent- 
wickelt, die  in  den  Phüos.  Transactions  -von  1854  ab  erschienen 
uod  mit  Zusätzen  des  Verfassers  abgedruckt  sind  in  den  Col- 
lected  papers  1 221,  H 250,  III  310,  IV  513,  V 527,  VI  561, 
Vn  325,  VIII  147,  IX  334,  X 339.  Den  Arbeiten  Sylvesters 
und  Cayleys  voraufgegangen  sind  die  bedeutungsvollen,  aber 
wenig  bekannten  Aufsätze  von  Boole,  Cambr.  Math.  J.  3 (1843) 
6,  106.  Eine  zusammenfassende  Darstellung  der  ganzen  Theorie 
findet  man  in  G.  Salmons  Lessons  introductory  io  the  modern 
higher  algebra,  1.  Aufl.  1859.  (Deutsch  von  W.  Fiedler  als 
Algebra  der  linearen  Transformationen?)  Selbständige  Bedeutung 
kommt  Brioschis  Teoria  dei  Covarianti  (Rom  1861)  zu. 

Die  zweite  Phase  der  Entwicklung  bildet  die  Theorie  von 
Glebsch  und  Gordan,  die  man  in  folgenden  Werken  findet: 
A.  Clebsch,  Theorie  der  binären  algebraischen  Formen,  Leipzig 
1872,  Faa  di  Bruno,  Ekäeitmg  in  die  Theorie  der  binären 
Formen,  Leipzig  1891,  P.  Gordans  Vorlesungen  über  Invarianten- 
theorie, herausgegeben  von  G.  Kerschensteiner,  Leipzig  1887. 

Di§  dritte  Stufe  ist  bezeichnet  durch  die  Arbeiten  von 
D.  Hilbert,  Math.  Annalen  36  (1890),  473  und  42  (1893), 
313.  (Vgl.  das  kurze  Referat  von  H.  S.  White,  Bull,  of  the 
Amcric.  Math.  Soc.  (2)  5 (1899),  161  und  über  die  allgemeine 
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Entwicklung  der  Invariantentheorie  den  Bericht  von  Fr.  Meyer, 
Math.  Yer.  1 (1892)  und  dessen  Eeferat  EnzyTd.  p.  320.) 
Die  Cayley- Sylvester  sehe  Theorie  hat  sich  indes  durch  die 
letzten  Arbeiten  Sylvesters,  die  neue  Bahnen  und  Ziele  er  öffneten, 
bis  in  die  Gegenwart  weiter  entwickelt.  Die  neuere  englische 
Invariantentheorie  kann  man  aus  dem  Buche  von  J.  H.  Grace 
und  A.  Young,  The  Algebra  of  Invarianis,  Cambridge  1902, 
kennen  lernen. 

Die  Binärform  Ordnung  schreibt  man  gewöhnlich  in 
der  Gestalt: 

f — (2)  ^2^1  ^^2*  “I"  * ' ■ "1“ 

wobei  (1)  ? (2)  * ■ * Binomialkoeffizienten  bezeichnen.  Es 

sind  dann  die  Bildungsgesetze  zu  suchen,  welche  die  Inva- 
rianten und  Kovarianten  dieser  Form  f befolgen.  Für  die  In- 
varianten und  Kovarianten  hat  man  die  gemeinsame  Bezeich- 
nung  Komitanten^  die  K.  Reuschle  {Verh.  d.  Züricher  Kon- 
gresses 1898,  S.  123)  an  Stelle  des  von  Sylvester  (Camhi\  Buhl. 
Math.  J.  6 (1851),  290)  gebrauchten  Ausdruckes  Konkomitanten 
eingeführt  hat. 

Jede  Kovariante  ist  eine  homogene  Funktion  nicht  bloß 
von  den  Veränderlichen  sondern  auch  von  den  Koeffizienten 

Aq,  . . . Demgemäß  unterscheiden  wir  an  ihr,  wie  bereits  an- 
gegeben, ihre  Ordnung  h als  die  Dimension,  in  der  die  ersteren 
Vorkommen,  von  dem  Grad  h als  die  Dimension,  in  der  sie  die 
letzteren  enthält.  Invarianten  lassen  sich  als  Kovarianten  von 
der  Ordnung  0 auffassen.  Der  Koeffizient  eines  Gliedes  der 
Kovariante  besteht  aus  Ausdrücken  von  folgender  Form: 

c • 

in  denen  c einen  ganzzahligen  Faktor  bezeichnet  und  inuner 

^0  + ^l  + ^2  + ---+^„==/v 

ist.  Innerhalb  eines  Koeffizienten  hat  auch  für  alle  Glieder  des 
ihn  darstellenden  Aggregates 

+ 2 lg  + • • • + 

denselben  Wert,  der  das  Gewicht  des  betreffenden  Koeffizienten 
heißt.  Man  drückt  dies  so  aus,  daß  man  sagt,  die  Koeffizienten 
der  Kovarianten  und  insbesondere  die  Invarianten  seien  homo- 
gene und  isohare  Funktionen  der  Koeffizienten  a^.  Bei  dem 
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ersten  Koeffizienten,  nämlich  dem  von  ist  das  Gewicht 
w = ^ {nk  — ä)  und  steigt  bei  jedem  folgenden  Koeffizienten 
um  1,  so  daß  es  bei  dem  letzten,  nämlich  dem  von 
^ {nh  + ä)  beträgt.  Die  erste  Zahl  tv  heißt  das  Gewicht  der 
Kovariante.  Es  ist  der  Exponent  der  Potenz  des  Substitutions- 
moduls , mit  der  sich  bei  einer  linearen  Transformation  die 
Kovariante  multipliziert,  wie  man  sofort  sieht,  wenn  man  die 
besondere  Substitution  = iCj,  rCg  = AiCg  wählt.  Für  eine  In- 
variante wird  (da  Ä — 0)  das  Gewicht  w ng.  Das  Gewicht 
ist  eingeführt  worden  von  Cayley  (Philos.  Trans.  146  (1856) 
101,  Papers  2,  250). 

Die  Komitanten  einer  Kovariante  sind  wieder  Komitanten 
der  Urform,  und  eine  ganze  rationale  Funktion  von  Komitanten 
ist  wieder  eine  Komitante,  wenn  alle  ihre  Glieder  von  derselben 
Ordnung,  demselben  Grade  und  demselben  Gewichte  sind. 

Jede  Kovariante  Q genügt  bestimmten  TJifferentialgleichimgen, 
die  von  Cayley  (Journ.  f.  Math.  47  (1854),  109,  Papers  2,  164) 
angegeben  sind,  die  aber  Aronhold  schon  1850  besaß,  wie 
aus  einem  von  Lampe  (Arch.  d.  Math.  (3)  1 (1901),  38)  ver- 
öffentlichten Briefe  hervorgeht.  Diese  Differentialgleichungen 
lauten : 

^ (w  “ p)  • a«  • — x^  X--  = w Q. 

V/  ^ öx^ 

^ dQ  cQ  ' 

“'s 

j-  = 0, 

p • aQ  — 1 Xa  o ■ — 0 . , 

^ 2 

Aus  diesen  Differentialgleichungen  ist  sofort  zu  erschließen, 
daß  in  jeder  Komitante  oidXe  Koeffizienten  der  Urform  Vor- 
kommen müssen.  Für  Invarianten  ergeben  sich  leicht  ersicht- 
liche vereinfachte  Gleichungen,  indem  die  Den  vierten  nach  den 
X verschwinden. 

Die  vorletzte  Gleichung  gestattet,  aus  dem  ersten  Gliede 
der  Kovariante,  nämlich  dem  mit  sukzessive  die  Glieder  mit 

ganze  Kovariante  abzuleiteru 

Setzt  man  nämlich 


'h 
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so  ergibt  sich: 


A-+1  ~ 


BA, 


Die  Kovariante  ist  also  völlig  bestimmt  durch  ihr  erstes 
Glied,  welches  das  Leitglied  heißt.  Dies  Leitglied  genügt 
selbst  der  folgenden  Differentialgleichung:  ^ 


2 


P-O, 

ea„ 


und  jede  homogene,  isobare  Funktion  der  die  dieser  Diffe- 
rentialgleichung genügt,  läßt  sich  als  das  Leitglied  einer  Ko- 
variante deuten. 

Diese  Leitglieder  werden  nach  Sylvester  als  Semin- 
varianten  bezeichnet.  Insbesondere  heißen  Seminvarianten,  die 
nicht  weiter  auf  andere  Seminvarianten  reduziert  werden  können, 
Pcrpetuanten.  Z.  B.  erhält  man  bei  einer  Form  vierter  Ordnung 


f = ^a^x^x.2^  -f  a^x^^ 

die  Seminvarianten: 

ÖQ  cfj 

Sq  — (Iq, 


^1  = 


«1  r/g 


«4  = 


«2  05$ 


— 3 «001^2  + 2«^'^,  — ÜQÜ^  — -f 

Z wischen  diesen  5 Semivarianten  besteht  die  Beziehung: 
45iS  + - ^«2-53  + = 0. 


Alle  Syzygien  oder  identischen  Relationen  zwischen  den  Komi- 
tanten  lassen  sich  auf  solche  Gleichungen  zwischen  den  Semin- 
varianten reduzieren.  heißen  nach  Sylvester 

die  ^firundformedK 

Führt  man  die  Seminvarianten  an  Stelle  der  Koeffizienten 
«Q,  % . . . in  die  obigen  Differentialgleichungen  ein,  so  redu- 
zieren sich  diese  auf  drei  Gleichungen,  indem  an  Stelle  der 
beiden  letzten  eine  einzige  Differentialgleichung  tritt,  deren  Inte- 
grale sämtliche  Kovarianten  (bzw.  Invarianten^  der  Urform 
sind.  Vgl.  Junker,  Ilath.  Ann.  64  (1907),  328. 

Die  Theorie  der  Seminvarianten  ist  entwickelt  worden  von 
Sylvester,  Am.  Journ.  of  Math.  5 (1882),  79,  6 (1883),  97, 
Cayley,  ebenda  7 (1884),  1,  59,  15  (1893),  1 {Papers  12, 

Pascal,  Kepertorium.  I.  2.  Aufi.  24 
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239,  275,  13,  264),  Hammond,  ebenda  8 (1886),  104,  Perrin, 
Bull  Soc.  math.  de  France  11  (1883),  88,  Mac  Mahon,  Am. 
Journ.  of  Malh.  1 (1884),  26,  259,  8 (1885),  1,  d’Ocagne, 
Comptes  Bendus  102  (1886),  916,  104  (1887),  961,  1364, 
Bruxelles  Änn.  Soc.  scient  10®  (1886),  75,  11®  (1887),  314, 
12®  (1888),  185,  Roberts,  Proc.  Lond.  Math.  Soc.  21  (1889), 
113.  Eine  zusammenhängende  Darstellung  gab  Deruyts,  Theorie 
generale  des  formes  algebriques  (Brüssel  1891).  Ergänzungen 
dazu  gab  der  Verfasser  in  den  Schriften  der  Brüsseler  Akademie: 
Bull  (3)  20  (1893),  258,  28  (1894),  157;  Mem.  51  (1893), 
52  (1894). 

Man  kann  au^dem  Leitglied  Äq  die  Kovariante  Q auch 
auf  folgende  Art  herleiten,  die  von  Bruno  {tJourn.  f.  Math.  90 
(1880),  186)  herrührt.  Man  schreibe  die  Eoi-m  f inhomogen, 
indem  man  ~ x.^  x^  — 1 setzt  und  bilde  sukzessive  die 
Funktionen 

f f = — ^^0  f — ^ 

'0  / ’ n dx  ^ 

Wenn  man  dann  in  Aq 

fo^  fi>  /i  • • • . 

schreibt,  so  geht  Aq  in  Q über.  Daraus  folgt  mit  Rücksicht 
auf  die  Differentialgleichung,  der  Aq  genügt,  daß  jede  isobare, 
homogene  Funktion  Q von  /o?  fli  ^2  . . <iie  der  Bedingung 


als  Funktion  von  x betrachtet  eine  Kovariante  der  Funktion  f 
darstellt. 

Von  Interesse  ist  auch  die  Darstellung  der  In-  und  Ko- 
varianten durch  die  Wurzeln  «j,  ^ der  Gleichung /'=  0, 

in  der  man  sich  f inhomogen  geschrieben  zu  denken  hat.  Zu- 
nächst muß  jede  Kovariante  eine  homogene,  ganze  Funktion  der 
Differenzen  und  — x (», ; = i, 2, . sein.  In  jedem 

Gliede  dieser  FunHion  muß  ferner  sowohl  jede  der  Wurzeln 
wie  auch  die  Variable  x gleich  oft  Vorkommen,  außerdem  muß 
der  ganze  Ausdruck  symmetrisch  bezüglich  der  Wurzeln  sein, 
d.  h.  sich  nicht  ändern,  wenn  man  die  Wurzeln  beliebig  ver- 
tauscht. Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  hat  man  aber  auch 
immer  eine  Kovariante  oder,  wenn  die  Differenzen  ct^  — x ganz 
fehlen,  eine  Invariante  von  f vor  sich.  «(Vgl.  Salmon,  Modern 


§ 2.  Binärformen  beliebig  hoher  Ordnung. 
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Algebra,  Lesson  XIII.)  Aus  irgendeinem  Produkte  von  Wurzel- 
differenzen kann  man  eine  Kovariante  von  f ableiten,  indem 
man  derartige  Faktoren  x — hinzufügt,  daß  jede  Wurzel  in 
dem  Ausdrucke  eine  gleiche  Anzahl  Male  vorkommt,  und  darauf 
die  Summe  dieses  Ausdruckes  und  aller  anderen,  die  aus  ihm 
durch  Permutation  der  Wurzeln  entstehen,  bildet.  Dann  ergibt 
sich  immer,  falls  die  Summe  nicht  identisch  verschwindet,  eine 
Kovariante  von  f.  Wenn  eine  Invariante  aus  nur  einem  Gliede 
besteht,  so  muß  dieses  Glied  alle  Wurzeldifferenzen  und  zwar 
jede  dieselbe  gerade  Anzahl  Maie  enthalten.  Diese  Invarianten 
sind  also  alle  die  Potenzen  einer,  welche  als  das  Produkt  der 
Quadrate  aller  Wurzeldifferenzen  auftritt  und  die  JDisIcriminante 
der  Gleichung  f — 0 ist;  sie  verschwindet,  wenn  zwei  Wurzeln 
dieser  Gleichung  einander  gleich  werden.  Sie  ist  eine  Invariante 
2(n  — l)*®“  Grades  (vgl.  S.  274). 

Man  erkennt  leicht,  daß  der  Ausdruck  irgendeiner  Komi- 
tante  für  die  Wurzeldifferenzen  mindestens  von  demselben  Grade 
ist  wie  die  Urform,  also  vom  Daraus  kann  man  weiter 

schließen,  daß  von  einer  Form  Ordnung  alle  Invarianten 

verschwinden,  wenn  sie  einen  v-fachen  Linearfaktor  hat  und 


^ n . , 
1/  > - ist. 


Als  eine  naturgemäße  Erweiterung  der  einfachen  Binär- 
form erscheinen  Formen,  die  mehrere  Paare  von  Veränderlichen 
und  zwar  jedes  Paar  in  jedem  Gliede  zu  derselben  Dimension 
enthalten,  die  also  aus  einer  gewöhnlichen  Binärform  von 
entstehen,  indem  man  in  dieser  die  Koeffizienten  wieder  als 
Formen  gleicher  Ordnung  von  neuen  Variablen  an- 

sieht usw.  Wir  wollen  eine  solche  Form  eine  Simaltanform 
nennen. 

Man  kann  nun  solche  Simultanformen  aus  einer  gewöhn- 
lichen Binärform  ableiten  durch  einen  Prozeß,  welcher  als  Polaren- 
büdimg  bezeichnet  wird  und  den  wir  auch  als  Plückerschen  Pro- 
zeß bezeichnen  können.  Er  wird  in  der  folgenden  Weise  definiert; 


Durch  r-malige  Anwendung  resultiert  die  sogenannte  r*®  Polare 
der  vorgelegten  Form  w*®'  Ordnung  f: 


r 


n{n  — 1)  • • • (n  ~ r 


1 


24 
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Nach  dieser  Definition  ist  der  Satz  evident,  daß  die  (r 
Polare  die  5*®  Polare  der  Polare  ist.  Man  erhält  die  suk> 
zessiven  Polaren,  indem  man  die  Form  = f(x^  ly^ , -f"  ^,^2) 

nach  Potenzen  von  k entwickelt.  Diese  Entwicklung  kann  man 
schreiben : 


= /■+  C) \f-  >■  + C2)  + • • ■ + 


Der  Koeffizient  des  letzten  Gliedes,  ist  die  Form  f,  nur 

gebildet  für  die  Variablen  ?/j,  y^.  Bildet  man  die  Form 
fihyi  + §2^1  '^'^2^2)1  transformiert  man  die  vor- 

gelegte Form  durch  eine  »lineare  Substitution  und  schreibt  die 
transformierte  Form; 


f + (1)  + (2)  + •••  + 


so  wird  hierin  der  Koeffizient 


t (^)  ? 


d.  h.  die  nach  gebildete  r*®  Polare  der  für  die  Variablen 

^2  genommenen  Form  f.  Die  Polaren  U — t^yf{x)  genügen 
der  DiJfferentialgleichung; 


dx^dy^  dx^dy^ 


Umgekehrt  läßt  sich  jede  Simultanform,  welche  dieser  Differen- 
tialgleichung genügt,  als  Polare  einer  gewöhnlichen  Binärform 
gewinnen. 

Führt  man  die  Polarenbildung  an  irgendeiner  Kovariante 
einer  Simultanform  aus  (diese  Kovariante  ist  im  allgemeinen 
selbst  eine  Simultanform),  so  entstehen  neue  Kovarianten  der 
Simultanform.  Die  Polarenbildung  ist  ein  invarianter  Prozeß. 

Die  gleiche  Eigenschaft  kommt  der  folgenden,  an  einer 
Kovariante  Q ausgeführten  Operation  zu: 


Diese  Operation  heißt  der  Cayley  sehe  oder  Omega  ~ Prozeß 
(Cayley,  Cambr.  Buhl.  Math.Journ.  1 (1846),  104,  Papers  1,  95) 
q sind  die  Ordnungen  der  Kovariante  für  die  Variablenpaare 
X und  y.  Die  charakteristische  Eigenschaft  einer  Polare  U 
drückt  sich  dann  einfach  so  aus,  daß  U ==  0 wird. 


§ 2.  Binärformen  beliebig  bober  Ordnung. 
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Es  ist  nun  von  Wichtigkeit,  daß  sieb  jede  Simultanform 
in  bestimmter  Weise  auf  Polarformen  zurückfübren  läßt.  Diese 
Zurückfübrung  wird  durch  die  Clehsch-Gordansdie  Formel  ge- 
geben. Ist  die  Simultanform  F von  der  Ordnung  für  die  x und 
von  der  m*®“  für  die  y (ni  < n)^  so  wird  zunächst  die  Polare 
AJ’^F  eine  Form  der  x allein.  Da  ferner  SIF  von  der 
Ordnung  für  die  x und  von  der  (m  — l)*®“  für  die  y ist,  wird 
auch  SiF  eine  Form  der  x allein,  usw.  Die  Formen  der  x^ 

die  man  so  erhält: 


nennt  Gordon  die  FlementarJcovarianten  von  F.  Dann  ergibt 
sich,  wenn  man  abkürzend 

•*1^2  — *2^1  = i^y) 

setzt,  die  in  Rede  stehende  Formel: 

m 

.{xyf, 

c = o 


durch  welche  die  Reduktion  der  allgemeinen  Simultanform  F auf 
Polarformen  geleistet  wird.  Daß  noch  andere  Fak- 

toren, die  hier  durch  die  Potenzen  des  Elementarfaktors  {xy) 
vertreten  sind,  hinzutreten  müssen,  ist  von  vornherein  klar,  da 
eine  bloße  Verbindung  von  Polarformen  wieder  eine  Polarform 
wäre.  Die  Entwicklung  der  Simultanform  F nach  Potenzen  von 
(xy\  die  durch  die  Clebsch-Gordansche  Formel  gegeben 
wird,  ist  eindeutig  bestimmt;  die  Zahlkoeffizienten  sind  dabei 
die  folgenden; 


{m,n\  = 1 , = 


C)  C) 


m -f- 


Q 


(()  = 1,  2, . . . , m). 


An  die  Komitanten  einer  Binärform  reihen  sich  natur- 
gemäß die  simultanen  Komitanten  mehrerer  Binär  formen,  die  wir 
auch  in  Betracht  zu  ziehen  haben. 

Wir  greifen  zunächst  besondere  Bildungen  unter  den  Komi- 
tanten zweier  Binärformen  /",  g von  gleich  hoher  Ordnung  heraus. 
Zu  solchen  Komitanten  kann  man  gelangen,  indem  man  die  Form 


bildet.  Ist  dann  Q eine  Komitante  Grades  von  /'  so  wird 
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die  entsprechende  Komitante  für  von  folgender  Form:^ 

= « + + + ;3 

In  diesem  Ausdrucke  sind  Q2  • • simultane  Komitanten  von 
f und  g.  Nehmen  wir  für  die  Form  g die  folgende: 

9 = 6o»l”  + (“)  + (2)  H f-  6„*2", 

so  wird  * 


wenn  wir  durch  das  d-Zeichen  den  folgenden  Prozeß  ausdrücken: 


^Qo  ^Qo 

==  -p — -f“  ^ “f"  ■ 

da^  ^ ' day  ^ ' 


Diese  Operation  wird  als  Aronhold  scher  Prozeß  bezeichnet. 


Ausgerechnet  ergibt  sich  für  der  Wert: 

d^Q 

da^d 

x,  Z - -v 


2 da^da.  - da^ 


Alle  aus  einer  Komitante  Q so  folgenden  Komitanten  heißen 
nach  Cayley  deren  Emananten  (Cayley,  Papers  3,  p.  321). 

So  geht  aus  jeder  Invariante  einer  Binärform  eine  Ko- 
variante derselben  hervor  und  jede  Kovariante  in  eine  andere 
über,  deren  Grad  um  1 geringer  und  deren  Ordnung  um  n 
höher  ist. 

Man  kann  den  Aronholdschen  Prozeß  auch  auf  irgend- 
eine simultane  Komitante  Di  zweier  Formen  gleicher  Ordnung 
f\  g anwenden.  Hierbei  kann  insbesondere  der  Fall  eintreten,  daß 

d£l  = 0 

wird.  Dann  heißt  D eine  Komhmante  der  beiden  Formen  /*,  g. 
(Vgl.  Sylvester,  Gambr.  Buhl.  M.  J.  8 (1853),  256.)  Sie  hat 
die  charakteristische  Eigenschaft,  daß  sie  sich  nur  um  einen 
konstanten,  d.  h.  von  den  Koeffizienten  der  Formen  unabhängigen 
Faktor  ändert,  wenn  man  für  f und  g irgend  zwei  Formen  aus 
dem  „Formenbüschel“  f Xg  nimmt.  Daraus  folgt,  daß,  wenn 
wir  den  früheren  Ausdruck  für  die  Komitanten  ö(^)  der  Form 
f -{•  Xg  als  Funktion  von  X betrachten,  jede  Invariante  dieser 
Funktion  eine  Kombinante  der  Formen  f,  g ist. 


§ 2.  Binärformen  beliebig  hoher  Ordnung. 
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Auch  ergibt  sich,  daß  jede  simultane  Komitante  der  Formen 
/*,  welche  deren  Koeffizienten  «g,  «g  • • • ? ^2  • • • 

in  den  Verbindungen  «Q&g  — ötg^oi  <*1^2  — ^2^1  • • 

enthält,  also  nur  von  den  Determinanten  der  Matrix 

(1q  (Xl  0^2  ..  . 

ho  ^2  • • • 

abhängt,  eine  Kombinante  ist. 

Gordan,  Math.Ann.  3 (1871),  355,  gewinnt  alle  Kombinanten 
aus  einer  Fundamentalhombinante: 

F = ^ ^2)  giVx  > }h)  — ff  (^11  ^2)  /*  (2/1 1 2/2) 

deren  Invarianten-  und  Kombinanteneigenschaft  oflfensichtlich  ist, 
indem  er  diese  Simultanform  F nach  Potenzen,  von  (xy)  ent- 
wickelt. Die  Koeffizienten  in  dieser  Entwicklung  sind  wieder 
Kombinanten,  aus  denen  sich  alle  anderen  rational  ableiten 
lassen. 

Schreibt  man  die  Simultanförm  F nach  Ausführung  der 
Division  in  der  Gestalt 

71 1 

f,n=o 

wobei  Cgo  = wird,  so  ist  der  Fall  besonders  merkwürdig, 
wo  die  Gleichungen  /*(%,  iCg)  = 0 , iCg)  = 0 eine  gemein- 
same Wurzel  haben.  Dann  muß  F für  diesen  Wert  von 

x^  : X2  unabhängig  von  den  Werten  der  y verschwinden.  Es 
bestehen  also  die  n Gleichungei*: 

71 1 

X^Qxl-^-Q  = 0 ((;  = 0,l...n-l) 

für  die  n Größen  x^^ x^^~''^ ~ . Durch  die  Elimination  dieser 
n Größen  aus  den  n Gleichungen  ergibt  sich,  daß  die  Deter- 
minante 

F = I er  j 

verschwinden  muß.  Dies  ist  die  Cayleysche  Form  der  Eesul- 
temte  zweier  Binärformen  gleicher  Ordnung  (Cayley,  Joiirn. 
f.  Math.  53  (1857),  366,  Papers  4,  38).  (Vgl.  S..  271.) 

Führt  man  den  Arönh  old  sehen  Prozeß  für  die  Form  f 
und  statt  der  Form  g für  die  Potenz  einer  Linearform  aus. 
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für  welche  wir  iieliDaen,  so  wird  zu  setzen  sein: 

(Po>  ^1?  ^2  • • • ^n)  ~ ^ ’ ^1^2 

und  der  Aronhol dsche  Prozeß  geht  in  einen  anderen  über,  der 
nach  Cayley  {Vhil.  Trans.  146  (1856),  Papers  2,  321)  als 
EveJctantenbildung  bezeichnet  wird.  Wir  wollen  ihn  durch  das 
Symbol  8 kennzeichnen,  so  daß  die  Evektante  einer  Komitante 
Q zu  setzen  ist: 


gn 

" aa„ 


dQ. 


da 


n — l 


^2  + * ' 


c Q 
-h 

— da,  2 


Lassen  wir  mit  X2  zusammenfallen,  so  ist  dies  eine 

neue  Komitante  der  Grundform  f.  Der  Grad  derselben  ist  um 
1 niedriger  und  ihre  Ordnung  um  n höher  als  die  von  Q. 


§ 3.  Die  Oayley-Aronholdsclie  Symbolik. 

Cayley  hat  in  der  Arbeit,  welche  die  G;rundlage  der 
ganzen  Invariantentheorie  gebildet  hat,  auf  den  nach  ihm  be- 
nannten 51 -Prozeß  eine  Ableitung  der  Komitanten  gegründet 
(Camhr.  Buhl.  Math.  Journ.  1 (1846),  104,  Journ.  f.  Math. 
30,  1,  Papers  1,  117),  die  von  den  bisher  angeführten  Methoden 
zur  Aufstellung  von  In-  und  Kovarianten  wesentlich  verschieden 
ist  und  in  ihrer  formellen  Weiterbildung  durch  Aronhold  und 
dlebsch  große  Bedeutung  gewonnen  hat.  Man  vgl.  die  gmnd- 
legende  Arbeit  von  Clebsch,  Journ.  f.  Math.  59  (I86I),  1, 
aus  welcher  die  Grundgedanken  und  das  Charakteristische  der 
Methode  klarer  zu  erkennen  sind  als  aus  den  auf  der  formalen 
Vollendung  der  Theorie  basierten  Lehrbüchern.  Diese  Ai*beit 
bildet  den  Wendepunkt  in  Clebschs  wissenschaftlicher  Tätig- 
keit und  inauguriert  gleichzeitig  die  eine  Zeitlang  in  Deutsch- 
land bestehende  Hen*schaft  der  analytisch -geometrischen  Diszi- 
plinen. Cayley  wendet  den  5i- Prozeß  auf  das  Produkt  f • g 
zweier  Formen  und  Ordnung  an,  von  denen  er  die  erste 
mit  den  Variablen  iCg,  die  zweite  mit  den  Variablen  yj, 
geschrieben  denkt.  Es  ergibt  sich  dann: 


[/’(*)  ■ 9{y)]  = 


1 fg/'W 

nm.  L dx^ 


dgyy) 


cf{x)  , dg{yT\  ^ 

dx»  dyi  J 


Nun  kann  man  hinterher  die  y mit  den  x zusammenfallen 
lassen.  Wir  wollen  dies  ausdrücken,  indem  wir  o)  statt 
schreiben,  und  finden  dann: 


§ 3.  Die  Cayley-Aronholdsche  Symbolik. 
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==  _L  , 

® nrfiLdx^  dx^  dx^  dx^  j 


Die  so  gefundene  Kovariante  ist  die  Jacohische  oder  Funktional- 
äetermmante  der  Formen  f,  g.  Bei  wiederholter  Anwendung 
dieses  Prozesses  ergibt  sich: 


{n  — r)\{m  — r)\  ^ /n  g 

n\  ml  ^ ^ ^ \q)  ' dxfdx^-^ ' 


Man  kann  hinterher  auch  g mit  f zusammenfallen  lassen  und 
findet  so  z.  B.: 


2 rav  3V  / av  '.»-1 
n^  Ldx^  dx^  \dx^dxj  J 


Dies  ist  die  HesseschQ  Kovariante  von  f.  Sind  f und  g ins- 
besondere von  derselben  Ordnung  w,  so  wird  a)”(/  • ^)  eine  bi- 
lineare  Invariante,  nämlich: 


“”(7’  • ü)  = ^ (- Q 6^, 

Q = 0 

wobei  «0,  «j,  . . bj,  . . . die  Koeffizienten  von  f und  g 

sind.  Läßt  man  wieder  f und  g zusammenfallen,  so  bekommt 
man  einen  von  0 verschiedenen  Ausdruck  nur,  wenn  die  Ord- 
nung n gerade  ist,  und  zwar  wird  dann 


<»”(/'■/■)  = 2 [a„a,  - (“)  a„_,a,  + • • • ± IQ  a|„j- 

Wenn  die  gefundene  bilineare  Invariante  zweier  Formen 
verschwindet,  so  heißen  die  beiden  Formen  apolar.  Der  Begriff 
stammt  von  Battaglini,  Napoli  Bendic.  2 (1863),  158,  Ätti  2 
(1865),  der  Ausdruck  von  Reye,  Journ.  f.  Math.  78  (1874), 
97,  79  (1875),  159.  Battaglini  sagt  harmonisch  konjugiert, 
Ros  an  es,  Journ.  f.  Math.  76  (1873),  312,  konjugiert.  Die 
Apolaritätstheorie  ist  ausführlich  dargestellt  in  dem  Buche  von 
Fr.  Meyer,  Äpolarität  und  rationale  Kurven,  Tübingen  1883. 

Jede  Binärform  von  ungerader  Ordnung  ist  zu  sich  selbst 
apolar.  Damit  eine  Form  f von  gerader  Ordnung  es  ist,  muß 
die  Invariante  (»”(/’•/’)  verschwinden,  die  deshalb  von  Battaglini 
Harmonizante  genannt  wird. 
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Sind  zwei  Formen  g apolar  und  die  eine  lautet  in  ihre 
Linearfaktoren  zerfällt 

SO  wird  die  andere  von  der  Gestalt 

g = ^ 


(Rosanes,  Journ.  f.  Math.  75  (1873)  166). 

Zu  irgend  n Binärformen  Ordnung  ist  mindestens  eine  - 
Binärform  n^^  Ordnung  apolar,  und  die  ersteren  lassen  sich  nach 
dem  vorigen  Satze  alle  durch  die  in  die  Potenzen  erhobenen 
Linearfaktoren  der  apolaren  Form  linear  ausdrücken. 

Wenn  jetzt  mehr  als  zwei  Formen,  f\  g,  h,  ...  vorliegen, 
so  schreiben  wir  diese  der  Reihe  nach  mit  den  Variablen 
^2  7 2^2?  ^27  • • • können  dann  den  Prozeß  für 

irgend  zwei  dieser  Yariablenpaare  auf  das  Produkt  f ‘ g > h • • • 
anwenden.  Wir  müssen,  um  auszudrücken,  welche  der  zwei 
Variablenpaare  wir  wählen,  die  Bezeichnung  dieser  Variablen 
oder  auch  der  Formen,  zu  denen  sie  gehören,  als  Indizes  an  Sl 
setzen,  also  statt  einfach  Sl  nunmehr  schreiben  ^fh->  • • • 

Wenden  wir  nun  diese  verschiedenen  Prozesse  eine  beliebige 
Anzahl  Male  hintereinander  an,  so  ergibt  sich  zunächst,  daß  das 
‘Resultat  von  der  Reihenfolge,  die  wir  hierbei  beobachten,  völlig 
unabhängig  ist  und  nur  davon  abhängt,  wie  oft  jeder  Prozeß 
im  ganzen  angewendet  worden  ist.  An  die  Stelle  von 


a;,  ß/4  • • • [/■(»)  • 5’ W • h (ä)  • • •] 

bringen  wir  dann  wieder 

(o'fg  «}*...  lf{x)  • g(x)  -Ji{x)  • • •], 

indem  wir  die  Variablenpaare  ic,  . zusammenfallen  lassen. 

Wenn  wir  nun  symbolisch 

-^fg  =/i^2  — f29i  ^isw. 

setzen,  so  ergibt  sich  folgende  einfache  Regel  zur  Auswertung 
des  vorstehenden  Ausdruckes.  Man  rechne  den  Ausdruck 

(/i^^2  (/i^2  * * * 

aus,  als  ob  die  Symbole  /i,  /’2,  • • • Zahlen  bedeuteten.  Dann 
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ersetze  man  jedes  vorkommende  Glied  wie 

durch  das  entsprechende  Produkt  von  Differentialquotienten : 


{n  — v)l  (m  — y.)\  (l  — 3,) ! 
nl  ml  l\ 


Vf  Vg  d’-h 

dx\'d!c'y-  ■’ 


wenn  m,  1,  . . . die  Ordnungen  von  /*,  . . . bedeuten  und 

auch  V »=  Vj  + Vg , — f*i  + f*-2  ? X = A j Ag , . . . von  Glied 
zu  Glied  nicht  wechseln.  Hinterher  kann  man  auch  noch  die 
Formen  f,  g,hj  . . . zusammenfallen  lassen  und  erhält  dann  jedes- 
mal eine  Komitante  der  einen  Form  f. 

Besonders  zu  beachten  ist  der  Fall,  daß 


V =>  (JL  = X — ..  . 

ist.  Dann  reduzieren  sich  die  in  dem  Ausdruck  für  die  Komi- 
tante der  Formen  f^g^Ti^  ...  vorkommenden  Differentialquotienten 
auf  Koeffizienten  der  betr.  Form,  indem 


-L 


usw. 


wird,  und  es  entsteht  eine  simultane  Invariante  der  Formen 
f,  g,  h,  . . .,  die  in  den  Koeffizienten  jeder  dieser  Formen  linear 
ist.  Aus  einer  solchen  simultanen  Invariante  mehrerer  Formen 
Ä,  ...  kann  man  sich  aber  jede  Invariante  einer  einzigen 
Form  f durch  Zusammenfallen  der  verschiedenen  Formen  hervor- 
gegangen denken.  Man  kann  nämlich  umgekehrt  aus  der  letzteren 
Invariante  eine  derartige  simultane  Invariante  durch  wiederholte 
Anwendung  des  Aronhold  sehen  Prozesses  gewinnen.  Gehen  wir 
nun  auf  den  symbolischen  Ausdruck  zurück,  aus  dem  wir  die 
simultane  Invariante  hergeleitet  haben,  so  können  wir  ihn  durch 
Einführung  der  abkürzenden  Bezeichnung  fi9^~  — ^isw. 

schreiben 

(fgyißy--; 


und  als  charakteristisches  Merkmal  ergibt  sich,  daß,  wenn  wir  g 
für  (fg)  setzen  usw.,  herauskommen  muß 


fngfij^n 
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Derart  ist  ein  symbolischer  Ausdruck  für  die  Invarianten  einer 
Binärform  gefunden.  Daß  in  der  Tat  jede  Invariante  so  dar- 
stellbar ist,  ergibt  sich  daraus,  daß  jede  simultane  Invariante 
von  k,  . . . die  für  die  Koeffizienten  aller  dieser  Formen 
linear  ist,  wenn  man 

setzt,  in  eine  Invariante  der  linearen  Formen 

fx  = fl^l  + 9x  = • • • 

d.  h.  in  eine  ganze  rationale  Funktion  der  Determinanten 
(^fg)i  • • • übergehen  muß. 

Läßt  inan  die  Formen  g,  ...  alle  bis  auf  eine  zu- 
sammenfallen und  nimmt  für  die  übrigbleibende  Form  die 
folgende : 

so  erhält  man,  wenn  man  hinterher  für  wieder  a’j, 

schreibt,  eine  Kovariante  von  und  andererseits,  da  man  an 
f\^  h'i  9i'i  9<i->  • ' ' j®^2t  z^^  — z^  oder  x^^  — x^  anzureihen  hat, 
einen  symbolischen  Ausdruck  von  der  Form 

{fgf  {fhy  • • • (^  + a + ■ . . = p) 

und  dies  ist  der  allgemeine  symbolische  Ausdruck  für  eine  Ko- 
variante einer  Binärform,  da  sich  jede  solche  auf  eine  simultane 
Invariante  dieser  Binärform  und  der  Potenz  einer  Linearform 
zurückführen  läßt. 

Bei  dieser  symbolischen  Schreibweise  der  Kovarianten  ist 
die  Grundform  selbst,  die  ja  mit  zu  diesen  Kovarianten  gehört, 
zu  schreiben ; 

Die  so  gegebene  Darstellung  der  Komitanten  hat  den  Vor- 
zug, deren  Bildungsweise  aus  einem  verhältnismäßig  einfachen 
Ausdrucke  unmittelbar  und  vollständig  erkennen  zu  lassen.  Wie 
kompliziert  die  wirklichen  Ausdrücke  werden,  kann  man  aus 
dem  von  Salmon  im  Anhänge  der  Lesßons  on  Algebra  ge- 
gebenen Beispiele  einer  Invariante  15.  Grades  einer  Form  sechster 
Ordnung  erkennen,  die  ausgeschrieben  13  Seiten  einnimmt. 

Die  auseinandergesetzte  Methode  der  Aufstellung  von  Komi- 
tanten läßt  sich  als  direTcte  'Nou  einer  i/ndireMen  lA&thodQ  unter- 
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scheiden,  diese  beruht  aut  einer  fortlaufenden  Verwendung  des 
»-Prozesses,  der  von  C leb  sch  als  Überschiebung  {Binäre  Foi'men^ 
S.,  99)-  und  später  auch  als  CI  eh  sch  scher  Proz^eß  beezeichnet 
wurde.  Man  kann  nämlich  zuerst  bilden  (ü{f-f)y  co 
darauf  f)  • f)  für  s = 1,  2,  . . . und  so  fortfahren,  dann 

gilt  der  wichtige  Satz,  der  von  Gordan  herrührt,  daß  man 
jede  Komitante  durch  sukzessive  Anwendu/ng  des  Überschiebungs- 
prozesses gewinnen  kamn. 

Die  Kovariante  g\  die  Clebsch  noch  einfacher  (/*,  ^)^ 

schreibt,  wird  in  der  auseinandergesetzten  symbolischen  Dar- 
stellung 

{ugy  -ifgyrr'sr''- 

Diese  Darstellung  bleibt  äußerlich  vollkommen  ungeändert,  wenn 
man  die  Formen  f und  g zusammenfallen  läßt. 

Die  symbolische  Darstellung  läßt  sich  unmittelbar  auch 
auf  Formen  mit  mehreren  Paaren  von  Veränderlichen  erweitern. 
So  wird  z.  B.  die  Darstellung  der  r*®“  Polare  der  Form  f 

AJ 

Eine  allgemeine  Simultanform  F mit  zwei  Paaren  von  Ver- 
änderlichen ist  zu  schreiben: 

und  wendet  man  auf  diese  Form  den  Ä- Prozeß  an,  so  ergibt 
sich  symbolisch: 

durch  r malige  Anwendung: 

In  diesem  symbolischen  Kalkül  wird  die  allgemeine  Simultan- 
form F von  dem  Produkt  zweier  Binärformen,  die  eine,  füi’ 
Variable  x,  die  andere,  gy\  für  Variable  y geschrieben,  nicht 
unterschieden. 

Eine  Simultanform,  die  für  beide  Variablenpaare  von  gleicher 
Ordnung  ist,  besitzt  zwei  ausgezeichnete  Bildungen,  die  von 
Gordan  {Math.  Ann.  3 (1871),  355)  herrühren  und  zu  denen 
wir  auf  folgende  Art  gelangen.  Wir  nehmen  die  m Formen: 


(i  = 1,  2,  . . .,  nt), 
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die  wir  hinterher  zusammenfallen  lassen,  und  bilden  die  In- 
variante ; 


(»,  ;•  = i,  2,  . . m) 


und  die  Kovariante: 


Wählen  wir  für  die  Simultanform  die  oben  besprochene 
Fundamentalkombinante,  wobei  m — n — 1 wird,  so  ist  It  die 
Besultante  der  zugnmde  liegenden  Formen  /*,  also  R — 0 die 
Bedingung,  daß  sie  einen  gemeinsamen  Linearfaktor  besitzen. 
Das  identische  Verschwinden  von  0 aber  wird  die  Bedingung, 
daß  f und  g zwei  Linearfaktoren  gemein  haben.  Stephanos 
(Arm.  de  vicöle  norm.  (3)  1 (1884),  329)  hat  bewiesen,  daß  0 
die  einzige  Form  2 (n  — l)^'  Ordnung  ist,  deren  Über- 
schiebungen mit  den  Grundformen  f und  g identisch  verschwinden. 
Die  Kovariante  0 ist  eine  Kombinante  der  Formen  f und  g. 

Die  zu  n — 1 Formen  Ordnung  apolaren  Formen  lassen 
sich  in  der  Gestalt  f Xg  darstellen,  sie  bilden  ein  Formen- 
büschel. Die  Kovariante  0 der  Formen  /*,  g ist  als  Kombinänte 
eine  Kovariante  des  ganzen  Formenbüschels  (d.  h.  irgend  zweier 
Formen  aus  ihm)  und  damit  auch  den  n — 1 vorgelegten  Formen 
in  eindeutiger  Weise  zugeordnet.  Es  gilt  dann  der  merkwürdige 
Satz,  daß  sich  die  m — 1 Formen  als  lineare  Kombinationen  der 
(n — 2)*®“  Derivierten  von  0 nach  den  Veränderlichen  iCj, 
darstellen  lassen  (Berzolari,  Napoli  Rendic.  (2)  5 (1891),  35). 

Die  Begeln,  die  für  den  symbolischen  Kalkül  gelten,  können 
nach  dem  Auseinandergesetzten  keine  anderen  sein  als  die  Regeln, 
die  bei  der  wirklichen  Zahlenrechnung  für  die  Komitanten , einer 
Reihe  von  linearen  Formen 


fx1  dxl  ^X'f  ^x'i  • 


gelten.  Aber  alle  diese  Formen  werden  hinterher  als  identisch 
angenommen.  Es  kann  also  ein  Ausdruck,  der  symbolische  Be- 
deutung hat,  bei  Vertauschung  der  Symbole  f,  g,  . ^ . sich  nicht 
ändern,  und  wechselt  er  hierbei  sein  Vorzeichen,  so  muß  er  iden- 
tisch verschwinden.  Die  symbolischen  Rechenregeln  lassen  sich 
auf  die  eine  Regel  zurückführen: 


(i) 


fx9y-gjy  = (.f9)(?:y), 
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die  den  Fundamentalsatz  für  das  Operieren  mit  linearen  Binär- 
formen darstellt.  Macht  man  in  ihr  , ^2 

hält  man: 

(n)  fM)  + 9M)  + Kifg)  = o. 

Macht  man  hierin  weiter  x^=  — Äg,  so  entsteht: 

(in)  {fh)  (srA)  + {gk)  {hf)  + {hk)  ifg)  = 0. 

Die  invarianten  Prozesse  hat  Gordan  auf  einen  zurück- 
geführt, der  bei  Verwendung  dieser  Symbolik  in  formaler  Hin- 
sicht der  einfachste  ist.  Er  besteht  darin,  daß  in  dem  symbo- 
lischen Ausdrucke  durch  (/"y)  ersetzt  wird.  Diesen  Prozeß 
bezeichnet  Gordan  als  Faltung. 

Auf  die  symbolische  Darstellung  der  Komitanten  läßt  sich 
der  Beweis  eines  wichtigmi  Satzes  gründen,  der  als  der  Hermite- 
sche Redprozitätssatz  (Her mite,  Camhr.  Duhl.  Math.  Jornn.  % 
(1854),  172,  man  vgl.  Salmon,  Higher  Älgehra,  Lesson  XIV^ 
ferner  die  Erweiterung  dieses  Theorems  betreffend  Deruyts^ 
Bull,  de  VAcad.  de  Bruxelles  (3)  22  (1891)  und  Gordan, 
Gott.  N^chr.  (1897),  182)  bezeichhet  wird.  Wir  setzen  in  dem. 
allgemeinen  symbolischen  Ausdrucke  einer  Kovariante  der  Binftr- 
form  f 


so  wird  er,  von  einem  Faktor  abgesehen: 

(a  — ßy{c£  — yy...  (x  — ay(x  — ßy..., 

d.  h.  von  genau  derselben  Form  wie  der  oben  mit  Hülfe  der 
Wurzeln  a,  /5,  ...  von  f — 0 gebildete  Ausdruck.  Aher  hier 
ist  die  Anzahl  Male  die  a und  ebenso  ß,  y,  . . . verkommt^ 

nicht  der  Grad  der  Komitante,  sondern  die  Ordnung  der  Grund- 
form f.  Zu  einer  Komitante  Grades  j?*®'  Ordnung  einer  Form 
w*®'  Ordnung  findet  man  so  immer  eine  Komitante  Grade» 

i>*®'  Ordnung  einer  Form  Ä*®'  Ordnung.  Einem  System  linear 
unabhängiger  oder  wie  man  sagt  asgzygetischer  Komitanten 
gleicher  Ordnung  p wird  auf  diese  Weise  wieder  ein  System 
3-syzygetischer  Komitanten  von  derselben  Ordnung  p zugeordnet. 

Als  Beispiel  der  Methode,  die  Komitanten  durch  sukzessive 
Überschiebung  zu  gewinnen , wollen  wir  das  System  zweier 
kubischen  Formen  f,  g behandeln. 
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Durch  direkte  Anwendung  des  Überschiebungsprozesses  auf 
die  Formen  selbst  gewinnt  man  eine  Kovariante  vierter  Ordnung 

(1)  ^ = if,  9), 

drei  quadratische  Kovarianten 

(2)  A = (/■,  f)\  B = {g,  gf,  C = (f,  gf 
und  eine  Invariante 

(3)  j=if,9r. 

Aus  den  drei  quadratischen  Formen  B,  C leitet  man  durch 
doppelte  Überschiebung  derselben  über  sich  selbst  und  über- 
einander die  sechs  Invarianten  her: 

Al  = (A,  A)^  A2  = (S,  Bf,  As  = (G,  Cy,- 

^ ’ As  ==  (-B.  cy,  Al  = (c,  Ay,  As  = (A  sy, 

die  mit  den  früher  so  bezeichneten  Invarianten  dreier  quadra- 
tischer Formen  übereinstimmen.  Die  einmalige  Überschiebung 
der  Formen  A,  B gibt  eine  quadratische  Kovariante: 

(5)  E=-iA,B). 

Überschiebung  der  quadratischen  Formen  A,  B mit  den 
Urformen  führt  zu  vier  Kovarianten  dritter  Ordnung: 

Q = iff,  B), 

y=-{9,^), 

den  linearen  Kovarianten: 

ä = (?,  sy. 

(.9,cy  = -jq. 

Die  Überschiebung  der  Kovarianten  p,  q übereinander  liefert  die 
Invariante : 

(8)  • Sl  = (j>,  3). 

Die  Überschiebung  der  linearen  Kovarianten  jp,  q mit  den 


(6) 


U={f,B), 

und  doppelte  Überschiebung  zu 

(7)  P = (f,Äy, 

Gleichzeitig  wird.: 

if,Gy  = -y, 
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quadratischen  Formen  A,  C liefert  neue  lineare  Kovarianten: 
(9)  p'  = (A,  p),  q = (A,  q),  p"  = (B,  p),  q"  = (JS,  q). 


Endlich  ergibt  die  doppelte  Überschiebung  einer  der  Ur- 
formen /*,  g mit  der  kubischen  Kovariante  P oder  Q der  anderen 
die  quadratischen  Kovarianten: 


(10)  A'=(P,  ^•/)^  JS'==(V, /T- 

Zwischen  den  gefundenen  acht  Invarianten  P,  be- 

stehen die  Relationen: 


1 

2 


Pll  Pi2  ^13 

■®21  ^2  2 -^2  3 1 

^31  ^32  -^33 


= (P.iPaa  - Py  _ 4(P,3P3, 
J^2  = 2(A,-P33), 


^'^33-^12)? 


und  die  Resultante  der  Formen  /*,  g wird: 


Aus  den  zwei  kubischen  Formen  g kann  man  die  Kovariantenform 
vierter  Ordnung  ableiten 

f = f(l  4-  9P^ 

Deren  Invarianten  werden 


ij  = — 2*ßJ,  jf  = 252^ 
und  ihre  Kovarianten 

= — 45i^, 

T^=-=2Sl  {g{Äp  + Cq)  - f{Bp  + Cq) ) ■ 

Das  System  zweier  kubischen  Formen  hat  C leb  sch  be- 
handelt {Journ.  f.  Math.  67  (1867),  360)  und  v.  Gail  {Math. 
Ann.  31  (1888),  424);  man  vgl.  außerdem  Sylvester,  C.  B. 
89  (1879),  828,  d’Ovidio,  Torino  Atti  15  (1880),  267  und 
Gordans  Vorlesungen  2,  § 32f.  Das  System  dreier  kubischen 
Formen  hat  v.  Gail  untersucht  {Math.  Ann.  45  (1894),  207) 
und  das  System  beliebig  vieler  kubischen  Formen  Peano  {Tormo 
Am  17  (1882),  580). 

Pascal,  Repertorium.  I.  8. Aufl. 
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Das  System  zweier  Formen  vierter  Ordnung  wurde  unter- 
sucht von  Gordan,  Math.  Ann.  2 (1870),  227,  d’Ovidio, 
Tonno  Atii  15  (1880),  301,  385,  471,  28  (1893),  447,  Stroh, 
Math.  Ann.  22  (1883),  290,  v.  Gail,  ih.  33  (1889),  197,  34 
(1889),  332,  Brioschi,  Torino  Atti  31  (1896),  441. 

Über  Formen  mit  gemeinsamen  Linearfaktoren  sehe  man 
Gordan,  Math.  Ann.  3,  Pascal,  Ann.  di  mat.  (2)  16  (1888), 
85,  Napoli  Rendic.  (2)  2 (1888),  402,  Lomb.  Ist.  Bendic.  37 
(1904),  917,  980. 

Das  System  einer  Form  fünfter  Ordnung  findet  man  bei 
Clebsch,  Binäre  Formen,  § 73 — 75.  Vgl.  auch  d’Ovidio, 
Torino  Atti  15  (1880),  591,  Hammond,  Amer.  Jowrn.  of  Math. 
8 (1886),  19,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  27  (1896),  392,  Stroh, 
Math.  Ann.  33  (1889),  61,  34  (1889),  354.  Die  Diskriminante 
berechnete  bereits  Salmon  {Cambr.  Bubi.  Math.Journ.  5 (1850), 
159).  Die  Diskriminante  der  Form  sechster  Ordnung  hat 
Brioschi  gefunden  {Ann.  di  mat.  (2)  1 (1868),  159,  Opcre  2,  77), 
die  Diskriminante  einer  Form  siebenter  Ordnung  haben  Gordan, 
Math.  Ann.  31  (1888),  566,  und  Brioschi,  Ann.  di  mat.  (2) 
26  (1898),  255,  untersucht. 

Das  System  einer  Form  sechster  Ordnung  findet  man  be- 
handelt bei  Clebsch,  Binäre  Formen,  § 76 ff.  Über  das  System 
einer  Form  siebenter  Ordnung  kann  man  sich  orientieren  bei 
V.  Gail,  Math.  Ann.  31  (1888),  318. 

Das  System  einer  Form  achter  Ordnung  hat  v.  Gail  unter- 
sucht {Math.  Ann.  17  (1881),  31,  139). 

Neben  der  Clebsch-Gordanschen  Richtung,  welche  die 
unabhängigen  Komitanten  gegebener  Formen  in  ihrem  symbo- 
lischen Ausdrucke  wirklich  hinzuschreiben  strebt,  steht  die  ab- 
zählende Richtung  von  Cayley  und  Sylvester,  welche  nur 
die  Anzahl  und  den  Typus  der  unabhängigen  Komitanten  zu 
bestimmen  sucht.  Diese  Bestimmung  beruht  auf  der  Verwendung 
einer  „erzeugenden  Funktion“,  d.  h.  einer  rationalen  Funktion 
von  zwei  Variablen  ic,  a,  in  deren  Entwicklung  der  Koeffizient 
von  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  (asyzy  ge  tischen) 
Komitanten  vom  Grade  h und  der  Ordnung  h (deg- Order  A’,  h) 
liefert.  Durch  Siebung  (tamisage)  der  so  gefundenen  Zahlen  kann 
man  zu  den  Anzahlen  der  von  allen  niedrigeren  unabhängigen 
Komitanten  gelangen.  So  gelang  es  Sylvester,  Tabellen  für  die 
charakteristischen  Zahlen  der  unabhängigen  Komitanten  aufzu- 
stellen, und  er  hat  im  Am.  Journ.  of  Math.  2 (1879),  223  diese 
Tabellen  für  die  Binärformen  erster  bis  neunter  Ordnungen  gegeben. 


§ 4.  Kanonische  und  typische  Darstellung. 
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§ 4.  Kanonische  und  typische  Darstellung.  Erweiterungen 
des  Invariantenbegriffes. 

Eine  besondere  Aufgabe  der  Fonnentheorie  besteht  darin, 
die  vorgelegte  Grundform  selbst  so  umzugestalten,  daß  sie  aus 
einfacheren  Formen  in  einer  besonders  charakteristischen  Weise 
zusammengesetzt  erscheint.  Insbesondere  kann  sie  als  Summe 
von  Potenzen  linearer  Formen  dargestellt  werden,  und  dies  ist 
es,  was  man  im  engsten  Sinne  unter  der  koMonischen  Darstellung 
einer  Binärform  versteht.  Die  Theorie  dieser  Darstellungsarten 
schuf  Sylvester,  Cambr.  Dubl.  Math.  Journ.  6 (1851),  186, 
Philos.  Magaz.  (4)  2 (1851),  391,  auch  in  einer  selbständigen 
Schrift  An  Essay  on  Canonical  Forms  1851,  alles  vereinigt  in 
den  Werken  1 (1904).  Die  Darstellung  einer  kubischen  Form 
als  Summe  dritter  Potenzen  hatte  schon  Hesse  erörtert  (Journ. 
f.  Math.  38  (1849),  262,  Werke,  217).  Bei  der  Ausführung 
dieser  kanonischen  Darstellung  ist  zu  scheiden  zwischen  Formen 
ungerader  und  gerader  Ordnung. 

Jede  Form  f von  der  ungeraden  Ordnung  n = 1 läßt 

sich  immer  als  Aggregat  von  v 1 Potenzen  linearer  Formen 
folgendermaßen  ausdrücken: 

V 

?=o 

Hierbei  sind  die  Koeffizienten  a die  Wurzeln  einer  Gleichung 
(v  -f  1)*®^  Hrades 

Ao  - A^a  + A,cc^ + (-  + + ' = 0, 

der  Sylvester  sehen  Kanonisante,  Die  Symbole  A^,  A^^, . . A^^.^ 
bedeuten  die  Determinanten  der  Matrix: 


% 

% • 

»1 

a^  • . 

• • Ötv  + 2 

* 

• • 0^2,,  + ! 

Wenn  eine  Form  f von  der  geraden  Ordnung  w ==  2v  als 
-A-ggregat  von  v Potenzen  darstellbar  sein  soll,  so  muß  die 
Determinante 
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«0 

«1 

«1 

6*2 

• • • «,+l 

• . . 

die  KataleMikante , verschwinden.  Ist  dieselbe  nicht  Null,  so 
ersetze  man,  wenn  «2^  =1=  0 ist,  die  Form  f durch  f — und 
bestimme  X so,  daß  die  Katalektikante  für  diese  neue  Form 
verschwindet.  Dann  läßt  sich  f — Xx^  als  Summe  von  v Potenzen 
darstellen,  f mithin  als  Aggi-egat  von  v -\-l  Potenzen,  und  dies 
ist  immer  auf  unendlich  viele  Arten  möglich,  denn  wenn  man  f 
linear  transformiex’t,  so  kann  man  auf  unendlich  viele  Arten 
erreichen,  daß  der  Koeffizient  von  nicht  verschwindet,  weil 
hierzu  nur  erforderlich  ist,  daß  iCg  — 0 keine  Wurzel  der  Glei- 
chung /*  = 0 ist. 

Der  kanonischen  Darstellung  einer  Binärform  steht  die 
typische  Darstellung  zur  Seite.  Hierunter  versteht  man  eine 
solche  Umgestaltung  der  gegebenen  Form  /*,  daß  die  Veränder- 
lichen Kovarianten  und  die  Koeffizienten  Invarianten  derselben" 
werden.  Diese  Darstellung  findet  man  ausführlich  abgehandelt 
bei  C leb  sch.  Binäre  Formen,  7. — 9.  Abschnitt;  vgl.  auch 
Gordans  Vorlesungen. 

Bei  einer  Form  von  ungerader  Ordnung  n führt  man 
die  typische  Darstellung  mit  Hülfe  zweier  (für  w > 3 immer 
existierenden)  linearen  Kovarianten  aus.  Es  gilt,  wenn  /'^ 

irgendeine  dritte  lineare  Form  ist,  die  Identität: 

fxi“?)  = «xif?)  - 

Erhebt  man  diese  in  die  w*®  Potenz,  so  erhält  man : 

n 

=■  2 1)^  (”)  (W'-«' (3|- 

^ = 0 

Diese  Gleichung  kann  man  symbolisch  deuten,  indem  man 

/■=•/:/ 

annimmt,  und  erhält  dann  mit  Hülfe  der  Invarianten 
die  typische  Darstellung: 


§ 4.  Eanonische  und  typische  Darstellung. 
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(«|3)“  (“) 


Bei  einer  Form  von  der  geraden  Ordnung  /^  = 2v  existieren 
für  w>  4 immer  drei  quadratische  Kovarianten,  die  wir  schreiben: 


I = «0^1^  + 2cc^XiX2  + Cf2^C2^ 

V = + §2^2^ 

^ + ^71^1^2  + 72  V- 


Ist  E die  aus  den  Koeffizienten  ofj,  ...  dieser  Gleichungen 
gebildete  Determinante,  so  wird  für  irgendeine  lineare  Form 


fx  — 4"  /2^2’ 

m = [(fty*  - ftn)/’/ + (ftyo  - ßorM  + (ftn  - ßM^i  i 
+ [(yi“2  -y2“i)/i^  + (j'2“o— yo“2)/i/2  + (yo«i— j’i“o)^2*]»? 


Erhebt  man  diese  Gleichung  in  die  v*®  Potenz,  so  geht  sie  über 
in  eine  Gleichung  von  der  Form: 


Deutet  man  diese  Formel  wieder  symbolisch,  ersetzt  also  in 
den  die  durch  so  bedeuten  die  Invarianten 

der  Form  /’=/’/  = m a^x^~^x^^  und  man  hat  eine  typische 

Darstellung  vor  sich.  Zwischen  |,  1^,  ^ besteht  wie  zwischen 
irgend  drei  quadratischen  Formen  eine  Identität  von  der  Gestalt: 


hl?  + ^22^*  + ^83?  + 2c8i^|  + 2Ci2|?^  = 0. 


Eine  andere  Art  der  typischen  Darstellung  rührt  von 
Hermite  her.  Sie  steht  in  engem  Zusammenhänge  mit  der 
Theorie  der  Seminvarianten.  Wir  können  unter  den  letzteren 
die  folgenden  Bildungen  als  Sylvestersche  „Grundformen“ 
auszeichnen : 
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Die  (^2v  zweiten,  die  82^  + 1 dritten  Grade.  Führen 

wir  noch  ein  den  Ausdruck; 

2r 

%i'  + l ^ (“  1)*  (/;.  ) ^k^2v-\-\-kl 

Ä = 0 

SO  können  wir  einfach  setzen; 


32i'  + 1 ~ + l ^1^2v' 

Hermite  schlägt  nun  {Journ.  f.  Math,  52  (1856),  18) 
folgenden  Weg  zur  Transformation  einer  Binärform  w*®'  Ordnung  f 
ein.  Er  setzt  für  ein: 


1 df 


n dx^ 


und  entwickelt  den  entstehenden  Ausdruck  nach  Potenzen  von  X,  F, 
indem  er  dem  Resultat  dieser  Entwicklung  die  Form  gibt; 


fX"  + (”)  fx”- * r + (”)  /■"X"-*  r»  + ■ • • . 


Er  bezeichnet  hierin  f\  /*",  ...  als  assoziierte  Kovarianten.  Die- 
selben sind,  wie  sich  herausstellt,  alle  durch  f teilbar  und  f 
verschwindet  identisch. 

Man  kann  aber  diese  Darstellung  so  wenden,  daß  man  erst 
in  der  Urform  f die  Variablen  schreibt  und  sodann; 

f{x).  -1 n,  fix)  • y,  = *2i  + 1 ^ »I 

setzt,  woraus; 

y)  /*  /)  /* 

folgt,  SO  daß  I,  7^  die  Invarianteneigenschaft  haben.  Nun  er- 
gibt sich; 

/■(*)"- VCy)  = G-^i"  + (”)  + (2)  e*  ä"-*»)  + • • • + G^rr. 

Hierbei  sind  die  Kovarianten,  und  insbesondere  wird  = 1, 
Grj  = 0.  Jede  ganze  rationale  Punktion  der  6r^  ist  eine  Komi- 
tante  der  Urform  /*,  wobei  sich  eine  Potenz  von  f{o^  ausscheidet. 
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imd  umgekehrt  muß  jede  Komitante  von  f sich  als  eine  rationale 
Funktion  der  Gq  darstellen  lassen,  in  deren  Nenner  eine  Potenz 
von  f steht.  Die  Formen  G nennt  Gordan  die  Schwester  formen 
von  /*.  In  symbolischer  Darstellung  wird,  wenn  wir  die  Formen 

f n f 'n  f "n 
I X ' X ^ ' X '>  ' ' ' 

alle  mit  f zusammenfallen  lassen: 

/■•»«.  = {ff')  iff")  ■ ■ ■ ifC'^)  ‘ 

Es  werden  nun  die  Fundamentalkovarianten  + i 

aufgestellt,  die  durch  die  Gleichungen  definiert  sind: 

2 1’ 

k = 0 

2 V 

Durch  Überschiebungen  erhält  man  die  Kovarianten  J wie  folgt: 

J2.-{ffy'\'fu+t  = {’ru,f)- 

Insbesondere  wird  gleich  der  Hesseschen  Kovariante  von  f. 
Wenn  wir  die  oben  eingeführten  Seminvarianten  für  die  trans- 
formierte Form  bilden,  so  werden  die  dort  mit  @2r 
unmittelbar  = aber  mit  Rücksicht  darauf,  daß  hier 

an  Stelle  von  «q,  Gg  = 1,  ==  0 tritt,  werden  auch  die 

Seminvarianten  S2V+1  ~ ^2  v + v fundamentalen  Ko- 

varianten der  Urform  fallen  somit  bis  auf  den  hinzutretenden 
Faktor  mit  den  fundamentalen  Seminvarianten  der  trans- 

formierten Form  zusammen. 

_Jede  isobare  Funktion  der  Koeffizienten  einer  Binärform 
hat  die  Eigenschaft,  daß  sie  sich  bei  Ausführung  der  linearen 
Transformation 

iCj  = X2  — 6X2' 

nur  um  «inen  konstanten  Faktor,  nämlich  wenn  w das  Ge- 
wicht bezeichnet,  ändert. 

Die  Seminvarianten  genügen  der  weitergehenden  Forderung, 
daß  sie  bei  allen  Linearen  Transformationen 

wTj  .Tj  “1-  j ^2  — “ dil/j 

sich  nur  um  den  Faktor  d®  ändern.  Diese  Bildungen  können 
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demnach  sozusagen  als  Vorstufen  der  invarianten  Bildungen  an- 
gesehen werden. 

Man  kann  den  Invariantenbegriff  so  verallgemeinern,  daß 
man  an  die  Stelle  der  Gesamtheit  aller  linearen  Transformationen 
eine  Gruppe  von  solchen  Transformationen  setzt  und  die  Forderung 
der  Invarianz  nur  für  diese  Gruppe  aufstellt.  Man  redet  dann 
von  Invarianten  der  betr.  Gruppe.  Besonders  wichtig  ist  der 
Fall,  wo  die  Gruppe  durch  die  Forderung  festgelegt  wird,  daß 
eine  bestimmte  quadratische  Form  für  alle  zu  der  Gruppe  ge- 
hörenden Transformationen  die  Eigenschaft  der  Invarianz  haben 
soll.  Wird  für*  diese  identische  Kovariante.,  welche  die  Gruppe 
festlegt,  insbesondere  die  Quadratsumme  -f-  gewählt,  so 
spricht  man  von  orthogonalen  Transformationen,  die  hier  im 
binären  Gebiet  von  der  Form 


X^  ==  CiX^'  -f  ßx^.,  X.2  = — ßx/  aX2 

sind,  und  entsprechend  von  orthogonalen  Invarianten.  Z.  B.  be- 
sitzt eine  quadratische  Form  OqX^^  -f-  2a^x^X2  + <*2^2^  außer  ihrer 
Diskriminante  die  orthogonale  Invariante  «g.  . Man  vgl. 

Lie-Scheffers,  Vorlesungen  über  hontinuierliche  Gruppen,  Leipzig 
1893,  Kap.  23. 

Der  Begriff  der  Invarianten  kann  ferner  in  der  Weise  ver- 
allgemeinert werden,  daß  man  außer  rationalen  Invarianten 
auch  algebraische  Invarianten  in  Betracht  zieht,  die  durch  eine 
algebraische  Gleichung  mit  rationalen  Invarianten  als  Koeffizienten 
festgelegt  werden. 

Durch  die  von  Sylvester  eingeführten  Beziprohanten  wird 
der  Invariantenbegriff  auf  irgendwelche  fortgesetzt  differenzier- 
bare Funktionen  y eine  Variablen  x erweitert.  Es  handelt  sich 
hier  um  solche  rationale  Funktionen  der  sukzessiven  Ableitungen 


y dx'  y dx^^  ’ 


welche  sich  nur  um  einen  Faktor,  nämlich  eine  positiv  oder  negativ 
genommene  Potenz  von  y\  ändern,  wenn  man  die  Ableitungen 
y\  y"  . . . durch  die  umgekehrten: 

, dx  „ d^x 

® ^ ® ~ dt/'"' 

ersetzt.  Die  am  längsten  bekannte  Reziprokante  ist  die  Schwa  rzsche 
Form : 

y ' — 3./'^  = — y'^{2x  x"  — Zx'^X 


§ 5,  Formenmoduln. 


39.^ 


Ebenso  wird  z.  B. 

^ - 5a'"2). 

Diese  Reziprokanten  sind  honaogene  ganze  Funktionen  der  Ab- 
leitungen. Von  solchen  Reziprokanten  gilt,  daß  sie  isobar  sind, 
wenn  man  als  das  Gewicht  der  Derivierten  die  Zahl  m — 2 
ansieht.  So  wird  in  den  vorstehenden  Beispielen,  bei  denen  der 
Gh’od  Ic  = 2 ist,  das  Gewicht  w das  erste  Mal  — 0,  das  "'zweite 
Mal  = 2.  Der  Exponent  y,  der  Potenz  y'^,  mit  der  sich  die 
Reziprokante  multipliziert,  wird  allgemein 

ft  = 3 Ä*  -}-  IV, 

Aus  der  relativen  Reziprokante  wird  eine  absolute  Bezi- 
prokanie  B abgeleitet,  indem  man  sie  durch  y'^f^  dividiert. 

Dann  ist  ^ wieder  eine  Reziprokante.  Die  Reziprokanten 

ändern  sich  nicht,  wenn: 

X = a?!  -f  a,  ^ = 2/i  H~  ö 

gesetzt  wird  (^Translations-Beziprokanien).  Eine  Reziprokante, 
die  y nicht  enthält,  heißt  eine  reine  Reziprokante.  Sie  bleibt 
invariant  für  die  Transformationen:^ 

a:  = aajj  -f  -f  c , y = dx^  ey^  f 

(^Affinitäts-Beziprokante).  In  diesem  Sinne  sind  die  Rezipro- 
kanten in  der  Tat  den  Invarianten  analog. 

Vgl.  die  von  Hammond  bearbeiteten  Vorlesungen  Syl- 
vesters Am.  Journ.  of  Math.  8 (1886),  196  und  ebenda  9 
(1887),  1,  113,  297,  10  (1887),  1,"  ferner  Cayley,  Quarterly 
Journ.  26  (1893),  169,  289,  Papers  13,  366. 

§ 5.  Formenmoduln. 

Die  Binärformen  finden  ihre  einfachste  geometrische  Inter- 
pretation durch  Punktsysteme  auf  rationalen  Kurven.  Von 
diesem  Standpunkte  aus  liegt  es  nahe,  .als  natürliche  Erweite- 
rung der  Binärformen  die  algebraischen  Gebilde  anzusehen,  deren 
geometrisches  Äquivalent  Punktsysteme  auf  einer  beliebigen  al- 
gebraischen Kurve  sind.  Nachdem  die  Theorie  der  Punktsysteme 
erst  auf  transzendentem  Wege  (Clebsch  und  Gordan,  Theorie  der 
Ahelschen  Funktionen.^  1866)  in  Angriflf  genommen  und  dar9.uf  die 
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algebraische  Theorie  durch  Brill  und  Noe^ier  (vgl.  deren  Be- 
richt über  die  Entwicklung  dieser  Theorie,  Math.  Ycr.  3,  1894) 
begründet  worden,  haben  Kronecker  einerseits  (Journ.  f.  Math. 
92  (1882),  1,  Werke  2 (1897),  237)  und  Dedekind- Weber 
andererseits  {Journ.  f,  Math.  92  (1882),  181)  eine  strenge  arith- 
metische Theorie  dieser  Gebilde  gegeben. 

Der  allgemeine  Begriff,  auf  dem  die  letzteren  Theorien 
fußen,  ist  bei  Kronecker  das  Modulsytem,  bei  Dedekind- 
Weber  der  Modul,  und  diese  beiden  Begriffe  stehen  in  engster 
Beziehung  zueinander.  In  die  eigentliche  Formentheorie  hat 
Hilbert  (Math.  Änn.  36  (1890),  473)  die  Moduln  eingeführt, 
die  wir  zur  unzweideutigen  Charakterisierung  hier  Formenmoduhi 
nennen  wollen. 

Ein  Formenmodul  ist  ein  System  algebraischer  Formen 
(d  h.  homogener  ganzer  Funktionen  von  n Variablen  iCj,  . . .,  a?^), 
welches  die  Eigenschaft  hat,  daß  Summe,  Differenz  und  Pro- 
dukt zweier  Formen  des  Systems  immer  wieder  dem  System  an- 
gehören, aber  auch  das  Produkt  einer  Form  des  Systems  mit 
irgendeiner  Form,  die  nicht  zum  System  gehört,  wieder  eine  Form 
des  Systems  bildet. 

Der  erste  grundlegende  Satz  ist  dann  folgender:  Aus  jedem 
Formenmodul  läßt  sich  eine  endliche  Anzahl  m von  Formen 
auswählen,  so  daß  jede  Form  von  der  Gestalt 

F = Ä^F^  -f  ^2^2  + • • • + 

(wo  J-i,  J.2,  . . .,  beliebige  Formen  bedeuten,  die  ein  homo- 
genes F liefern),  aber  auch  keine  andere  Form  dem  Modul  an- 
gehört, Nach  H.  Weber  (Algebra  II,  § 41)  heißt  der  Inbegriff’ 
dieser  m Formen  (F^,  F^.,  . . .,  F^  eine  Basis  des  Formenmoduls. 

Der  Ausdruck  Modul  rührt  bei  Kronecker  daher,  daß 
er  zwei  Formen  (P,  O'  kongnient  nach  einem  Modul  nennt,  in 
Zeichen 

<P  = <P',.Mod  {F„...,FJ, 
wenn  von  der  Form 

® + • • . + A^F^ 

ist. 

Wird  ^1  = 0,  jPg  “ • • •>  ^ F=  0. 

Aber  es  gehören  nicht  umgekehrt  alle  Formen,  die  mit  der 
Bäsis  (Fij  jPg,  . . .,  F^  zugleich  verschwinden,  zu  dem  Formen- 
modul. Diese  Formen  bilden  vielmehr  einen  neuen  Modul, 
welcher  der  Nullmodiü  des  ersten  heißen  kann.  Es  zeigt  sich 
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jedoch,  daß  die  Verschiedenheit  eines  Formenmoduls  und  seines 
Nullmoduls  insofern  eine  beschränkte  ist,  als  die  Ordnung  der 
Formen,  die  dem  letzteren,  aber  nicht  dem  ersteren  angehören, 
Punter  einer  endlichen  Grenze  liegt.  Die  Basis  des  Nullmoduls 
Ibesteht  aus  Formen  niedrigster  Zahl  und  Ordnung,  deren  Ver- 
schwinden das  Verschwinden  von  F'j,  . , ersetzen  kann. 

Durch  die  Gleichungen  = 0,  . . . , = 0 werden  gewisse 

/u  Veränderliche  . . .,  x^^  als  algebraische  Funktionen  der 

n — (I  übrigen,  + n festgelegt.  Die  Zahl  (i  heißt  die 

Stufe  des  Formenmoduls.  Ist  die  Stufenzahl  n — 1,  so  gestatten 
die  Gleichungen  = 0 nur  eine  endliche  Zahl  gemeinsamer 
Lösungen.  Ist  die  Stufe  n,  so  besteht  der  zugehörige  NuUmodul 
aus  sämtlichen  homogenen  Funktionen  von  x^,  x^-,  . • und  füi* 
seine  Basis  können  wir  , iCg , . . . , x^)  wählen.  Wir  können  ihn 
als  den  Fundamentalmodul  bezeichnen. 

Ist  F^  = Fl  die  Form  höchster  Ordnung  o unter  den  Formen 
der  Modulbasis,  so  lassen  sich  r — - 1 Formen  F^,  F^'  . , . JP’/ 
gleicher  Ordnung  o bestimmen,  derart,  daß  jede  Form  des 
Moduls  in  der  Gestalt; 

F = BiFi'  4-  B^F^'  + • -f  B,F; 


darstellbar  ist,  wobei  nunmehr  auch  B^^  . . B^  Formen  von 
gleicher  Ordnung  bedeuten.  Von  den  Formen 

= kiFi'  + X,F,'  + . . . -f  x^f; 

(in  welchem  Ausdrucke  X^^  X^,  . . X^  irgendwelche  Konstanten 
bedeuten)  sagt  man,  sie  bilden  eine  Schar.  Jeder  Formen  modul 
ist  so  mit  einer  Formenschar  verknüpft,  und  diese  Verknüpfung 
ist  eine  eindeutige,  denn  die  Formenschar  besteht  aus  allen 
Formen  o*®'  Ordnung,  welche  der  Formenmodul  enthält. 

Ein  einfaches  Beispiel  für  einen  Formenmodul  bildet  der 
durch  die  folgenden  drei  Formen  gegebene; 


Fi^x^x^  — x^\  F^==  x^x^  — XiX^,  F^=.XiX^  — x^^. 
Diese  drei  Formen  verschwinden,  wenn 

^2  = ^3  ==  H 


gemacht  wird,  was  auch  die  Werte  von  |,  ri  seien.  Die  sämt- 
lichen Formen 

F'  = XiFi  + AjFi  4 AjJFs 

bilden  die  zu  dem  Formenmodul  gehörige  Formenschar. 
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Im  allgemeinen  bestehen  zwischen  den  Formen  einer  Modiil- 
basis  gewisse  identische  Beziehungen: 

+ . . . 4-  = 0 ((>  = V2 

Die  Koeffizienten  A.  in  der  Darstellung  einer  beliebigen  Form  F 
des  Moduls  sind  dann  keineswegs  vollkommen  bestimmt,  viel- 
mehr lassen  sie  sich  durch  andere 


ersetzen,  wo  die  F^^^  Formen  bedeuten,  die  bis  auf  ihre  Ord- 
nung willkürlich  bleiben,  und  die  Summation  über  die  Indizes  ^ 
zu  erstrecken  ist,  für  welche  die  Ordnung  von  Xf^^^F^  die  Ord- 
nung von  F nicht  übersteigt. 

In  dem  angeführten  Beispiel  sind  die  drei  Formen  F^y  F^ 
durch  die  Beziehungen  verknüpft: 


x^F^  -f  x^F^  + x^F^  = 0, 

und  sonach  wird  identisch: 


A,F,  -f  A,F,  -f  A,F,  = A,'F,  + A'^2  + ^3^3^ 


wenn 

A,'  = A,Fx,r'  + x,r\ 
a;  =-a,  + %r  4-  x,r'\ 
A^'  = ^3  -j-  iTgT'  4- 


und  r\  r"  willkürliche  Formen  bezeichnen, 
um  1 • niedriger  ist  als  die  der  A. 

Aus  den  Gleichungen 


folgt,  daß 


Xi9)F,  + • • ■ + = 0 

ZjFi  + • • • + = 0 


wird,  wenn  man 


deren  Ordnung 


(»•  = 1,2,  ••.,»») 


setzt.  Bei  dieser  Darstellung  der  X^  sind  aufs  neue  die 
im  allgemeinen  nicht  vollständig  bestimmt,  vielmehr  erhält  man, 
wenn  eine  Lösung  dieses  Gleichüngssystems  für  gefunden 
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ist,  die  allgemeinste  Lösung,  indem  man  die  allgemeine  Lösung 
des  Gleichungssjstems 

o 

hinzunimmt. 

Alle  Lösungen  dieses  Systems  lassen  sich  durch  gewisse  s 
unter  ihnen  . . .,  Y]?)  linear  ausdrücken,  so  daß  man 

als  Lösung  ^ 

(,7=i,ä *) 

o 

erhält.  Aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich  weiter  ein  Gleichungs- 
system: 

==  0 (9  = i.2,...,v) 

a 

usw.  Die  Kette  dieser  abgeleiteten  Gleichungssysteme  bricht 
aber,  wie  Hilbert  gezeigt  hat,  nach  höchstens  m Schritten  ab, 
indem  spätestens  das  m*®  Gleichungssystem  keine  Lösung  mehr 
zuläßt. 

Ist  z.  B.  die  Basis  des  Moduls  aCg,  ajJ,  so  lautet 
die  erste  Gleichung: 

"f  ^^2  ^2  ^3  ^3  4"  ^4  ^4  — 9 

und  liefert  sechs  unabhängige  Lösungen.  Von  diesen  ist  z.  B. 
die  erste  (^2»  — Damit  er- 

hält man  für  die  das  Gleichungssystem 

a’aYW  4- 0^3  7(2) =0, 

x^Y^^^  =0, 

-x^Y^^^  -x^Y(^^  -f  ==  0, 

— — ^»2  ~ ^3  ==  0 . 

Das  zweite  Gleichungssystem  wird  dann 

x^  x^  Z^  = 0 , x^  Z^  ajg  Z^  = 0 , 

x^Z^  x^Z^  — 0,  x^Z^  x^Zi^  — 0, 

x^Z’^  ~~  X-^Z^  — 0,  x^Z^  XufZ^  — 0, 

und  seine  allgemeine  Lösung  ist 

Zi  = ^iL,  ^2  = Xi^TJ^  Zq  = x^Jj ^ Z^  — x^TJ^ 
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so  daß  das  vierte  Gleichungssystem 

XjJ  ^ Oy  X^U  = Oy  X^TJ  = Oy  xJJ  = 0 

keine  Lösung  T 0 zuläßt  Die  geometrische  Deutung  dieses 
Beispiels  wird  sehr  einfach,  wenn  x^y  iCg,  x^y  x^  als  homogene 
Koordinaten  eines  Punktes  P im  Raume  interpretiert  werden. 
X^y  Xg,  X4  sind  dann  die  Koordinaten  einer  Ebene,  die  P 
enthält,  . . . die  Koordinaten  einer  geraden  Linie,  die 

durch  P hindurchgeht  und  Z^,  Zg,  . . . die  Koordinaten  eines 
Punktes,  der  mit  P zusammenfällt. 

Ein  Modul  501  heißt  durch  einen  Modul  511  teilbar  und 
dieser  ein  Teiler  jenes,  wenn  jede  Form,  die  zu  501  gehört,  auch 
in  51i  enthalten  ist.  Z.  B.  ist  (P^,  Pg,  . . .,  P^)  die  Basis  eines 
Teilers  des  durch  (P^, . . .,  P^)  bestimmten  Moduls,  wenn  r < m ist. 

Der  größte  gemeinschaftliche  Teiler  zweier  Moduln  50i,  501' 
ist  der  Modul,  der  durch  Addition  der  sämtlichen  Formen  von  Wt 
zu  sämtlichen  Formen  'von  50i'  entsteht.  Dieser  besteht,  wenn 
(P4,  Pg,  . . .,  P^)  die  Basis  von  501,  (P',  . . .,  P^,)  die  Basis 
von  50J'  ist,  aus  allen  Formen,  die  in  der  Gestalt 

F = Ä,F,  + ---  + A^F^  + A[F;-i....  + A’„,f:, 
darstellbar  sind. 

Das  kleinste  enthaltende  Vielfache  zweier  Moduln  501  und  501' 
besteht  aus  allen  Formen,  die  gleichzeitig  in  501  und  501'  ent- 
halten sind. 

Die  Zahl  der  Bedingungen,  die  eine  Form  P von  genügend 
hoher  Ordnung  B erfüllen  muß,  damit  sie  zu  einem  Modul  50i 
gehört,  bezeichnet  Hilbert,  indem  er  sie  als  Funktion  von  B 
betrachtet,  mit  x(B)  und  nennt  sie  die  charakteristische  Fwnktim 
des  Moduls.  %(P)  ist  eine  ganze  rationale  Funktion  von  B mit 
ganzzahligen  Koeffizienten  und  von  einer»  Ordnung  dy  die  kleiner 
als  die  Zahl  der  in  den  Formen  auftretenden  Variablen  ist. 

Diese  Funktion  wird,  durch  Binomialkoeffizienten  ausge- 
drückt, in  folgender  Weise  geschrieben: 

x(-B)  = Xo  + Xi  (f ) + X!  ('^)  + • • * + Xd  (rf)  • 

• • -5  td  hierbei  gewisse  dem  Modul  eigentümliche 

ganze  Zahlen  und  d ist  die  Dimension  des  Moduls.  Für  das 
erste  von.  uns  gewählte  Beispiel  wird 

xW  = l + 3-B, 
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und  für  den  Modul  ajg,  ^»3,  ist  i(B)  = 0.  In  der  Tat 
gehört  jede  Form  von  rcj,  iCg,  x^,  x^  zu  diesem  Modul. 

Der  für  uns  wichtigste  Satz  über  Formenmoduln  wird  ge- 
wonnen, wenn  man  den  allgemeinen  Begriff  eines  Formensystems 
einführt.  Hierunter  wird  eine  Gesamtheit  von  Formen  einer 
bestimmten  Anzahl  iTg,  . . .,  von  Variablen  verstanden* 
von  der  nur  vorausgesetzt  zu  werden  braucht,  daß  man  von 
jeder  einzelnen  Form  entscheiden  kann,  ob  sie  zu  dem  System 
gehört  oder  nicht.  Dann  lautet  der  allgemeine  HilhertscJw  Satz: 

Jedes  Formensystem  gehört  zu  einem  Formenmodul,  d.  h.  es 
lassen  sich  aus  dem  System  m Formen  aus  wählen,  so 

daß  jede  weitere  Form  in  der  Gestalt: 

F^A,F,  + -.-  + Ä^F„ 

darstellbar  ist. 

Der  Beweis  geschieht  durch  vollständige  Induktion,  d.  h. 
durch  den  Schluß  von  n — 1 auf  Variable.  Um  diesen  Schluß 
möglich  zu  machen,  wird  zunächst  die  allgemeine  Form  F des 
Systems  durch  eine  bestimmte  Form  desselben  von  der  Ord- 
nung r dividiert.  Damit  diese  Division  die  Wirkung  hat,  daß 
sie  die  Ordnung  von  F für  eine  der  Variablen  unter  die  Ord- 
nung r von  F^  herunterdrückt,  wird  zuerst  die  Substitution 
ausgeführt : 

= *;  + liD, . . = y, 

und  die  werden  so  gewählt,  daß  das  Glied  mit  y^ 

in  F^  nicht  verschwindet.  Dann  wird  die  Division  ausgeführt, 
indem  man  F und  F^  als  Funktionen  von  y ansieht,  und  man 
erhält  ein  Resultat: 

«i-fi  + ®i, 

wo  in  y höchstens  zur  r — 1*®“  Potenz  vorkommt.  Für  eine 
solche  Form  läßt  sich  durch  den  Schluß  von  r — 2 auf  r — 1 
das  Theorem  erweisen,  indem  man  = y^~^q)  + 'tjj  macht,  wo  9 
y gar  nicht  mehr  und  'ip  es  höchstens  zur  (r  — 2)*®*^  Ordnung 
enthält,  und  voraussetzt,  das  Theorem  sei  für  n — 1 Variable 
allgemein  bewiesen  (vgl.  Webers  Algebra  II,  § 41). 

Gordan  hat  den  Hilbertschen  Satz  bewiesen,  indem  er 
von  den  einzelnen  Gliedern  der  Formen  ausgeht  (GöU.  Nachr, 
(1899)  240,  Journ.  de  math.  (5)  6 (1900),  141). 

Die  Hauptanwendung,  die  Hilbert  von  seinem  Satze  ge- 
macht hat,  besteht  in  dem  Nachweis  der  Endlichkeit  des  In- 
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Variantensystems,  d.  h.  des  Satzes,  daß  sich  alle  Invarianten 
gegebener  Formen  durch  gewisse  unter  ihnen  ganz  und  rational 
ausdrücken  lassen.  Der  große  Vorzug  dieses  Beweises  gegen- 
über den  ursprünglichen  Endlichkeitsbeweisen  (Gordan,  Jmrn. 
f.  Math.  69  (1868),  343,  Math.  Ann.  2 (1870),  227,  5 (1872), 
595)  beruht  außer  der  größeren  Einfachheit  darauf,  daß  er  sich 
mühelos  auf  Formensysteme  von  beliebig  vielen  Veränderlichen 
ibertragen  läßt.  Wir  beschränken  uns  nur  der  Kürze  wegen  auf 
üne  Binärform  f mit  den  Koeffizienten  ...,  a^. 

Zunächst  läßt  sich  nach  dem  Hilbert  sehen  Theorem,  da 
lie  Invarianten  offenbar  ein  Formensystem  der  Koeffizienten 
'o»  • • •?  biWen,  jede  Invariante  J mit  Hülfe  gewisser  Invarianten 
Tj,  Jg,  . . in  der  Form  ausdrücken: 

’^a)  J"  = /i  + ^2*^2  + • • * + 

Durch  eine  lineare  Substitution  ^ ^2^1  + ^2^/2 

gehe  «0?  • • %’>  ••  •?  den-4j.  entsprechenden 

Formen  der  a^',  . . .,  a„'  seien  A-.  Dann  besteht  eine  Gleichung 
von  folgender  Form: 

Ay  ^ j = Ä^'Ay^  • H h 

wenn  A = — ^2Vi  Modul  der  Substitution  bedeutet. 

Nach  einem  von  Clebsch  und  Gordan  herrührenden  und  von 
Mertens  (Wien.  Ber.  95  (1887),  942)  zuerst  allgemein  an- 
gewandten Verfahren  unterwerfe  man  nun  die  letzte  Gleichung 
y-mal  dem  Prozeß 

„3^ ?1_. 

ditdn,  _ 

dann  gehen  die  Potenzen  von  A in  einfache  Zahlfaktoren  und 
die  Koeffizienten  in  Invarianten  über,  so  daß  jetzt: 

(ß)  j = + + 

wird  und  nun  die  Koeffizienten  j!  nicht  bloß  homogene  Funktionen 
von  »0,  . . .,  a„,  sondern  Invarianten  von  /* bedeuten.  Wendet  man 
auf  diese  dasselbe  Verfahren  an  wie  auf  J und  fährt  so  weiter 
fort,  so  gelangt  man^  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten 
zu  einer  Darstellung  von  J als  ganze  rationale  Funktion  einer 
endlichen  Zahl  bestimmter  Invarianten  J’i,  ...  ...  J^,  womit 

die  Endlichkeit  des  Systems  bewiesen  ist. 

Der  Beweis  läßt  sich  leicht  auch  auf  das  simultane  System 
mehrerer  Binärformen  und  die  Kovarianten  ausdehnen.  Daß  hier- 
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aus  dann  die  Endlichkeit  des  Komitantensjstems  auch  für  Si- 
multanformen folgt,  hat  Peano  (Torino  Atü  17  (1882)  73) 
gezeigt. 

Der  Hilbert  sehe  Satz  gestattet  aber  auch,  den  Beweis  mit 
geringen  Veränderungen  auf  Formen  von  beliebig  vielen  Variabein 
auszudehnen.  Er  gibt  ferner  die  Möglichkeit,  die  Endlichkeit  des 
Systems  der  Syzygien  oder  identischen  Relationen  zwischen  den 
Komitanten  nachzuweisen. 

L.  Maurer  (MimclL  Ber.  1899,  p.  147,  Math.  Ann.  57 
E (1903)  265)  hat  den  Satz  über  die  Endlichkeit  des  Invarianten- 
Systems  in  folgender  allgemeinen  Form  bewiesen:  alle  ganzen 
S:  rationalen  Funktionen  der  Variabein  . . .,  die  durch  eine  kon- 
tinuierliche  Gruppe  G in  sich  transformiert  werden,  lassen  sich 
y als  ganze  rationale  Funktionen  von  einer  begrenzten  Anzahl  unter 
i;;  ihnen  darstellen.  Dabei  können  noch  iCj,  . . einem  System 
algebraischer  Gleichungen  = 0,  gg  ^ • unterworfen 

I werden,  das  gegenüber  der  Gruppe  G invariant  ist. 

I Die  interessante  Frage  nach  solchen  Invarianten,  von  denen 

^ alle  anderen  rationale  Funktionen  mit  ganzen  Koeffizienten  sind, 
i;  ist  nur  in  einem  kleinen  Aufsatze  von  H.  Weber,  GöU,  Nachr. 
" 1893,  p.  109  berührt  worden. 

Von  großer  Wichtigkeit  ist  es,  nicht  bloß  auf  den  ratio- 
nalen Zusammenhang,  sondern  auch  auf  die  algebraische  Ab- 
hängigkeit der  Invarianten  einzugehen.  Eine  solche  Abhängig- 
keit besteht  immer  zwischen  N — v -f  2 Formen,  wenn  N die 
Gesamtzahl  der  in  den  Grundformen  vorhandenen  Konstanten, 
V die  Konstantenzahl  der  Substitutionsgleichungen,  nämlich  bei 
Veränderlichen  bedeutet. 

So  ergibt  sich  bei  einer  Binärform  zwischen  n — 1 Invarianten 
(/,  Jj,  • • •,  t/„_2)  ßiue  algebraische  Gleichung  /*(/,  eT"!  g)  ==  0. 

Hilbert'  hat  nun  nachgewiesen,  daß  diese  Gleichung  immer  auf 
eine  besondere  Form  gebracht  werden  kann.  Zunächst  nämlich 
kann  man  sich  durch  Erheben  in  geeignete  Potenzen  /, 
auf  denselben  Grad  gebracht  denken.  Dann  kann  man  weiter 
lineare  Funktionen  von  J",  . . .,  etwa 


K'f 


■X'’  t • • •? 


an  die  Stelle  von  . . .,  J„_2  selbst  bringen  und  diese  so  be- 
stimmen, daß  in  der  Gleichung  der  Koeffizient  des  ersten  Gliedes 
gleich  1 wird.  Dies  ist  der  Fall,  wenn 


Pascal,  Bepertoriuiu.  1 2.  Aufl. 


^n-ä)  ~ ^ 
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wird.  So  ergibt  sieb  eine  Gleichung  von  der  Forn’i: 

(y)  J‘  + 3iJ'*-‘  + ---+S,  = o, 

in  der  ,3;t  g3.nze  rationale  Funktionen  von 

sind.  Hierbei  läßt  sieb,  wie  Hilbert  gezeigt  bat,  J so  wählen, 
daß  jede  weitere  Invariante  J'  eine  rationale  Funktion  von 

2 wird. 

Die  Gesamtheit  aller  rationalen  Funktionen  von  . . . , J'^_2 
bildet  aber  einen  algebraischen  Funkiionenkörper , und  da  hier 
allgemein  die  Homogenitätsbedingung  hinzutritt,  können  wir  von 
einem  algebraischen  Formenkörper  reden.  Alle  Formen,  ganze  und 
gebrochene,  dieses  Körpers  sind  andererseits  Invarianten,  wenn 
man  sich  entschließt,  zu  den  ganzen  Invarianten  gebrochene  hinzu- 
zunehmen, d.  h.  Brüche,  deren  Zähler  und  Nenner  von  gewöhn- 
lichen (ganzen)  Invarianten  gebildet  wird.  Dieser  Formenkörper 
heißt  der  Invariantenkörper;  zu  ihm  gehören  auch  alle  Kon- 
stanten, d.  h.  von  den  Koeffizienten  der  Grundformen  unabhängigen 
Zahlen.  Wir  können  aus  ihm  k Invarianten  3i,  S2?  • • •?  wie 
z.  B.  1,  auswählen,  so  daß  jede  Invariante  J5 

sich  in  der  Form  darstellen  läßt: 

3 = ^ Si  4-  5(2  32  + • ‘ 5(;fc3* , 

wobei  Slj , 5(2,  . . .,  5(^.  rationale  Funktionen  von  *1^/, . • sind. 

Die  Invarianten  3i7  32?  • • •?  3ä:  bilden  dann  eine  Basis  des  In- 
variantenkörpers. 

Die  Grund gleichung  (y)  zeigt,  daß  wenn  die  Grundinvari- 
anten 2 verschwinden,  auch  J und  damit  jede  ganze 

Invariante  verschwindet.  Es  gilt  aber  auch  der  umgekehrte  Satz, 
daß,  wenn  das  Verschwinden  von  w— - 2 Invarianten  /j',  . . .,  J^_2 
das  Verschwinden  aller  ganzen  Invarianten  zur  Folge  hat,  jede 
solche  Invariante  J von  genügend  hohem  Grade  eine  ganze  al- 
gebraische Funktion  von  «7^, . . .,  /J_2  wird,  d.  h.  einer  Gleichung 
von  der  Form  (y)  genügt.  Von  einem  gewissen  Grade  an  ist 
nämlich  jede  Form  von  der  Gestalt  (a)  auch  in  der  Gestalt 

darstellbar,  weil  mit  Jj,  . . .,  t7j_2  Jj,  . . .,  «7,^  verschwinden 
und  deswegen  die  durch  die  Basen  («7^, . . .,  (*^11  • • •? 

festgelegteii  Moduln  nur  in  den  Formen,  deren  Grad  unter  einer 
gewissen  Grenze  S liegt,  verschieden  sein  können.  Die  vor- 
stehende Gestalt  läßt  sich  aber  wieder  auf  die  folgende  redu- 


zieren : 
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wo  Invarianten  bedeuten.  Diese  können,  wenn 

ihr  Grad  über  der  Grenze  S liegt,  weiter  mit  Hilfe  der  In- 
varianten t7"j,  . . .,  reduziert,  d.  h.  auf  eine  Form  wie  die 
vorstehende  gebracht  werden,  so  daß  man  schließlich  zu  einer 
Darstellung  von  J gelangt,  die  wie  folgt  aussieht: 

•7  — + i?2  jg  4-  • • • + j 

indem  ganze  Funktionen  von  kr  • * • ? 

Invarianten  sind,  deren  Grad  <C  S ist,  und  wir  können,  indem 
wir  nötigenfalls  einzelne  der  B — 0 setzen,  annehmen,  es  um- 
fassen ein  volles  System  linear  unabhängiger  Invarianten 

aller  Grade  < S.  Wenden  wir  dann  dieselbe  Darstellungsform 
auch  auf  Jk,  J'j2',  • • •■)  ergeben  sich  w Gleichungen 

von  der  Form: 

7ii  = -f  B^2k  H 

^k  = ^2lk  H“  • 4-  ^2wJwl 

^Jw  = ^U)lk  + ^wik  + H r 

und  durch  Elimination  der  j aus  diesen  Gleichungen  folgt: 


^11  ~~  ^ 

B^2 

-^21 

-®22  ^ * 

■ • ih. 

^wX 

■ • ^ww 

d.  h.  eine  jGleichung  von  der  Form  (y)  für  7. 

§ 6.  Invariante  Bildungen  der  Formen  mit  mehr  als  zwei 
Veränderlichen. 

Im  binären  Gebiet  kommen  als  Komitanten  nur  zwei  Arten, 
Invarianten  und  Kovarianten,  in  Betracht.  Bei  Formen  mit  mehr 
als  zwei  Veränderlichen  hat  man  aber  noch  andere  Bildungen 
ins  Auge  zu  fassen.  Werden  nämlich  in  der  Matrix 


< 

< . 

f 

. . X 

ff 

ff 

-»  rr 

»1 

*2  • 

. . 

(m) 

..  X 

r 

26 
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die  einzelnen  Zeilen  einer  homogenen  linearen  Substitution  ^unter- 
worfen, so  transformieren  sich  auch  die  Determinanten  der 
Matrix  linear.  Wird  die  Zahl  m der  Zeilen  in  dieser  Matrixjij 
insbesondere  — r — 1 , so  besteht  dieselbe  aus  r Determinanten, 
die  wir  bezeichnen  mit 


und  die  lineare  Transformation  dieser  Determinanten  ist  von  der 
Art,  daß  der  Ausdruck 


4- h u^x^ 


den  Charakter  einer  Kovariante  hat,  indem  er  sich  mit  dem  | 
Substitutionsmodul  multipliziert,  wie  man  sofort  sieht,  wenn  man 
die  Matrix  durch  eine  Zeile 


Xi  x^  . • . x^. 


zu  einer  Determinante  ergänzt  und  bedenkt,  daß  diese  Deter- 
minante in  der  Tat  bei  einer  linearen  Substitution  sich  mit  dem 
Substitutionsmodul  multipliziert.  Die  lineare  Transformation, 
welche  die  Größen  erfahren,  nennt  man  die  reziproke 

zu  der  Transformation  der  Variablen  x^,  . . x^.  und  bezeichnet 

die  Variablensysteme  . . .,  und  x^,  . . x^  als  ko7itragredient, 
während  man  Variablensysteme,  die  derselben  Transformation 
unterliegen,  als  kogredient  und  solche,  die  unabhängigen  linearen 
Transformationen  unterworfen  werden,  als  digredient  charakteri- 
siert. Zu  beachten  ist,  daß  die  Determinanten  einer  Matrix  mit 
r — 1 Reihen  von  je  r kontragredienten  Variablen  wieder  ko- 
grediente  Größen  sind  und  daß  die  Differentiationssymbole 

1l  ... A 

dx\  ^ dx.^'  dx^ 

sich  formal  wie  kontragrediente  Variable  verhalten,  was  sofort 
zu  erkennen  ist,  wenn  man  die  Differentiation  an  der  linearen 
Form  u^x^  ‘ u^x^  ausführt,  wo  sie  unmittelbar  die. kontra- 
gredienten Größen  . . .,  liefert. 

Die  Dimensionen,  zu  denen  eine  Form  die  kontragredienten 
Variablen  enthält,  wollen  wir  der  größeren  Deutlichkeit  wegen 
als  Klasse,  nicht  als  Ordnung  bezeichnen. 

Wenn  man  nun  die  allgemeinsten  invarianten  Systeme  sucht, 
so  hat  man  eine  beliebige  Anzahl  Grundformen  mit  beliebig  ^ 
vielen  Reihen  von  r Veränderlichen  vorauszusetzen.  Diese  Ver-  1 
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änderlichen  kann  man  von  vornherein  als  kogredient  vorans- 
setzen,  indem  man  etwa  vorkommende  kontragre diente  Variablen- 
reihen  sofort  durch  die  Determinante  einer  (r  — l)-reihigen 
Matrix  ersetzt.  Nun  hat  Capelli,  ein  Theorem  von  C leb  sch 
(GöU.  Ahli.  1872,  Math.  Klasse,  p.  3)  modifizierend,  gezeigt,  daß 
sich  der  allgemeine  Fall  auf  den  reduzieren  läßt,  wo  nur  r — 1 
Reihen  kogredienter  Variablen  vorhanden  sind  {Äcc.  dei  Lincei, 


Rendic.  (4)  7 (1891),  161). 


Neben  den  Kovarianten  hat  man  aber  auch  solche  Bildungen 
zu  betrachten,  deresn  Variable  den  reziprokeu  Transformationen 
unterworfen  werden,  also  zu  denen  der  Grundformen  kontra- 
gredient  sind.  Diese  Bildungen  heißen  Kontravarianten  (Syl- 
vester) oder  zugehörige  Formen  (Aronhold).  Bildungen,  die 
beide  Arten  von  Variablenreihen  gleichzeitig  enthalten,  heißen 
Divarianten  (Salmon)  oder  Zwischenformen  (Aronhold). 

Der  Ausdruck  + * • * + identische  Ko- 

variante, und  es  gilt  der  Satz:  Wenn  eine  Divariante  nicht  die 
Koeffizienten  der  Grundform,  sondern  nur  eine  Reihe  kogredienter 
und  eine  Reihe  kontragredienter  Variablen  enthält,  ist  sie  not- 
wendigerweise eine  Potenz  der  identischen  Kovariante. 

Die  wichtigsten  invarianten  Prozesse  lassen  sich  aus  den 
bei  den  Binärformen  besprochenen  sofort  herleiten.  Es  ist  zu- 
nächst der  Aronhold  sehe  Prozeß.  Wir  schreiben  zwei  Formen 
^^ter  Ordnung  g von  r Variablen  in  der  Gestalt: 


u,, . . . • • • 


und  bezeichnen  mit  Q irgendeine  Komitante,  dann  ist  der 
Aronholdsche  Prozeß  durch  die  Gleichung  definiert: 


Die  Polar enhildimg  oder  der  Plueckersche  Prozeß  wird  durch  die 
Gleichung 


r 


definiert,  und  der  C ayleg  sehen  Prozeß,  ausgeführt  an  einer  Form 
-F,  die  r Variablenreihen  x^  . . . a? ''  . . . . . .,  x^p  . . , xp 

zu  den  Ordnungen n\  . . .,  enthält,  wird: 
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dF 

H. . 

dF 

dxi 

dxi 

dxi 

dF 

dF  ^ 

dF 

dxi' 

dxi'  * 

■ ■ dxi' 

dF 

dF 

dF 

dxf 

dx^f^ 

dx^rl 

r 

Über  die  invarianten  Prozesse  vgl.  man  die  Arbeiten  von 
Capelli,  Fondamenti  di  wna  teoria  generale  delle  forme  algehriche, 
Äcc.  dei  Lincei  Mem.  (3)  12  fl882)  529,  Math.  Änn.  29  (1881) 
331,  37  (1890)  1,  Napoli  Bendic.  (2)  7 (1893)  29,  155,  Giorn. 
di  Mat  32  (1894)  376. 

Unter  den  speziellen  invarianten  Bildungen  für  Formen  mit 
beliebig  vielen  Veränderlichen  ist  zunächst  die  J acohische  oder 
Fimhtionaldetcrminante  zu  nennen  (vgl.  S.  156).  Sie  setzt  r Formen 
fv  Ul  '“■)  fr  ^ Veränderlichen  voraus,  die  für  diese  der  Reihe 


nach  von  den  Ordnungen 
Ausdruck  gegeben ; 


....  Wy  sind,  und  wird  durch  den 


n,  n., . . . 


Mjl  . , 

..  M. 

dxj 

dx^ 

dx^ 

dfi 

dfi 

dx^ 

dx^ 

dx^ 

IL  .. 

..  IL 

dxj^ 

dx^ 

d(Cr 

(Jacobi,  Journ.  f.  Math.  22  (1841)  319,  Werke  3,  393,  Osf- 
walds  Klassiker  Nr.  78).  Bildet  man  von  je  r aus  r4- 1 Formen 
die  Funktionaldeterminante,  und  von  je  r unter  den  letzteren 
wieder  die  Funktionaldeterminanten,  so  sind  diese  den  Urformen 
proportional.  Vgl,  Clebsch,  Journ.  f.  Math.  69  (1868)  355. 
70  (1869)  175,  Rosanes,  ebenda  75  (1873)  166,  Pasch, 
ebenda  80  (1875)  177.  Die  Bedeutung  der  Funktionaldetermi- 
nante besteht  darin,  daß  sie  verschwindet,  sowie  zwischen  den 
r Formen,  auf  die  sie  sich  bezieht,  eine  identische  Relation 

Ul  ■ ”1  Q = ^ 

besteht. 

Sucht  man  die  Bedingung  dafür,  daß  die  r Gleichungen: 


/‘i==o,/2  = o,  ...,/;  = o 
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zusammen  bestehen  können,  so  hat  man  aus  diesen  Gleichungen 
die  r Variablen  zu  eliminieren  und  erhält  dann  eine  Gleichung 
72  = 0 zwischen  den  Koeffizienten  der  r Formen.  Die  linke  Seite 
dieser  Gleichung  ist  die  Resultante  der  r Formen.  Einen  ex- 
pliziten Ausdruck  für  die  Resultante  dreier  ternären  Formen  hat 
Gordan  gegeben,  Math.  Ann.  50  (1897)  113. 

Die  Hesse  sehe  Determinante  einer  Form  f Ordnung 
von  (vgl.  S.  160)  ist  durch  den  Ausdruck  gegeben: 


H = Det 


1 ay  I 

r{{n  — l)  dx.dxj  | 


Für  eine  quadratische  Form 

i J 

reduziert  sie  sich  auf  deren  Diskriminante,  nämlich  die  aus  den 
Koeffizienten  a^j  gebildete  Determinante.  Die  Hessesche  Deter- 
minante ist  die  J acobische  Determinante  der  abgeleiteten  Formen: 

f ...  f 

n dx^  ’ ’ ' ^ n dXj. 


Die  Resultante  D dieser  Formen  heißt  die  Dishnminante 
der  Grundform  f.  Dieselbe  ist  eine  Invariante  vom  Grade 
r{n — l)^”^  Die  Diskriminante  einer  Ternärform  hat  Gordan 
untersucht,  Münch.  Ber.  17  (1887),  477. 

An  neueren  Werken,  welche  die  allgemeine  Theorie  der 
Formen  behandeln,  nennen  wir  noch  Elliot,  Algebra  of  Quantics, 
Oxford  1895,  Andoyer,  Theorie  des  Formes,  Paris  1898.  Zu 
vergleichen  sind  auch  die  betreffenden  Abschnitte  aus  H.  Weber, 
Algebra  und  A.  Capelli,  Algebra  complementare. 

Von  besonderem  Interesse  unter  den  Formen  mit  mehr  als 
zwei  Variablen  sind  die  Ternärformen.,  da  sie  einerseits  noch 
eine  formal  einfache  Ausgestaltung  erlauben  und  andererseits, 
indem  man  die  Variablen  x^.,  x^^  x^  als  Punktkoordinaten  in 
einer  Ebene  deutet,  in  der  ebenen  Geometrie  eine  anschauliche 
Deutung  finden.  Wir  wollen  uns  fortan  auf  sie  beschränken. 
Eine  Zusammenfassung  ihrer  Theorie  nach  den  symbolischen 
Methoden  findet  man  in  Clebschs  Vorlesungen  über  Geometrie, 
hggb.  von  Lindemann  (Leipzig  1876),  Eine  interessante  Mono- 
graphie über  sie  hat  Study  geliefert  {Methoden  zur  Theorie  der 
ternären  Formen,  Leipzig  1889). 
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Die  Komitanten  der  ternären  Formen  lassen  sich  in  einer 
ähnlichen  Weise  symbolisch  darstellen  wie  die  Komitanten  der 
Binärformen,  indem  man  sie  formal  auf  solche  Komitanten  einer 
Reihe  von  Linearformen  . . . zumckführt,  welche  für 

die  Koeffizienten  einer  jeden  dieser  Linearformen  vom  Grade 
sind.  Es  ist  z.  B.: 


fx  = /i^l  + f2^2  + 

anzunehmen,  und  außerdem  w^ird  die  abkürzende  Bezeichnung 


= 


A 0,  A 

fz  9z 
fs  ffs  ’h 


gewählt.  Die  kontragredienten  Variablen  werden  durch  die 
Festsetzung 


'^1  — ^2-^0  yB^2  5 ^^2  — ; ^3^1  2/i~3  l — 2/l  ^2  ^2^^ 

eingeführt,  aus  der 

«x  = + ^^2^2  + ^^3^3  = (P^y^) 

folgt.  Dies  ist  die  identische  Kovariante.  Eine  lineare  Form 
der  u wird  mit  bezeichnet,  sie  läßt  sich  auch  durch  eine 
Determinante  von  der  Gestalt  {fgu)  ersetzen.  Die  symbolischen 
Faktoren,  die  in  einer  Komitante  verkommen,  lassen  sich  dann" 
auf  folgende  vier  Typen  reduzieren: 

1.  Determinanten  aus  Koeffizienten  der  Linearformen  vom 
Typus  (fgh), 

2.  Linearformen  der  Variablen  x vom  Typus 

3.  Linearformen  der  Variablen  u vom  Typus  {fgu), 

4.  die  identische  Kovariante  u^. 

Für  das  Rechnen  mit  symbolischen  Ausdiücken  ist  von 
Wichtigkeit  der  Satz,  daß  ein  solcher  Ausdruck,  wenn  er  bei 
Vertauschung  zweier  gleichwertigen  Symbole  sein  Vorzeichen 
ändert,  identisch  verschwindet.  Ferner  gelten  die  folgenden 
Identitäten,  die,  solange  man 

4i  9^, 

als  wirkliche  lineare  Formen  auffaßt,  als  einfache  Determinanten- 
relationen anzusehen  sind: 


I.  {fffh)k,  - + (hkf)g^  - {kfg)h,  = 0. 

II.  {fgh)  {klm)  — (ghk)  {flm)  + {hkf)  {glm)  — {kfg)  (hlm)  = 0. 

III.  {fgzi)h^  + {hfu)g^  -I-  {ghu)f^  = {fgh)u^. 


§ 6.  Formen  mit  mehr  als  zwei  Veränderlichen. 


409 


Von  diesen  drei  Gleichungen  sind  die  beiden  letzten  einfache 
Folgen  der  ersten.  Hierzu  kommt 


IV.  • 

wenn  , U2 , die  oben  angegebene  Bedeutung  haben  und  die  den 
Multiplikationssatz  der  Determinanten  ausdrückende  Gleichung: 


V. 


{f9h){xyg)  = 


L 9x 

fy  Oy 

f.  0.  K 


Für  die  angeschriebenen  Relationen  ist  es  gleichgültig, 
welche  Größen  als  konstant  und  welche  als  veränderlich  ange- 
sehen werden.  Man  kann  also  aus  ihnen  neue  Gleichungen  ab- 
leiten, indem  man  die  Koeffizienten  der  Linearformen  . . . 

durch  kontragrediente  Variablen  w . . . und,  wenn  man  will, 

x^y^z  durch  Konstante  a-,  ß,  y ...  ersetzt.  Man  hat  dabei  eine 
Beziehung 


^^‘2  » ^^2  = '^3  «^3  ^ ^3  = '(-'l  ^<  2 — ^2 

vorauszusetzen.  Auch  kann  man  in  der  Gleichung  II  für 
A • • • Variable  y,  . . . einsetzen,  ebenso  in  der 

Gleichung  I,  indem  man  gleichzeitig  für  x umgekehrt  f nimmt, 
so  daß  man  die  Gleichung  erhält: 

VI.  (xyijf,  — {ygt)f^  + {gtx)t\  — {txy)f,  = 0. 

Damit  aber  sind  die  symbolischen  Identitäten  erschöpft,  indem 
alle  weiterhin  auftretenden  auf  die  gefundenen  zurückgeführt 
werden  können  wie  von  Study,  Math.  Ann.  30  (1887)  120, 
bewiesen  wurde.  Eine  Erweiterung  dieses  Satzes  gab  Pascal, 
Acc,  dei  Lincel.,  Rendic.  (4)  4 (1888)  119,  Memorie  (4)  5 
(1888)  375.' 

C leb  sch  hat  gezeigt,  daß  die  allgemeinsten  ternären  Systeme 
sich  auf  solche  Grundfonnen  zurückMhren  lassen,  die  nur  zwei 
Reihen  kontragredienter  Variablen  x^^x^^x^  und  ent- 

halten. Eine  derartige  Form  stellt  nach  Clebschs  Ausdruck, 
gleich  Null  gesetzt,  einen  Konnex  dar,  und  in  diesen  allgemeinsten 
Gebilden  wollte  Clebsch  den  Abschluß  der  algebraischen  ebenen 
Geometrie  erblicken  {GöU.  Nachr.  1872,  S.  429,  Math.  Ami.  6, 
1873,  S.  205.  Man  vgl.  die  Darstellung  bei  Clebsch-Linde- 
mann,  1.  Bd.,  7.  Abt.). 

Eine  Ternärform  läßt  sich  im  Gegensatz  zu  einer  Binär- 
form im  allgemeinen  nicht  in  Linearfaktoren  zerlegen.  Die 
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Bedingungen,  unter  denen  dies  ein  tritt,  haben  untersucht  Brill, 
Gott.  Nachr.  1893,  757,  Math,  Ver.  5 (1897)  52,  Math.  Ann.  50  'a 
(1898)  157,  Gordan,  ebenda  45  (1894)  410.  ^ 

Von  großer  Bedeutung  für  die  Theorie  der  ternären  Formen 
ist  das  CI  eb  sch  sehe  Übertragimgsprmzip , welches  dazu  dient, 
aus  bekannten  binären  Komitanten  spezielle  invariante  Bildungen^ 
eines  Systems  ternärer  Formen  abzuleiten.  Dies  Prinzip  hat,"S 
auf  einem  Gedanken  von  Hesse  (Journ.  f.  Math.  66  (1866)  15,  1 
Ges.  Abhdlgn.  S.  531)  fußend,  Clebsch  im  Journ.  f.  Math.  ^ ^ 
(1861)  1 aufgestellt.  Vgl.  auch  Gundelfinger,  Math.  Arm.  6"  1 
(1873)  16.  I 

Man  reduziert  hierbei  eine  Ternärform,  indem  man  in  ihr  1 

+ h «.•  « = 2 

setzt  und  dann  als  Variable  ansieht.  So  wird 

fx  = hf,  + hf.  = Kn  + Kn 

und  wenn  man  diese  Gleichung  symbolisch  in  die  Potenz 
erhebt. 


Analog  nehmen  wir  gj^  = i|;/,  ...  an  und  lassen  nachher  ^ 

fx-)  9x')  • • • einerseits  und  . . . anderseits  zusammen- 

fallen.  Nun  wird 

- ' 

= 9>1%  — nti  = fyS.  - fzffy  = (/'«'«)  (“aoli  IV)- 

Eine  Komitante  der  Binärform  setzt  sich  aber  aus  sym-  i 

bolischen  Faktoren  vom  Typus  {(pip)  und  zusammen.  Wenn  j 
man  dann  für  diese  Faktoren  die  gefundenen  Werte  (fgu)  und 
ein  setzt,  ergibt  sich  eine  Komitante  der  Temärform  f=f”-  ^ 

So  findet  man  die  folgende  formale  Vorschrift,  um  aus  ^dem  ( 

symbolischen  Ausdrucke  einer  Komitante.  einer  Binärform  eine 
Komitante  (iin  allgemeinen  eine  Divariante)  einer  Ternärform  ^ 
gleicher  Ordnung  abzuleiten;  ) 

Man  deute  die  symbolischen  Faktoren  in  jenem  Ausdrucke  ^ 
auf  drei  Variable  und  hänge  den  Faktoren  (fg)  ein  Symbol  u M 
an,  so  daß  sie  aus  zweireihigen  Determinanten  zu  dreireihigen  * 
Determinanten  (fgu)  werden.  Der  entstehende  Ausdruck  ist  eine 
Divaiiante  der  Ternärform  /*,  die  aus  der  Binärform  entsteht, 
indem  man  in  ihrem  symbolischen  Ausdrucke  fj'  das  statt 
auf  zwei  auf  drei  Variable  deutet. 

Wir  gehen  nun  zur  Betrachtung  der  einfachsten  Ternär- 
formen über. 
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§ 7.  Besondere  ternäre  Systeme. 

Eine  quadratische  Ternär  form 

hat  zwei  invariante  Bildungen:  eine  Invariante 


D=  6 

und  eine  Kontravariante 


«11  «12  «13 

^21  ^22  ^23 
«Si  <*32  <*83 

«,0  «1 


u-ll  u-12  ^ig  M^i 

<*21  **22  ^23  ^2 

«gl  «32  «83  «*3 

Wl  Mg  Mg  0 

die  wir,  als  quadratische  Form  der  kontragredienten  Variablen  m, 
schreiben  wollen ; 

F ==^ It.  Uj  (* , J?  = 1 , 2 , 3). 

Ist  nun  eine  zweite  quadratische  Form  der  x 

f'  = 1,2,3) 

gegeben,  so  erhalten  wir  auch  für  sie  eine  Invariante  D'  und 
eine  Kontravariante: 

F'  CC^J  J = 1,  2,  3). 

Der  Aronholdsche  Prozeß  liefert  dann  zwei  Simultaneinvarianten 
beider  Formen: 

/ J 

und  eine  simultane  (wiederum  quadratische)  Kontra  Variante: 


H 


2»  dF  , 
d a, . 


V ^F' 


Man  erhält  weiter  zwei  (bilineare)  Divarianten 
1 /oF  df'  , dF  df'  , dF  df'\ 
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und  aus  diesen  zwei  neue  Divarianten 


IL 

d^ 

c_^ 

dXi 

dx^ 

dx^ 

dxj^ 

IL 

dx^ 

a33 

dx^ 

dr_ 

d x^ 

dx^ 

U2 

IL 

ass 

% 

d_r 

ar 

dx^ 

dx^ 

dx^ 

dx^ 

% 

1 dF 


Ersetzt  man  in  33  durch  — , so  erhäi  man  dasselbe, 


wie  wenn  man  in 


dui 

1 dF' 

Xi  durch  — ^ — ersetzt  (»  = 1,2,3).  Man 

* 2 dUi 

bekommt  so  eine  Kontravariante  ^ dritter  Klasse,  die  das  Eigen- 
tümliche hat,  daß  sie  in  drei  Linearfaktoren  zerfällt. 

Wir  finden  weiter  zwei’  Divarianten: 


9 


IL. 

dF 

dF' 

r 1 

eXy 

dx^ 

du^ 

du^ 

■^1  1 

df 

df' 

, 0 = 

dF 

dF' 

dx^ 

dx^ 

du^ 

du.;. 

X2 

IL 

df' 

dF 

dF' 

X^ 

dx, 

dx^ 

«3 

du^ 

aWg 

Wir  können  nun  von  F^  F*  ausgehend  dieselben  Bildungen 
wiederholen,  die  wir  für  /*,  f'  aufgestellt  haben.  An  die  Stelle  der 


Koeffizienten  a-j  treten  dann  die  a. 


i cx.j,  an,  die  Stelle  der  x 


die  u und  umgekehrt.  Die  den  D,  D'  entsprechenden  Invari- 
anten werden  dabei  bis  auf  einen  Zahlfaktor  deren  Quadraten 
und  gleich.  Die  den  jP,  F'  korrespondierenden  Kontra- 
varianten f,  f'  werden  bis  auf  einen  Zahlfaktor  die  Formen  Df^  D'f'y 
die  93,  33^  reproduzieren  sich,  qp,  gehen  ineinander  über,  an 
die  Stelle  von  H tritt: 


h = V-il  ' ==  V 11^ 

" dein  deej 


also  eine  quadratische  simultane  Kovariante  der  Urformen,  und 
an  die  Stellen  von  (J,  (J'  treten  zwei  Divarianten 

Anstatt  der  Kontravariante  $ erhält  man,  indem  man  in  33' 

Ui  durch  oder  in  33  Ui  durch  4*  4^  ersetzt,  eine  Kovari- 

» 2 dXj  * 2 dxi  ’ 

ante  TI,  die  ebenfalls  in  drei  Linearfaktoren  zerfällt.  Nennt 
man  diese  Linearfaktoren  r/- , 6^,  c^,  und  die  von  3^  Wy, 

so  wird  bis  auf  einen  Zahlfaktor: 
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$ = {bcu)  • (cay)  • (a&w)  , 
n = {ßyx)  ■ (yax)  • (o:^*), 
gleichzeitig  werden  /*,  f'  von  der  Form: 

/■  =■  Zo/  + «86/  + «c/,  f = i'a/  + m'6/  + «'c/, 
und  JF,  JF'  von  der  Form: 

F — 4-  'vy>y’,  F'  = X'uJ  + 

Das  System  zweier  quad/raiischer  Ternärformen  haben  be- 
handelt Rosanes,  Mafli,  Arm.  6 (1873)  264,  Gordan,  Math. 
Ann.  19  (1882)  529,  Perrin,  Bull,  de  la  Soc.  mafh.  de  Framce 
18  (1890)  1,  Gerbaldi,  Annali  di  mat.  (2)  17  (1890)  161. 

Das  System  dreier  quadratischer  Ternärformen  haben  unter- 
sucht Gundelfinger,  Journ.  f.  Math.  80  (1875)  141,  Ci-am- 
berlini,  Giorn.  di  mat.  24  (1886)  141,  Mertens,  Wien.  Sitzungs- 
her.  93  (1886)  62,  99  (1890)  367,  Gerbaldi,  Giorn.  di  Mat. 
27  (1889)  33,  Torino  Atti  25  (1890)  390,  Fischer  u.  Mumelter, 
Monatsh.  f.  Math.  8 (1897)  97.  tJter  die  Resultante  dreier 
quadratischen  Ternärformen  vgl.  noch  Sylvester,  Gamhr.  Buhl. 
Math.  J.  8 (1853)  256,  WerU  1 411,  Cayley,  Journ.  f.  Math. 
57  (1860)  139,  Papers  4,  349,  Gordan,  Journ.  de  math.  (5) 
3 (1897)  97. 

Die  kubische  Ternärform  ist  zuerst  von  Hesse  bei  seinen 
Untersuchungen  über  die  Kurven  dritter  Ordnung  {Journ.  f.Math. 
28,  68,  97,  36,  143,  38,  241,  41,  285,  Werke  89,  123,  155, 
193,  219)  behandelt  und  das  System  ihrer  invarianten  Bildungen 
ist  sodann  von  Aronhold  in  einer  klassischen  Arbeit  {Journ.  f. 
Math.  55  (1858)  93)  so  gut  wie  vollständig  entwickelt  worden. 
Es  ist  interessant,  mit  dieser  Abhandlung  die  vollentwickelte 
Symbolik  in  den  gewissermaßen  abschließenden  Arbeiten  von 
Clebsch  und  Gordan  über  denselben  Gegenstand,  Math.  Ann. 
1 (1869)  57,  6 (1873)  436,  zu  vergleichen.  Man  sehe  auch 
Gundelfinger,  Math.  Arm.  4 (1871)  144,  8 (1875)  136, 
Harnack,  Mafh.  Ann.  9 (1876)  218  und  weiter  Thomae, 
Leipz.  Ber.  51  (1899)  317,  Gordan,  Am.  Mafh.  Soc.  Trans.  1 
(1900)  9,  White,  ebenda  1 (1900)  170,  endlich  in  betreff  des 
algebraischen  Problems,  das  sich  an  die  Wendepunkte  der  ebenen 
Kurve  dritter  Ordnung  knüpft,  Clebsch,  Journ.  f.  Math.  58 
(1861)  229,  Math.  Ann.  2 (1870)  382,  Gundelfinger,  Math. 
Ann.  5 (1872)  442. 


(»w,*  = 1,2,8) 
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Wir  schreiben  eine  kubische  Ternär  form: 

/'  = 

i j k 

und  setzen  symbolisch: 

f-ü-  = V = =/■;’= = K’^- 

Die  Form  hat  dann  zunächst  zwei  unabhängige  Invarianten: 


(a)  S==(fgh)(fgk)(fhk)(ghk), 

T = {fghf  (f'g'h)  {f'h'gyig'h'f)  {fg^'). 

Aus  diesen  leitet  man  eine  absolute  Invariante  ab  und 
die  Diskriminante 

D=  — 1 s^. 

6 

Indem  man  die  Linearform  k^  durch  ersetzt,  leitet  man 
aus  der  Invariante  S die  Kontravariante  ab: 


(b)  I = {fgh)  {fgu)  (fhu)  (ghu) , 


und,  indem  man  hj  durch  ersetzt,  aus  T: 

(b')  T = (fgh)*  if'g'h)  (fg'u)  (fgu)  (fg'u). 

Nicht  symbolisch  ist: 


(b") 


\ik 


Die  Hessesche  Kovariante 

(c)  H^(fghyf,gJ,, 


ist  wie  die  Urform  von  der  dritten  Ordnung.  Ist  N *=  0,  so 
zerfäUt  H in  drei  Linearfaktoren.  Wenn  T=0  ist,  wird  die 
Hesse  sehe  Kovariante  von  H bis  auf  einen  Zahlfaktor  wieder 
die  Urform  f.  Nicht  symbolisch  ist,  wenn 

f,  ^ 

6 dx.cxj 


gesetzt  wird, 
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(e') 

Wir  nehmen 

(c") 


6 


/ll  fl2  flS 

hl  h^  hs 
hl  ts2  /s3 


2j  S ^ijk 


Das  C leb  sch  sehe  Übei-tragungsprinzip  liefert  aus  der  qua- 
dratischen Kovariante  einer  kubischen  Binärform  die  folgende 
Divariante  der  kubischen  Ternärform: 

(d)  ^ 

die  man  auf  nichtsymbolischem  Wege  in  folgender  Weise 
gewinnt: 

hl  fi2  /i3 
hl  t22  trd 
fzi  1-i2  {'6o  % 

?#2  ^'3  ^ 

Setzt  man  nun  weiter 


l_  c'-@ 

2 dx^dxj^ 


welche  Größen  die  x nicht  mehr  enthalten,  so  bekommt  man 
eine  neue  Kontravariante  (6.  Klasse) 

®12  ®13  % 

®21  ®22  ®23  ^2 

®31  ®32  ®88 

Uq  0 

die  in  symbolischer  Darstellung  lautet: 


(e)  F = (fgvy  (hkuy  (fhu)  {ghu) . 

Aus  0 läßt  sich  die  Invariante  S in  folgender  Weise  ableiten: 

””  16.^  dx.dx.du  du  ' dx.dx  du-du^ 


Wir  wenden  nun  den  Aronholdschen  Prozeß  in  der  Weise 
an,  daß  wir  ihn  auf  die  Koeffizienten  der  Urform  / und  der 
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Wir  definieren  ihn  also 


He  SS  eschen  Kovariante  H beziehen, 
dadurch,  daß 


''ijk 


ijk 


gesetzt  wird.  Dieser  Definition  nach  ist 

(f) 

Umgekehrt  wird 

(f')  bS^iS-f 

und  weiter 

(g)  bZ  = 3T,  = 

(h)  bS  = 4:T,  bT  = S\ 
Es  geht  also  T aus  S hervor  wie  folgt: 


(h') 


^111 

^122 

**133 

**123 

**131 

**112 

®211 

<*222 

**233 

**223 

**231 

**212 

<*322 

**333 

**323 

**331 

•**312 

^11 

^122 

^133 

^123 

^131 

^112 

^211 

^222 

^233 

^223 

^231 

^212 

^811 

^322 

^333 

^323 

^331 

^312 

Die  Diskiiminante  D läßt  sich  durch  die  Koeffizienten  der 
Urform  f und  ihrer  Hess  eschen  Form  H unsymbolisch  in  sehr 
übersichtlicher  Weise  darstellen.  Es  wird: 


I>  = 36 


Die  Formeln  (c)  (d')  (e')  (a")  (h')  (b^^)  bezeichnen  den  Weg, 
den  man  zu  gehen  hat,  um  die  Kombinanten  ohne  Zuhilfenahme 
der  Aronholdschen  Symbolik  zu  gewinnen. 

Wir  vereinigen  nun  die  Form  f und  ihre  Hesse  sehe  H 
zu  der  Form 

Alle  Formen,  die  wir  so  erhalten,  bilden  das  syzygetischc  Formen- 
büschel  von  /’. 

Wii*  suchen  die  Komitanten  der  Form  /■*.  auszudrückeu 
durch  die  Komitanten  von  f und  die  Parameter  x,  X.  Zu  dem 
Zwecke  führen  wir  zunächst  die  folgenden  Formen  von  k,  X ein: 
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- i - isn^ 

X^^  = S»s+  2J*i 
N^i  = 3«‘)L  — iSX% 

zwischen  denen  die  identische  Beziehung  besteht 


Dann  werden  die  Invarianten  von  f. 


xX 


2 \ 


dx 


dL 


y.X 


K. 


)■ 


T. 


^ fdG-yX 


dX 

dG,i  dS. 


161  dx  dl 


dl 


f]. 


und  die  Diskriminante 

Die  Hesse  sehe  Kovariante  wird 


IL 


1 (dGxX 
4:  \ dx 


xX 


H 


dGxs 

dl 


und  wir  finden  die  Kontravarianten 

I,,  = + KJ, 

T ^ V^Kx  ^"^xx  ^Kx  ^^xx! 

121  dx  ’ dl  dl  ''  dx 

Besonders  ausgezeichnet  ist  die  biquadratische  Form  6r^;  . 
Wir  finden  ihre  Invarianten: 


Gleichzeitig  wird  die  Diskidminante  der  quadratischen  Form 
gleich  ~2D. 

Die  Hessesche  Kovariante  von  ist 

ihre  Kovariante  sechster  Ordnimg: 

T = — -i  . T 

Pasoal,  Bepertoriam,  I.  2.  Aufl.  27 
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Über  die  hiquadratiscJie  Ternärform  vgl.  die  Monographie 
von  Pascal,  Napoli  Atti  (2)  12  (1905)  No.  13,  woselbst  auch 
die  weitere  Literatur  angegeben  ist. 

Über  quaternäre  Formen  vgl.  man  Mertens,  Wiener  Sitmimgs- 
her.  98  (1889)  691. 

Zuletzt  wollen  wir  die  fcoMonische  Darstellung  der  Ternär- 
formen an  zwei  Beispielen  erörtern. 

Als  die  kanonische  Darstellung  einer  kubischen  Temärform 
wird  gewöhnlich  die  von  Hesse  (Journ.  f.  Math.  28  (1844)  68, 
Werke  S.  115)  herrührende  Gestalt  angesehen: 

+ + X/  + 6 ftXi  Xj  X, . 

Die  Invarianten  der  Form  sind  dann 

S = 24  A;(P  — 1) , T = 6 (8Ä;6  + 20  A;»  — 1), 

und  die  Diskriminante  wird 

D = 36(1  + 

Die  Hessesche  Kovariante  lautet 

H~  - 6[Ä^(X/+  V+  3:3’)  - (1  + 2ifc’)XiXjXs], 

ferner  wird  in  den  kontragredienten  Variabein  u^,  Wg,  u^ 

I - 6 [fc(  tr,»  + 17, ä + ir/)  + (1  _ 4fc»)  u,  ü-j] , 

T = 2 (lOfc®  — 1)  (c;»  + ITjä  + D3»)  + 4Ä;2(4fc*  + 5)  ?7,  U^. 

üm  k ZU  bestimmen,  setzt  man 

dann  ist  x eine  Wurzel  der  Gleichung  vierten  Grades: 

- Sx^  — ilx  - = 0, 

und  zwar  ergibt  sich 

+ ±1/^(5 + £*f6j), 

wenn  s eine  prindtive  dritte  Einheitswurzel  bedeutet.  Die  Trans- 
formation auf  die  kanonische  Form  wird  darauf  gefunden  aus 
der  Identität 

6(1  -f  8A;8)ZiA2X3  ==ir-j-  ßk^f, 

aus  dieser  folgt,  daß  Xg,  den  drei  Linearfaktoren,  in 
welche  H ßk^f  zerfällt,  proportional  sind. 
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Für  S = 0 läßt  sich  die  kubische  Form  f auf  die  Summe 
dreier  Kuben 

V + X,»  + X/ 

reduzieren.  Wenn  /S'  =+=  0,  ist  diese  Darstellung  unmöglich,  wohl 
aber  läßt  sich  die  Form  auf  unendlich  viele  Arten  als  Summe 
von  vier  Kuben  darstellen. 

Eine  Ternärform  vierter  Ordnung,  die  wir  in  ihrer  allge- 
meinen Gestalt  schreiben: 

/*  = ZI  S S S ^ 2, 3) 

i J k I 

läßt  sich  auf  die  Summe  der  vierten  Potenzen  von  fimf  Linear- 
formen zurückführen,  wenn  die  folgende  Invariante  verschwindet: 

^1138  ^1123  %131  %112 

^2283  %228  ^2281  ^2212 

^8333  %323  ®S331  %S12 

%383  ^2323  ®2381  ^2312 

^8133  %123  ^8181  ^3112 

%233  ®1223  %231  ^1212 

Ist  ^ =1=  9,  SO  ist  die  Form  nur  auf  die  Summe  von  sechs 
vierten  Potenzen  zurückführbar.  Man  kann  ihr  aber  auch  die 
Gestalt  geben: 

f=  (p(xi^y  “I“  ^1^2  ^3  ^4» 

WO  (p  eine  quadratische  Form  der  dahinterstehenden  Argumente 
und  eine  Linearform  bedeutet.  Nur  in  besonderen  Fällen  läßt 
sich  f auf  eine  quadratische  Form  q>  der  Quadrate  x^^,  a?2^  x^^ 
reduzieren. 

Die  Temärform  f vierter  Ordnung  besitzt  eine  ausgezeich- 
nete Kovariante  vierter  Ordnung  Ä,  die  Olebsch  entdeckt  und 
studiert  hat,  Jomn.  f.  Math.  67  (1867)  360.  Ist  f auf  eine 
lineare  Verbindung 

i-i 

der  vierten  Potenzen  von  fünf  Linearformen  x^  zurückführbar, 
so  wird  8 von  der  Form: 


%122 

<*2211 

<*2222 

^8311 

^8822 

®2311 

<*2322 

^3111 

<*3122 

%211 

<*1222 

27 
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Ist  /*  = SO  wird  S von  der  gleichen  Form 

S — iCg^).  S fällt  nur  dann  mit  f bis  auf  einen  kon- 

stanten Faktor  zusammen,  wenn  f ein  vollständiges  Quadrat  oder 
von  der  Gestalt 


f = + a:/*,  + 


ist.  Diese  besondere  Form,  die  durch  eine  Gruppe  von  168 
linearen  Transformationen  in  sich  übergeht  (vgl.  S.  242),  ist 
von  Klein,  Math.Änn.  14  (1879)  437ff.,  Theorie  der  elliptischen 
Modulfunktionen  I,  S.  701  ff.,  und  von  Gordan,  Math.  Ann.  17 
(1880)  217,  359,  20  (1882)  487,  behandelt  worden. 


Kapitel  YL 

Reihen,  Produkte,  Kettenbrücke. 

Von  Faul  Epstein  in  Straßburg. 


§ 1.  Endlicha  Beihen. 

Eine  nach  irgendeiner  Vorschrift  gebildete  Folge  von  Zahlen 

• 

heißt  eine  Iteihe.  Die  Reihe  heißt  eMdlich^  wenn  ein  letztes 
Glied  existieid;,  im  andern  Fall  hat  man  eine  unendliche 
Reihe. 

Unter  dwi  endlichen  Reihen  sind  die  arithmetischen  und 
geometrischen  Reihen  besonders  hervorzuheben. 

I.  Eine  arithmetische  Reihen  Ordnung  liegt  vor,  wenn 
die  Glieder  der  k*^^  Bifferenzenreihe  konstant  und  nicht  null  sind 
(vgl.  Differenzenrechnung  § l). 

Das  allgemeine  Glied  einer  arithmetischen  Reihe  1.  Ordmmtg 
ist  also 

u^  — a-{-vd.  v = o,i,2,...  w-i. 

Bie  Summe  einer  arithmetischen  Reihe  1,  Ordnung  von 
n Gliedern  ist  gleich  dem  Produkt  der  Gliederzahl  mit  dem  arith- 
metischen Mittel  des  Anfangs-  und  Endglieds  (Biophant). 

Bas  allgemeine  Glied  u^,  einer  arithmetischen  Reihe  k^  Ord- 
nung ist  eine  ganze  rationale  Funktion  Grades  vem  v und 
jede  Reihe  mit  dem  allgemeinen  Glied 

% = Co  4-  CjV  H-  C^V^  4 \-  C^^  r = 0,l,2... 

ist  mne  arithmetische  Reihe  k^^  Ordnung  (de  Lagny,  Hist,  de 
Vacad.  d.  sc.  (1722)  281). 

Anstatt  der  Potenzen  von  v fuhrt  man  zweckmäßig  die 
Binomialkoeffizienten  ein  und  hat 

(1)  w,,  = «0  + (j ) ^ (2)  ^ (ä)‘ 
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Darin  sind  aQ,  a^,  ^ . die  Anfangsglieder  der 

...  Differemenreihe  = Uq). 

Die  Summe  der  n ersten  Glieder  der  arithmetischen  Beihe 
Ordnung  ist 

(2)  ««0+  (2)  "i  + (I)  “2  + •■(ji  + l)“»- 

Die  Formeln  (l)  und  (2)  sind  von  Jac.  Bernoulli  (1654 
bis  1705)  in  der  Ars  conjectandi  (1713)  98,  (Ostwalds 
Klassiker  Nr.  107)  gegeben.  Ihrem  Inhalt  nach  waren  sie  schon 
Newton  (Prindpia  III^  Lemma  V)  bekannt,  vgl.  auch  Leibniz, 
Math.  Schriften  1,  27,  herausg.  von  Gerhardt  (Brief  an  Olden- 
burg vom  3.  2.  1673). 

Zu  den  wichtigsten  arithmetischen  Reihen  höherer  Ordnung 
gehören  die  Potenzsummen  der  n ersten  natürlichen  Zahlen,  Ist 

8j^{n)  = 1*  -h  2*  -f  3*  + ‘ • -f  w*,  ^oW  = 

so  bestehen  die  Rekursionsformeln: 


(n  + 1)*+ 1 = 1 + (*^  + ^)  8,{n)  + f t W +••• 

+ ft>>W+^oW- 

0 -«‘H- ‘ - f + ')  + f t V*-i  W + • • • 

' ■ +(-l)*+‘SoW- 

Allgemein  stellt  sich  fi'*(w)  mit  Hilfe  der  Bernoullischen 
Zahlen 

= '^6  = 42?  •• 


30 


42 

0 


dar  (vgl.  Differenzenrechnung  § 3),  n&mlich 


®*(«) 

oder  symbolisch 


Ö 


• a 


,*-6 


4-- 


»*(«) iqn 
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Bis  jS'ii(n)  sind  die  Potenzsummen  bereits  von  Faulhaber 
(um  1612)  berechnet  worden.  Die  ersten  von  ihnen  sind 


S,{h)  = 


S,{n)  = 


2 

n(n  -{-  l){^n  -f- 1) 
6 

n'^(n  -j-  1)® 

4 


+ 1)(2»  + 1)(3»*  + 3«  — 1) 
Ä5(«)  = ^n^in  + 1)>(2«>  + 2w  — 1) 

Sg(«)  = ^«-{n  + 1)(2m  + l)(.3»^+  6«® — 3«  + l) 
S,(»j)  = ^«*(«  + 1)®(3»‘  + 6»’  - «2—  4«  + 2) . 


Zwischen  diesen  Summen  bestehen  mannigfache  Relationen, 
von  denen  außer  der  schon  im  11.  Jahrhundert  den  Arabern  be- 
kannten ==^  8^{nY  nur  die  Jacob i sehe 

iS,(«)  + 8^(n)  = 2Si(«)^ 

erwähnt  sei.  Lampe  {Journ.  f.  Math.  84,  270  (1878)),  vgl. 
Lucas,  Theorie  des  nombres,  p.  224,  Bachmann,  Niedere  Zählen- 
theorie  2,  17  (1910). 

Andere  arithmetische  Reihen  sind: 

Die  Beihen  der  Botemen  der  wngraden  Zahlen: 


14-3+5+7  +---(2w  — 1)  =^2 

32+  58^  78+  . . . (2„  - 1)2  = ) 

IH  3*+  5’+  7“H (2«*—  1)»  = n\2n^  — 1). 

Allgemein: 

1*  + 3*  + 5*  + . • . + (2n  - 1)*  = Sj,(2n)  - 2%(n) . 

Die  Polygonalzählen  bilden  arithmetische  Reihen  2.  Ord- 
nung, die  Pyramidälzählen  solche  3.  Ordnung  (vgl.  Kombinatorik 
S.  49).  Die  Summe  der  Dreieckszahlen  ist 

1 + 3 + 6 + 10+ + + 

die  n*^  Tetraederzahl. 
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II.  Bei  einer  geometrischen  Beihe  haben  je  zwei  aufeinander- 
folgende Glieder  ein  konstantes  Verhältnis.  Eine  solche  Reihe 
von  n Gliedern  ist  allgemein 


2-1 


» + «2  4-  «2*4  • • • 4 «2*^' 

§ 2.  Unendliche  Seihen. 

Bei  einer  unendlichen  Reihe 

Wj , Wj , % , . . . 

bilde  man  die  Summe  der  n ersten  Glieder 

==  % 4 w-2  4 % 4 • • • 4 

und  untersuche  den  Grenzwert  von  s^  für  n — co.  Wenn  ein 
solcher  existiert  und  endlich  ist,  so  heißt  die  Reihe  konvergent 
und  lims^  = s heißt  die  Summe  der  Reihe;  man  schreibt 

5 = 4 ^^2  4 Ws  H • 


Ist  aber  lims„  = + cx),  so  ist  die  Reihe  divergent.,  und 
wenn  kein  Grenzwert  existiert,  also  obere  und  untere  Grenze 
von  verschieden  sind,  so  sagt  man,  die  Reihe  ist  uribestimmt 
oder  oszilliert. 

Eine  Reihe  mit  komplexen  Gliedern  ist  konvergent,  wenn 
die  aus  den  reellen  und  die  aus  den  imaginären  Bestandteilen 
gebildete  Reihe  konvergiert. 

Eine  Reihe  ^u^  ist  immer  konvergent  j wenn  die  Reihe 

u^  I der  absoluten  Werte  ihrer  Glieder  konvergiert.  In 
diesem  Fall  heißt  die  Reihe  absolut  konvergent;  sie  konvergiert 
bei  jeder  beliebigen  Anordnung  ihret'  Glieder  tmd  zwar  stets 
gegen  dieselbe  Summe.  Deshalb  nennt  man  eine  derartige  Reihe 
auch  unbedingt  konvergent. 

Eine  Reihe  mit  komplexen  Gliedern  ist  absolut  konvergent., 
wenn  die  beiden  aus  den  reellen  und  aus  den  imaginären  Teilen 
gebildeten  Reihen  absolut  konvergieren. 


Es  kann  aber  auch  eine  Reihe  ^u^  konvergieren,  während 
die  Reihe  der  absoluten  Werte  u^  | divergiert;  in  diesem 
Falle  heißt  die  ursprüngliche  Reihe  einfach  konvergent,  un(^  ihre' 
Summe  hängt  wesentlich  von  der , Anordnung  der  Glieder  ab. 
Bei  einer  solchen  Reihe  mit  reellen  Gliedern  kann  man  durch  ge- 
eignete Umstellung  jeden  beliebigen  Wert  erreichen.  Deshalb  nennt 
man  eine  derartige  Reihe  auch  bedingt  konvergent.  Cauchy, 


§ 2.  Unendliche  Reihen, 
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Besume  anal.  (1833),  57;  Dirichlet,  Berl.  Alih.  (1837),  48, 
Werke  1,  318;  Riemann,  Werke.)  S.  235;  Schlömilch,  Zu  f. 
Math.  18,  520  (1873),  Pringsheim,  MaÜi.  Ann.  23,  455  (1883). 
Eines  der  bekanntesten  Beispiele  einer  bedingt  konvergenten 

Reihe  ist  die  Reihe  1 — — J"^*'**  dieser  Anord- 

nung der  Glieder  ist  ihre  Somme  ln  2;  läßt  man  aber  auf  je 
m positive  Glieder' w negative  folgen,  so  ist  die  Summe  ln  2 

-f  i ln  Es  ist  also  z.  B.  (m  =*=  1 , w ==  4): 


Das  notwendige  und  hinreichende  Kriterium  für  die  Kon- 
vergenz einer  Reihe  ist  von  Bolzano  (Bein  analytischer  Beweis 
des  Ldirsatzes  usw.  1817;  Ostwalds  Klassiker  Nr.  153)  ge- 
geben worden,  nämlich; 

Bie  Reihe  % -j-  «2  + + ‘ * * ^ konvergent,  wenn  für 

hinreichend  große  Werte  von  n der  absolute  Wert  der  Differenz 

I ^n+p’"'  I ==  K + 1 + % + i H H %+p  I 

für  jede  natürliche  Zahl  p beliebig  klein  wird  (vgl.  S.  13). 

Dieses  Kriterium  ist  aber  nur  in  wenigen  Fällen  wirklich 
anwendbar;  man  hat  deshalb  bequemer  zu  handhabende  Kriterien 
aufgestellt,  mit  denen  man  in  den  meisten  Fällen  auskommt. 

Wir  erwähnen  zunächst  den  einfachen  Satz; 

Wenn  die  Glieder  einer  Reihe  abwechselnd  positiv  und 
negativ  sind,  ihrem  absoluten  Wert  nach  abn^men  und  der  Null 
zustreben^  so  konvergiert  die  Reihe  (Leibniz  um  1674,  Schriften  6, 
112,  Brief  an  Aöh.  Bernoulli  v(m  10.  1.  1714). 

Im  folgenden  ist,  wo  nichts  anderes  bemerkt,  von  Reihen 
mit  reellen  positiven  Gliedern  die  Rede. 

Die.  Grundlage  der  meisten  Kriterien  bildet  das  Prinzip  der 
Reihenvergleichung)  indem  man  nämlich  die  vorgelegte  Reihe 
Glied  für  Glied  mit  einer  bereits  als  konvergent  oder  divergent 
erkannten  Reihe  mit  reellen  positiven  Gliedern  (Majorante)  ver- 
gleicht. 

Am  häufigsten  werden  als  Vergleichsreihen  benutzt; 

Die  imendliche  geometrische  Reihe  1 4“  3^  + + Sie 

konvergiert)  wenn  | g | < 1,  und  ihre  Summe  ist  dann  ; si® 
divergiert)  wenn  j 2 | ^ 1. 
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Die  Reihen  1 + — + H — • • Sie  honvergierm,  wenn 

2^  gy  4V 

> 1,  divergieren^  wenn  ^ ^ 1 ist  (Waring,  Meditat.  analyt 
1781). 

Die  gebräuchlichsten  Kriterien  enthalten  Ausdrücke , in 
denen  entweder  nur  das  allgemeine  Glied  {Kriterien  erst^ 

Art)  oder  das  Verhältnis  von  zwei  aufeinanderfolgenden 

Gliedern  {Kriterien  zweiter  Art)  vorkommt  (Du  Bois-Reymond, 
J.  f.  Math.  76,  61  (1873)). 

Es  sei  bzw.  — das  allgemeine  Glied  einer  divergen- 

ten  bzw.  konvergenten  Reihe,  ferner  (a^)  eine  ganz  beliebige 
positive  Zahlenfolge,  so  sind  die  Hauptformen  der  Kriterien 
1.  und  2.  Art  für  die  Divergenz  und  Konvergenz  der  Reihe 
^u^  nach  Pringsheim,  Math.  Ann.  35,  297  (1890),  Kn- 
eyU.  1,  84: 

Kriterien  1.  Arti^)  limd„^^„>0  Divergenz. 

Hm  ^ Konvergenz. 

Kriterien  2.  Art  1 Yimid^-^ ^«  + 1/ ^ Divergenz. 

lim  > 0 Konvergenz. 

Das  letzte  Kriterium  wurde  bereits  von  Kummer,  J.  f. 
Math.  13,  171  (1835),  für  den  speziellen  Fall  g^  = n von 
Raabe,  J.  f.  Math  11,  309  (1834),  angegeben  und  zur  Trans- 
formation einer  Reihe  in  eine  stärker  konvergierende  benutzt 
{Kummer,  J.  f.  Math.  16,  206  (1837));  vgl.  Catalan,  Mem. 
Belg.  cour.  33,  (1865).  Durch  geeignete  Wahl  der  a^^,  c^,  d^ 
kann  man  Skalen  von  immer  wirksameren  Kriterien  bilden,  unter 
denen  die  bekanntesten  anderweitig  aufgestellten  Kriterien  ent- 
halten sind.  Von  diesen  nennen  wir: 

Cauchys  Kriterium  1.  Art  (Anal,  algehr.  (1821)  133): 

limyw^  > 1 Divergenz.  limyw„  < 1 Konvergenz. 

Cauchys  Kriterium  2.  Art  (ebda.,  jedoch  bereits  bei  Waring, 
Meditat.  analyt.  (1781)): 


1)  lim  bedeutet  den  oberen,  lim  den  unteren  Grenzwert. 
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lim  - > 1 Divergßm , lim  < 1 Konvergenz. 

u„  - 

Zu  den  Kriterien  1.  Art  gehört  auch  das  Integralkriterium 
von  Cauchy,  Anc.  Exerc.  2,  221,  (1827):  Ist  f(x)  eine  von 
einem  bestimmten  Wert  x — a ah  positive,  monoton  bis  zu  mdl 
(für  X = oo)  abnehmende  Funktion,  so  konvergiert  oder  diver- 


giert die  Reihe  'S  f(n')^  je  nachdem  das  Integral  J* ^(i 


Sinn  hat  oder  nicht  (vgl.  Hurwitz,  Math.  Ann.  44,  83  (1894), 
Pringsheim,  Chicago  Math,  Congr.  Papers  (1893)  328). 

Die  den  oben  angeführten  Hauptformen  entsprechenden 
Kriterien  für  Reihen  mit  komplexen  Gliedern  hat  Pringsheim, 
Arch.  d.  Math.  u.  Phys.  (3)  4,  1 (1903)  gegeben.  Es  sei  darüber 
der  Satz  mitgeteilt: 

Läßt  sich  hei  einer  Reihe  ^u^^  eine  Entwicklung 


rjn) 


ansetzen,  wobei  a = « + i/3  eine  bestimmte,  von  n unabhängige 
Zahl.,  r(n)  eine  mit  wachsendem  n endlich  bleibende  Größe  be- 
deutet, so  ist  die  Reihe  unbedingt  konverg  ent  für  a>l, 
divergent  für  a^l  (Gauß,  Werke  3,  139;  Weierstraß^ 
Werke  1,  185).  Die  Reihe  ^( — '^Y'^n  a >>  1 unbe- 

dingt, für  0 < a ^ 1 bedingt  konvergent  und  für  a ^ 0 divergent. 

Die  folgenden  Sätze  gestatten,  aus  dem  Verhalten  einer 
oder  mehrerer  Reihen  auf  das  Verhalten  einer  neu  zu  bildenden 
Reihe  zu  schließen: 


1.  = % + % + * * * "h  konvergieren  oder  diver- 
gieren zu  gleich&r  Zeit  die  Reihen  und 


Ist  ^u^  divergent,  so  kmv&t'giert  für  jedes  a > 0 die 
Reihe  Vgl.  Abel,  J.  f Math.  3,  81  (1828),  (Eu/vres^, 

198;  Dini,  Ann.  Univ.  Tose.  9,  49  (1867), 

2.  Sind  a^,  . positive,  mit  wachsendem  n nicht  zu- 


nehmende Größen  und  lim  = 0 und  bleibt  ^b„  für  jedes  t 

n — ao  1 

unter  einer  endlichen  Schranke,  so  konvergierf  die  Reihe  ^aj>  . 


3.  Ist  ^^solut  konvergent  und  bleibt 


2 k 


für  jedes 
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t unter  einer  endlichen  Schranke,  so  ist  die  JRcihe  ^a^b^  ab- 
solut konvergent. 

4.  Ist  ^bj^  konvergent  rmd  — a„)  absolut  kon- 

vergent, so  konvergiert  die  Beihe  ^ aj)^  (Dedekind  in 
Dirichlets  Yorl.  üb.  Zahlenth.,  4.  Aufl.,  376,  Hadamard, 

Acta  math.  27,  178  (1903)). 

Die  Beweise  der  letzten  Sätze  beruhen  auf  der  von  Abel, 

J.  f.  Math.  1,  314  (1826)  angegebenen  partiellen  Summation: 

t 

1 1 

Über  das  Rechnen  mit  Reihen  gelten  folgende  Sätze: 

1.  Sind  die  Reihen  ^u^^  und  gegeben,  so  heißt 

^(u^+vj  die  Summe  und  H ^ 

das  Produkt  der  beiden  Reihen. 

2.  Die  Summe  von  mei  konvergenten  Reihen  ist  eine  kon- 
vergente Reihe,  deren  Wert  gleich  der  Summe  der  Werte  der 
gegebenen  Reihen  ist. 

3.  Bas  Produkt  von  mei  konvergenten  Reihen  konvergiert., 
sobald  eine  der  Reihen  absolut  konvergiert,  und  sein  Wert  ist 
gleich  dem  Produkt  der  Werte  der  beiden  gegebenen  Reihen 
(Mertens,  J.  f.  Math.  79,  182  (1875),  Jensen,  JSouv.  Corr. 
math.  (1879)  430). 

4.  Die  Summe  und  das  Produkt  von  ztvei  unbedingt  kon- 
vergenten Reihen  ist  unbedingt  konvergent  (Cauchy,  Cours 
d*analgse). 

Sind  beide  Reihen  bedingt  konvergent,  so  kann  die  Produkt- 
reihe divergieren,  stets  aber  existiert  ein  Grenzwert  für  das 

Verhältnis  und  er  ist  gleich  dem  Produkt  der 

Werte  der  beiden  gegebenen  Reihen  (Cesaro,  Rull.  d.  sc.  math. 

14,  114  (1890),  Borei,  Lee.  s.  l.  ser.  diverg.  88.  Weitere 
Literaturangaben  bei  Landau,  Rend.  Circ.  mat.  Palermo  24, 

81  (1907)). 

Eine  Reihe  heißt  semikonvergent,  wenn  die  Summen 
= % + % + * * * + 

bis  zu  einem  bestimmten  Wert  N von  n einer  gewissen  ander-  i 

weitig  definierten  Zahl  A immer  näher  kommen,  für  größere  n \ 

sich  aber  immer  weiter  von  A entfernen  und  schließlich  un- 
endlich groß  werden.  Diese  Reihen  sind  also  divergent,  aber 
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sie  verhalten  sich  bis  zum  Glied  wie  konvergente  Reihen 
und  sind  in  vielen  Fällen  zui-  numerischen  Berechnung  der 
Größe  Ä sehr  geeignet.  .Man  wird  auf  sie  geführt  bei  An- 
wendung der  Euler- Maclaurinschcn  Summenformel  (vgl. 
Differenzenrechnung),  bei  Ermittlung  von  bestimmten  Integralen 
(vgl.  Riemann-Weber,  JPart.  Differentidlgl.,  Braunschweig 
1900,  S.  58),  bei  Auflösung  von  linearen  Differentialglei- 
chungen (vgl.  Horn,  Gewöhnliche  Diffcrentialgl.^  Leipzig  1905, 
S.  188).  In  allen  diesen  Fällen  ist  A Funktion  einer  Ver- 
änderlichen ic;  dann  sind  die  Glieder  der  Reihe  ebenfalls  Funk- 
tionen von  X,  und  die  Anwendbarkeit  nimmt  mit  wachsendem  x 
zu,  d.  h.  die  Zahl  N der  zu  summierenden  Reihenglieder  ist 
von  X abhängig,  und  die  Differenz  A — kann  um  so  kleiner 
gemacht  werden,  je  größer  x ist.  Deshalb  dienen  die  semi- 
konvergenten Reihen  vor  allem  dazu,  um  die  Werte  einer  Funk- 
tion für  sehr  große  x zu  berechnen.  Die  Reihe  hat  dann  ge- 
wöhnlich die  Form  einer  nach  Potenzen  von  — fortschreitenden 

X 

Potenzreihe,  und  nach  Poincare  (Acta  math  8,  285  (1886)) 
bezeichnet  man  eine  divergente  Entwicklung  «o  4-  ^ -f-  • • * 

als  asymptotische  Darstellung  einer  Funktion  f(ir),  wenn  für 
jedes  n 

- (»0 + -^ + + • • • + 5)] = 0 

ist.  Vgl.  Borei,  Leg.  s.  l.  scries  divergentes  1901,  p.  26. 

Divergente  Beihen  wurden  von  fast  allen  Mathematikern 
des  18.  Jahrhunderts  unbedenklich  benutzt;  vor  allem  hat  Euler 
von  ihnen  ausgedehnten  Gebrauch  in  folgendem  Sinn  gemacht: 
Wenn  sich  eine  Funktion  F(oc)  auf  ii'gendeine  Weise  formal  in 
eine  Reihe  von  Funktionen 

F(x)  = 

n — X 

entwickeln  läßt,  und  die  Reihe  für  x = a divergiert,  so  wird 
der  Funktionswert  F{a)  als  Summe  der  divergenten  Reihe  an- 
gesehen. So  ist  z.  B. 

1 - 1 + 1 - 1 + ■••  =lim(l-®  + ®2 ) = = 4 • 

Diese  schon  von  Nik.  Bernoulli,  d’Alembert  u.  a.  be- 
kämpfte Auffassung  (vgl.  Pringsheim,  EnsyM.  1,  105)*  wurde 
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seit  Abel  und  Cauchy  vollständig  verlassen,  und  man*^ arbeitete 
bis  Ende  des  19.  Jahrhunderts  nicht  mehr  mit  divergenteni^l 
Reihen.  Erst  in  neuerer  Zeit  hat  man  mit  Erfolg  versucht,*-! 
sie  strenger  Behandlung  zugänglich  zu  machen.  Den  verschie-^ 
denen  dabei  vorgeschlagenen  Methoden  ist  als  leitender  Gesichts-  J 
punkt  gemeinsam,  daß  man  einer  divergenten  Reihe  einen  be-^ 
stimmten  Tconvergenten  Prozeß  zuordnet.  So  ersetzen  Laguerre^ 
Soc.  maih.  France  7,  72  (1878/79)  und  Stiel tj es  (Ann. 
fac.  sc.  Toulouse  8,  (1894)  und  9 (1896))  die  divergenten 
Reihen  durch  Kettenbrüche  und  bestimmte  Integrale,  Pade 
{Ann.  ec.  norm.  (3)  9,  (1892)  supplem.,  Acta  math.  18,  97  (1894), 
Ann.  ec.  norm.  (3>  19,  187  (1902))  ebenfalls  nach  dem  Vorgang 
von  Laguerre  durch  konvergente  Folgen  von  rationalen  Funk- 
tionen, die  als  Näherungsbrüche  von  Kettenbrüchen  aufgefaßt 
werden  können.  Von  größerer  Tragweite  sind  die  Methoden 
der  Büdmig  von  Mitteln.,  die  auf  einen  Satz  von  Frohen ius, 

J.  f.  Math.  89,  262  (1880)  zurückgehen:  Ist  «o  “f"  % 4"  * * * 

+ 


lim  ^ a^x^ 
* = i 0 


lim 
« = 00 


^0  -f"  ^1  -j-  • • • 

W -p  1 


sobald  der  Grenzwert  auf  der  rechten  Seite  existiert  und  x wach- 
send den  Grenzwert  1 erreicht.^)  Es  haben  dann  Cesaro,  Bull, 
sc.  math.  14,  114  (1890)  und  Hölder,  Math.  Am.  20,  535 
(1882)  Mittel  höherer  Ordnung  gebildet.  Cesaro  definiert 


S.®  = »0  + «1  + 


{*) 


«„(*■ 


und  bezeichnet  die  divergente  Beihe  ^a„  als  y-fach  unbestimmt 

mit.  der  Summe  N,  wenn  der  Grenzwert  lim  ^ = S für  Jc  — y 

existiert,  für  Jc<iy  aber  nicht.  Hölder  bildet  die  Mittel 

(1)  ^0  ~i „ (i)  ^ 

• n-f-l  n-\-l 


und  der  divergenten  Reihe  ^a^  wird  als  Summe  der  Grenz- 
wert lim  = 8 für  das  kleinste  h = y zugeordnet.  Für  die 

Grenzwerte  von  Cesaro  und  Hölder  gilt  der  Satz  (Knopp, 
Biss.  Berlin  (1907),  Schnee,  Math.  Ann.  67,  110  (1909)),  daß 


1)  Dieser  Satz  ist  eine  Verallgemeinerung  des  Stetigkeitsscttzes 
von  Abel  (s.  u.  S.  484). 
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die  Existenz  des  einen  zugleich  die  des  anderen  mit  demselben 
Jc  — y nach  sich  zieht  und  dann  beide  denselben  Wert  >9  haben. 
Wichtige  Anwendungen  dieser  Mittelwerte  (bis  zur  2.  Ordnung) 
auf  die  Theorie  der  Fourier  sehen  und  Laplaceschen  Beihen 
hat  Fejer,  Math.  Ann.  68,  51  (1904)  und  ebda.  67,  76  (1909) 
gemacht. 

Auch  die  Theorie  von  Bprel  (zusammenfassende  Dar- 
Stellung  in  Legons  s.  l.  series  divergentes^  Paris  1901)  beruht 
auf  der  Methode  der  Mittelwerte.  B o r e 1 nennt  eine  Reihe 

% + + ^2  • • • summierhar  und  S ihre  Summe,  wenn  der 

00 

Grenzwert  S = lim  e~  ^ s„  - -r  existiert.  Er  läßt  sich  dann 

<-0®  n = 0 


durch  das  bestimmte  Integral  8 — J e~*u{ß)dt  ausdrücken,  wo- 

0 

00 

bei  u{t)  = die  zur  Reihe  assoziierte  ganze  FunJe- 

0 

tion  ist.  Notwendige  Voraussetzung  zur  Summierharkeit  dieser 
Reihe  ist  also  die  Konvergenz  von  u{t)  für  jedes  endliche  t. 
Borei  definiert  weiter  den  Begriff  der  absolut  summierbaren 
Reihen  und  zeigt,  daß  sie  in  bezug  auf  Vertauschharkeit  der 
Glieder,  Addition,  Multiplikation  genau  die  Eigenschaften  der 
absolut  konvergenten  Reihen  besitzen.  Vgl.  jedoch  hierzu  Hardy, 
Quart.  Jomn.  36,  22  (1903). 


§ 3.  Beihen  von  Funktionen. 

Sind  die  Glieder  einer  unendlichen  Reihe  Funktionen  einer 
reellen  Veränderlichen: 

(1)  . fl(»)  + fi(x)  + fs(x)  + • • • 

und  ist 

(2)  s,(»)  = H-  f^{x)  H , 

so  heißt  die  Reihe  honvergent  in  einem  Bereich  a -^x  '^b,  wenn 
für  jedes  x dieses  Bereiches  eine  Zahl  N gefunden  werden  kann, 
so  daß  zu  jedem  beliebigen  positiven  s für  jedes  w > JV  und 
jede  natürliche  Zahl  p: 

I Sn+p{(c)  I < £. 

Der  Wert  von  N hängt  von  der  Größe  £ ab  und  wird  im 
allgemeinen  in  verschiedenen  Punkten  x des  Bereiches  verschie- 
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den  sein.  Wenn  aber  ein  endlicher  von  x miahhängiger  Wert 
der  Zahl  N gefunden  werden  kann,  so  heißt  die  Reihe  gleichmäßig 
konvergent  in  dem  Bereich  a^x-^b.  Stokes,  Cambr.  Trans.  8, 
533  (18  17),  Seidel,  Münch.  Abh.  H.  Kl.  7,  381  (1848).  (Ost- 
walds Klassiker  Nr.  116.) 

Gleichmäßige  und  absolute  Konvergenz  sind  nicht  immer 
miteinander  verbunden,  man  kann  aber  durch  geeignete  Zu- 
sammenfassung der  Glieder  eine  gleichmäßig  konvergierende 
Reihe  auch  absolut  konvergent  machen  (Borei,  Acta  math.  24, 
355).  Es  gilt  ferner  der  Satz: 

Eine  Beihe  von  Funktionen  konvergiert  absolut  und  gleich- 
mäßig, wenn  die  aus  den  oberen  Grenzen  der  absoluten  Beträge 
der  Glieder  gebildete  Beihe  konvergiert  (Weierstraß,  Werke., 
2,  202). 

An  allen  Stellen  ap,  wo  die  Reihe  (l)  konvergiert,  definiert 
sie  eine  Funktion  JF(ic)  ==  lim  5,^(0?).  Zur  Stetigkeit  von  F^x) 

n = oo 

genügt  es  nicht,  daß  die  Funktionen  /i(a;),  ^2(0?),  ...  stetig 
sind.  Es  besteht  jedoch  der  Satz; 

Wenn  eine  Bnhe  von  stetigen  Funktionen  in  einem  Bereich 
a^x^b  gleichmäßig  konvergiert.,  so  ist  die  Summe  der  Beihe 
in  diesem  Bereich  eine  stetige  Funktion. 

Es  ist  aber  die  gleichmäßige  Konvergenz  nicht  notwendige 
Bedingung  für  die  Stetigkeit  der  Reihensumme.  Die  notwendige 
und  hinreichende  Bedingung  dafür  wurde  von  Arzela  gegeben 
(Mem.  Acc.  Bologna  (5)  8,  131  (1900);  Acc.  Bologna  7, 

(1903)).  Vgl.  Borei,  Leqons  s.  l.  fonctions  de  var.  reelles 
(1905),  41. 

Ihre  wichtigste  Anwendung  finden  die  hier  vorliegenden 
Reihen  in  der  sogenannten  Darstellung  willkürlicher  Funktionen^ 
d.  h.  in  dem  Problem,  eine  gegebene  Funktion  durch  eine  Reihe 
darzustellen,  die  nach  Funktionen  von  vqrgeschriebener  Natur 
fortschreiten.  Dabei  kommen  hauptsächlich  in  Betracht:  1.  Ent- 
wicklungen nach  ganzen  rationalen  Funktionen  (Polynomen),  insbe- 
sondere Potenzreihen,  2.  Entwicklungen  nach  oszillierenden  Funk- 
tionen, insbesondere  Fourier  sehe  (trigonometrische)  Bdhcn. 
Diese  letzteren  werden  in  Kap.  XXII  behandelt. 

Die  Entwicklungen  nach  Polynomen  beruhen  auf  dem  Satz 
yonW eiQr^iT2i^{Bcrl. Sitzungsber.  (1885),  633,789;  Werket.,  l); 

Ist  eine  Funktion  f{x)  in  einem  Intervall  (a,  5)  mit  Ein- 
schluß der  Grenzen  stetig  und  s eine  beliebige  positive  ZaM, 
so  kann  man  eine  ganze  rationale  Funktion.  P{x)  derart  be- 
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stimmen,  daß  in  dem  ganzen  Intervall 

\f{x)-P{x)\<, 

ist. 

Vgl.  hierzu  Borei,  Lee.  s.  l.  fonctions  de  variables  rMes, 
Paris  1905,  50,  woselbst  zahlreiche  Literaturangaben,  Landau, 
Bend.  Clrc.  mat.  Palermo  25,  337  (1908),  Lebesgue,  ebenda  26, 
325  (1908);  Fejer,  Math.  Ami.  67,  97  (1909). 

Wählt  man  für  s der  Reihe  nach  die  Glieder  ^3  . • . 

einer  konvergenten  Reihe  und  ist  P„{x)  ein  dem  Wert  £„  ent- 
sprechendes Polynom,  so  ist 

Pl  + - Pl)  +(P^-P,)+---  + (Pn  - Pn-i)  + ■■■ 

eine  Darstellung  von  f(^x)  durch  eine  Reihe  von  Polynomen. 
Diese  Reihe  konvergiert  absolut  und  gleichmäßig  in  dem  ganzen 
Intervall  (a,  b). 

In  enger  Beziehung  mit  dieser  Darstellung  steht  das  Problem 
der  Interpolation  durch  ganze  rationale  Funktionen;  dabei  ist 
aber  bemerkenswert,  daß  die  Interpolationsformel  von  Lagrange 
(vgl.  Algebra  § 4,  Differenzenrechnung  § 2)  bei  Vermehrung  der 
Argumente  nicht  unter  allen  Umständen  eine  immer  stärkere 
Annäherung  an  die  darzustellende  Funktion  liefert  (vgl.  Runge, 
Ztschr.  f.  Math.  u.  Phys.  46,  229  (1901),  Borei,  Legons  s.  l. 
fonctions  de  var.  reelles,  p.  74). 

Tschebyscheff  stellte  sich  die  Aufgabe,  eine  beliebig 
gegebene  Funktion  f{x)  durch  ein  Polynom  Grades  P„(ic) 
in  einem  Intervall  so  darzustellen,  daß  das  Maximum  von 
I /*(aj)  — Pn(^)  I iii  dem  Intervall  möglichst  klein  wird.  Über 
seine  Arbeiten  und  die  anschließende  Literatur  vgl.  den  Bericht 
von  Bul*khardt,  Entwicklimgen  nach  oszillierenden  Funktionen, 
Leipzig  1908,  S.  823 — 865;  Liebmann,  Math,  Ver.  18,  433 
(1909). 

Die  wichtigsten  polynomischen  Entwicklungen  sind  die 
Potenzreihen,  d.  h.  die  Reihen  von  der  Form 

Co  + Cjic  + 4-  Cs®®  “i • 

Eine  erschöpfende  Behandlung  erfordert  die  Heranziehung 
l^omplexer  Werte  für  die  Veränderliche  x.  und  ist  Sache  der 
iWktionentheorie.  Hier  sollen  nur  die  folgenden  Sätze  er- 
wähnt werden: 

Eine  Potenzreihe  konvergiert  absolut  für  aUe  Werte  von  x, 
deren  absoluter  Betrag  Meiner  ist  als  eim  bestimmte  positive 

Bepertorinm.  I.  S.  Aufl.  28 
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Zahl  r,  sie  divergiert  für  alle  x,  deren  absoluter  Betrag  größer' 
ist  als  r. 

Bei  geometrischer  Darstellung  der  komplexen  Zahlen  liegen 
alle  Punkte  x,  für  die  die  Reihe  absolut  konvergiert,  innerhalb 
eines  Kreises  um  den  Nullpunkt  mit  dem  Radius  r.  Dieser 
Kreis  heißt  KonvergemJcreis^  r der  Konvergenzradius  der  Potenz- 
reihe. 

Die  Größe  des  Konvergenzradius  wird  durch  den  Satz  von 
Cauchy  {Analyse  älgehr.  1821,  S.  286)  bestimmt: 

Der  reziproke  Wert  von  r ist  gleich  dem  oberen  Grenzwert 

der  ZahlenY\~c^\  = o, i, 2,...). 

Ist  dieser  Grenzwert  0,  so  ist  r = c» , die  Reihe  konver- 
giert für  jeden  endlichen  Wert  von  a;;  ist  der  Grenzwert  oo, 
so  ist  r — 0,  die  Reihe  divergiert  für  jeden  von  Null  ver- 
schiedenen Wert  von  x. 

In  jedem  Bereich,  welcher  vollständig  innerhalb  des  Kon- 
vergenzkreises liegt,  also  für  | a;  | ^ ^ < r konvergiert  die  Potenz- 
reihe gleichmäßig  und  stellt  daher  dort  eine  stetige  Funktion  von 
X dar. 

00  00 

Konvergiert  die  Beihe  'Sa^x^  für  | a?  | < 1 imd  ist 

0 0 

konvergent,  so  ist  lim  'Sa^x'^=  Abel  scher  Stetigkeitssatz, 

»=1 

J.  f.  Math.  1,  329  (1826). 

Wenn  zwei  Potenzreihen  für  alle  Werte  von  x i/n  der  Nach- 
barschaft von  X = 0 dieselbe  Summe  haben,  so  sind  die  Beihen 
identisch,  d.  h.  es  müssen  die  Koeffizienten  gleicher  Potenzen  in 
beiden  Beihen  übereinstimmen.  Dieser  Satz  (Descartes  1637) 
spielt  als  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten  in  älteren  Ar- 
beiten eine  große  Rolle.  Er  beruht  auf  der  Stetigkeit  einer 
konvergenten  Potenzreihe. 

Die  Entwicklung  einer  gegebenen  Funktion  in  eine  Potenz- 
reihe findet  man,  falls  sie  möglich  ist,  mit  Hilfe  des  Taylor- 
schen  Satzes,  vgl.  Differentidlrechnwng  § 6. 

Als  wichtigste  Beispiele  von  Potenzreihen  seien  hervor- 
gehoben: 

1.  Binomische  Beihe. 

(1  + .)■-  1 + ..  + . ■ . 
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Wenn  n eine  ganze  positive  Zahl  ist,  bricht  die  Reihe  ab 
(Michael  Stifel  1544);  für  jedes  andere  n ist  die  Reihe 
unendlich  (Newton  1676)  und  konvergiert  absolut,  sobald  | a?  | <[  1 
ist.  Wenn  | a?  | = 1 ist^  konvergiert  die  Reihe  nur  für  positive 
n absolut,  für  negative  — 1 divergiert  sie  und  für  — 1 < w < 0 
ist  sie  bedingt  konvergent.,  mit  Ausnahme  von  x = — 1. 

Den  ersten  strengen  Beweis  des  binomischen  Satzes  hat 
für  reelle  x und  n erst  Euler,  Petrop.  Comment.  19,  103  (1775), 
für  komplexe  Werte  von  x Cauchy,  Ä^ialyse  algebr.  1821, 
gegeben,  die  abschließende,  auch  für  die  allgemeine  Theorie  der 
Reihen  grundlegende  Untersuchung  aber,  in  der  auch  komplexe 
Werte  von  n herangezogen  werden  und  der  Grenzfall  | a;  | = 1 
vollständig  erledigt  wird,  bildet  den  Gegenstand  der  klassischen 
Abhandlung  von  Abel,  J.  f,  Math.  1,  311  (1826)  {OstwaMs 
Klassiker  Nr.  71). 

Wichtige  Spezialfälle  der  binomischen  Reihe: 


]/l  + + + " 


1.3 


13.5 


11. 3-5 
24.6.8 

1 -3.6.7 


2.  Die  Exponentialreihen: 


2^'^2.4^^  2 4.6^^"^  2-4. 6- 8 


-|- 


X^-\-- 


fy»  />*  2 /w»8 

1 4-^  _i_  4.  . 

~ 1!  ' 2!  ' 3!  ~ 


1 ■+ 


a:  ln  a a;*(lna)^ 


1! 


Darin  bedeutet 


4.  J_  _| — L 4 
' 1!  ~ 2!  ' 


= 2,71828  18284  59045  23536  02874  71353  . . . 

die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen.  Die  Reihen  konvergieren 
für  jedes  endliche  x.  Die  Reihe  für  e®  wurde  von  Newton 
{Opuscula  1,  20)  durch  Umkehrung  der  logarithmischen  Reihe 
gefunden. 

28* 
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3.  Die  logarithmisclien  Beihen. 


konvergiert  für  | aJ  | ^ 1 mit  Ausnahme  von  x = — 1.  Diese 
Reihe  wurde  als  erstes  Beispiel  einer  Potenzreihe  (gleichzeitig 

mit  der  geometrischen  Reihe  für  — ^ von  Mercator  1668 

gefunden.  Bei  a?  ==  1 hat  man  die  bedingt  konvergente  Reihe 
für  ln  2. 


2 


1 +a5 


a-  = ® + T'  + T + 


konvergiert  für  ^ 1 mit  Ausnahme  von  x — 1.  Daraus 

für  X — ^ 


2;?+  1 

ln(0+l)  = ln^+2[^  + 


2^4-1  ' 3(20  4-1) 

4.  Die  goniometrischen  Beihen. 


t + 


5(20  4-1)* 


+ •••] 


cosa? 


sm  X 


4.  

^ 4! 


2! 

4. 

3!  5! 


konvergieren  für  jedes  endliche  x.  Sie  sind  bereits  von  Newton 
(Opuscula  1,  24)  aufgestellt  worden,  Euler  {Introd.  in  mcU. 
infinit  (1748)  104)  benutzt  zu  ihrer  Ableitung  den  Satz  von 
Moivre  {Mise,  analyt  1730): 

(cos  a;  4“  ^ sin  xf  = cos  wa?  -f-  i sin  wa? 

und  findet  zugleich  den  Zusammenhang  der  goniometrischen 
Funktionen  mit  der  Exponentialfunktion: 

c*®  = cosaj  4-  ^ sinic. 

5.  Die  folgenden  Reihen  sind  mit  den  B ernoullischen 
und  Euler  sehen  Zahlen  gebildet.  Näheres  über  diese  siehe 
Kapitel  XXII. 

Die  Bernoullischen  Zahlen-. 


Bq  — 1.,  B^- 


B^ — Bj^  — B^  — 


16 


i. 

2 ’ 

30’  ^6  42 

3617 
610  ’ 


• = 0 


ü ü ^ T>  T>  _ 

» AOi  -^8  30»  ^10  AA»  ^18 


-^18  =-  798  » ^20 


66’ 
174611 


691 

2780’ 


330  ’ ■ ' * 
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sind  durch  die  symbolische  Gleichung 

(B  4-  1)”  - = w 

definiert.  Ihre  erzeugende  Funktion  ist 

^ ^ kl  ^ 

k = 0 
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X 


konvergent  für  \x  \ <C  27t. 


(2*)! 


konvergiert  für  | a;  | < 7t 


i = 0 


* = o 


' (2*;)!  ^ 


^-  = 0 


sii 


“ X ’ *(2*)! 


i = l 


1*«— 

i = l 


.2* 


I ^ ^ 

*I<T 


a; ! < 7t 


a;  I < 7t 


a;|<' 


Ä = i 

Die  Euler  sehen  Zahlen: 


iJo-l,  JK2  = -1,  E^^h,  1^6  = -61,  ^8=1385, 

^10  ==  — Ö0521,  E^^  = 2702766,  , . . 

= ^3  =*  ^5  = • • • = 0 

sind  durch  die  symbolische  Gleichung 

(i;  + 1)”  4-  (-E  — 1)”  ==  0 
definiert.  Ihre  erzeugende  Funktion  ist 


n = l,2,3,... 
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ga?_j_g-x  Je] 

t = 0 


^ (2/fc)! 
;t=o 


-'2  k ^2k 


X* 


oder,  wenn  xi  an  Stelle  von  x gesetzt  wird: 

00 

\k  ^2k  ^2k 


— = y (-  1)' 

cosic  ^ 


k = 0 


(2fc)! 


6.  Die  gyMometrisclien  Reihen. 


, 1 x^  , i Sx^  , 
arcsin*  = *4-^y+^-g-  + 


I ^ * 

.r|  <y 


konvergiert  für  | | < 1 ^md  gibt  für  reelle  x den  zwischen 

— ~ und  -["'J  liegenden  HaupUvert  der  arcsin-Funktion.  " 


X-  'JO-  u;  . 

arctgx  = 0?—  y-f-y—  Y + - 


konvergiert  für  | ic  | ^ 1?  ausgenommen  ==  ± i,  und  gibt  für 

7t  7t 

reelle  x den  zwischen  — — und  y liegenden  Hauptwert  der 

arctg-Funktion.  Die  Reihe  wurde  1671  von  Gregory  gefunden. 
Für  X — 1 gibt  sie  die  bedingt  konvergente,  zur  numerischen 
Berechnung  von  % nicht  geeignete  Entwicklung 


Dagegen  liefern  die  aus  dem  Additionstheorem 


arctg  u -f  arctg  v — arctg 


u-\-  V 

1 — uv 


folgenden  Relationen^ 

y = 2 arctg  -i-  -|-  arctg  y 

= 4 arctg - arctg  2^9 

sehr  schnell  konvergierende  Entwicklungen  für  n.  Die  erste  ist 
von  Vega,  die  zweite  von  Machin  1706  angegeben  worden; 
mit  ihr  hat  Shanks,  Proc.  Roy.  Soc.  22,  45  (1873)  (vgl.  Ztsekr.  f. 
math.  Unt  26,  263  (1895))  die  Zahl  7t  bis  auf  707  Stellen  be- 
rechnet. Es  ist 

TT  = 3,14159  26535  89793  23846  26433  83279  5C.... 
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§ 4.  Mehrfache  Ileihen. 

Eine  Doppelreihe  entsteht  durch  Summation  einer  nach 
irgendeiner  Vorschrift  zu  bildenden  Folge  von  doppelt  unendlich 
vielen  Zahlen  ^ g’  3’ ' ‘ ) . Ist 

m n 

n ~ 2 V » 

,u  = l v = l ' 


SO  heißt  die  Doppelreihe  konvergent  und  die  endliche  Zahl  S 
ihre  Summe^  wenn  stets 


m = 00 


w = 00 

ist,  wie  auch  immer  m und  n unabhängig  voneinander  ins  Un- 
endliche wachsen  (vgl.  S.  34).  Man  schreibt  dann^) 


00  00 

^=1  v=l  ‘ 

Existiert  aber  kein  bestimmter  Grenzwert  der  ^ oder 
ist  lim  = db  ^ j so  heißt  die  Doppelreihe  divergent 

Aus  den  Gliedern  der  Doppelreihe  kann  man  durch  Heraus- 
hebung von  einfach  unendlichen  Folgen  beliebig  viele  einfache 
Reihen  (Partialreihen)  bilden.  Zu  diesen  gehören  die  Zeilen- 

00  00 

reihen  (mit  festem  g)  und  die  Spaltenreihen  (mit 

V = 1 ‘ jLl  = l ' 

festem  v).  Mit  der  Konvergenz  der  Doppelreihe  ist  nicht  durch- 
aus diejenige  aller  Zeilen-  oder  Spaltenreihen  verbunden  (Stolz, 
Math,  Ann.  24,  157  (1884)),  nur  für  Doppelreihen  mit  positiven 
Gliedern  muß  das  der  Fall  sein,  und  wenn  eine  Doppelreihe 
sowie  ihre  sämtlichen  Zeilen-  und  Spaltenreihen  konvergieren, 
so  ist 

/t  r (X  \ V / V \ /.t  / 


1)  Diese  Schreibweise  soll  nicht  bedeuten,  daß  zuerst  nach  v 
und  dann  nach  g zu  summieren  ist.  Soll  dies  der  Fall  sein,  so 


schreibt  man 


00/00  \ 

u=l\r=l  / 


Dies  ist  in  Wirklichkeit  keine  Doppel- 


reihe, sondern  eine  einfache  Reihe,  gebildet  mit  den  Summen  der 
(als  konvergent  vorauszusetzenden)  Reihen 


440 


Kapitel  VI.  Eeihen,  Produkte,  Kettenbrüche. 


Man  kann  auf  beliebig  viele  Arten  die  Glieder  einer  Doppel- 
reihe so  an  ordnen  oder  in  Gruppen  zusammenfassen,  daß  eine 
einfache  Reihe  entsteht.  Diese  einfachen  Reihen  brauchen  bei 
Konvergenz  der  Doppelreihe  nicht  sämtlich  zu  konvergieren. 
Besonders  übersichtlich  sind  die  mittels  ^^BecMechanordmmsf'^  her- 
vorgehenden einfachen  Reihen  gebildet.  Vgl.  London,  Math. 
Änn.  53,  360  (1900),  wo  der  Satz  bewiesen  wird:  Zur  Kon- 
vergenz  einer  Doppelreihe  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 
sämtliche  aus  ihr  mittels  Rechtechanordnung  hervorgehenden 
einfachen  Reihen  konvergieren. 

Ist  eine  Doppelreihe  mit  positiven  Gliedern  konvergent,  so 
konvergiert  zur  gleichen  Summe  die  nach  Diagonalen  geordnete 

einfache  Reihe  ^(u^^  ;i  + ^2,  A-i  + * * * i)- 

Eine  Doppelreihe  heißt  absolut  konvergent.,  wenn  die  aus 
den  absoluten  Werten  ihrer  Glieder  gebildete  Doppelreihe  kon- 
vergiert. Eine  absolut  konvergente  Doppelreihe  ist  immer  auch 
unbedingt  konvergent,  d.  h.  sie  besitzt  bei  jeder  Anordnung  der 
Glieder  dieselbe  Summe.  Es  gilt  hiervon  auch  die  Umkehrung 
(Pringsheim,  Münch.  Bcr,  27,  135  (1897)). 

Wenn  die  Doppelreihe  absolut  konvergiert,  so  sind  sämt- 
liche einfachen  Reihen,  in  die  man  sie  überführen  kann,  kon- 
vergent und  umgekehrt  (London,  Math.  Änn.  53,  360  (1900)). 

Wie  bei  den  einfach  unendlichen  Reihen  kann  man  durch 
das  Prinzip  der  Reihenvergleichung  Konvergenzkriterien  für  Doppel- 
reihen aufstellen.  Sehr  allgemeiner  Natur  sind  die  von  Prings- 
heim, Münch.  Der.  27,  144  (1897),  ebda.  38,  41  (1908),  ge- 
gebenen Kriterien  für  Doppelreihen  mit  positiven  Gliedern. 

Es  seien  — > 0 bezw.  >►  0 die  allgemeinen  Glieder  einer 

^fJl  V V 

konvergenten  bezw.  divergenten  Doppelreihe.  Es  ist  dann  die 
Doppelreihe  ^^u^^ 

H r 


konvergent.,  wenn  lim  c^^u^^  < oo  , 

|U  + V =00 


divergent.,  wenn  lim  >•  0 

^ 4-  r = 00 

ist.  Man  kann  die  und  d^^  aus  den  Gliedern  von  einfach 
unendlichen  Reihen  gewinnen.  Sei  z.  B.  — das  allgemeine  Glied 

einer  konvergenten  einfach  unendlichen  Reihe,  so  kann  c^^ 
= • c^,  genommen  werden.  Für  (O  < a < l)  fol^: 
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Die  Doppelreihe  S Su  ^ ist  konvergent  oder  divergent^  je 

i ^ 

nachdem  lim  ^ 1 ist. 

fl  + y = oo- 

Die  Definition  der  Doppelreihen,  die  Begriffe  der  einfachen 
und  absoluten  Konvergenz  und  die  Konvergenzkriterien  lassen 
sich  unmittelbar  auf  mehrfache  Beihen  ausdehnen.  Eine  p-fach 
unendliche  Beihe  hat  allgemein  die  Form 

eo  00  00 

^ ^ 

/“i  = 1 /“a  = 1 = ^ 

und  ist  konvergent  mit  der  Summe  ä,  wenn  die  Summen 

«*21  • • ■ • • • f*!,) 

sämtlich  denselben  endlichen  Grenzwert  S besitzen,  wie  auch 
immer  die  . . . m^  unabhängig  voneinander  ins  Unendliche 
wachsen. 

Diese  Definition  wird  nicht  wesentlich  modifiziert,  wenn 
die  Summationsbuchstaben  . . . /ap  alle  ganzzahligen  Werte 
von  — oo  bis  + oo  durchlaufen. 

Von  den  Konvergenzkriterien  sei  nur  die  Verallgemeinerung 
des  C au chy sehen  Integralkriteriums  (vgl.  S.  427)  erwähnt: 

Sei  f(x^y  • • • äl)  eine  immer  positive  Funktion  von  p 
Veränderlichen,  die  außerhalb  einer  geschlossenen  Fläche  8 des 
j?- dimensionalen  Raumes  mit  wachsenden  absoluten  Werten  der 
X beständig  bis  zu  Null  abnimmt,  so  konvergiert  oder  divergiert 
die  |)-fach  unendliche  Reihe  u,^\  je  nachdem 

das  ^ -fache  Integral  J'j*  ’ ' ’ J • • d/X^y  erstreckt 
über  den  ganzen  Raum  außerhalb  der  Fläche  Ä,  einen  Sinn 
hat  oder  nicht  (vgl.  Picard,  Traite  d^cmalyse  1,  267;  Riemann, 
Werke,  2.  Aufl.,  483). 

Führt  man  an  Stelle  der  Summationsbuchstaben  . ftp 

neue  Summationsbuchstaben  mit  Hilfe  von  linearen  Substitu- 
tionen ein,  so  erhält  man  sehr  allgemeine  ümformungssätze  für 
absolut  konvergente  mehrfache  Reihen,  die  besonders  für  die 
Theorie  der  höheren  Thetareihen  von  Wichtigkeit  sind  (vgl. 
Krazer,  Lehrbuch  der  Thetafunktionen  1903,  Kap.  II). 
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§ 5.  Unendliche  Produkte.  1 

Mit  einer  einfachen  Folge  von  unendlich  vielen  Zahlen  a 
«1,  Oj,  «8  . . . bildet  man  der  Reihe  nach  die  Produkte  ■ 

==  • • • ««  « = 1,2,3,....  I 

Wenn  diese  bei  wachsendem  n einem  endlichen  von  Null  ver-  9 
schiedenen  Grenzwert  P zustreben,  so  nennt  man  das  unendliche  fl 
Produkt  . . . konvergent  und  P seinen  Wert.  fl 

In  allen  anderen  Fällen,  also  wenn  limP^  null  oder  un-  1 
endlich  ist  oder  wenn  kein  bestimmter  Grenzwert  existiert,  heißt  9 
das  unendliche  Produkt  divergent.  fl 

Produkte  mit  lim  P^  = 0 als  divergent  zu  bezeichnen,  ist  % 
deswegen  nötig,  weil  sonst  ein  Produkt  verschwinden  könnte,  » 
ohne  daß  ein  Faktor  Null  ist.  ’ ■ 

Für  die  Konvergenz  eines  unendlichen  Produktes  ist  not- 
wendig  und  hinreichend,  daß  für  genügend  großes  n und  jedes  ^ 
i?  = 1,  2,  3 . . . dag  Produkt  (in  + A + 2 • > • ^n+p  Einheit 
beliebig  nahe  gebracht  werden  kann.  1 

Da  bei  einem  konvergenten  Produkt  notwendig  lim  =1  J 
sein  muß,  schreibt  man  zweckmäßig  — it^  («  = 1,2,3...).  .'k 

00  ■vij 

Das  unendliche  Produkt  /Z(i  -f-  heißt  unbedingt  kon-  V 

1 , V'' 

vergent,  wenn  es  bei  jeder  Anordnung  seiner  Faktoren  denselben  ^ 

Wert  besitzt.  Dazu  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  j 

Reihe  + «^2  H“  % 4“  * ' * '^'i^edingt  konvergiert. 

Ein  konvergentes  Produkt,  bei  dem  von  einem  bestimmten  end- 
lichen n ab  alle  dasselbe  Vorzeichen  haben,  konvergiert  unbedingt. 

Ein  unbedingt  konvergentes  Produkt  konvergiert  auch  ah- 

00  -v' 

solut.,  d.  h.  bei  unbedingt  konvergentem  (14-  ist  auch  das  i 

00  1 ■: 

Produkt  JJ (1  + \u^\')  konvergent.  Umgekehrt  zieht  die  abso-  | 

1 ' . . . ■ ..I 

lute  Konvergenz  die  unbedingte  nach  sich.  f. 

Wenn  die  Reihe  u^ u^ ' nur  bedingt  konvergiert,  j 

so  kann  das  Produkt  ]J[ (14-  w j entweder  bedingt  konver-  | 
1 1 

gieren  oder  gegen  Null  divergieren,  je  nachdem  die  Reihe  1 

4“  «2^  + 4-  • * * konvergiert  oder  divergiert.  ^ 

Ein  konvergentes  Produkt  läßt  sich  in  eine  Reihe:  ^ j 

00 

U(l  4"  — 1 4-  ^<1  4-  A^2  “I"  A^3  4"  • • * , 


■ 


■i 
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* 

verwandeln,  worin  -f-  %)•  Hieraus  entspringt  bei  un- 

« — 1 

bedingter  Konvergenz  des  unendlichen  Produktes  die  ebenfalls 
unbedingt  konvergente  Reihe 


/7(1  +“«)=!  H . 

1 

wobei  die  Summen  über  sämtliche  Kombinationen  der  zu  je 
1,  2,  3 ...  zu  erstrecken  sind  (Eitler,  Introductio  Cap.  15  u.  16). 

Sind  die  Zahlen  . . . Funktionen  einer  Veränder- 

00 

liehen  aJ,  so  wird  durch  das  Produkt  /7(i  rjr  u^{x))  für  jeden 

1 

Wert  von  a?,  bei  dem  es  konvergiert,  eine  Funktion  /’(a?)  definiert. 
Das  Produkt  Ui)-  “I“  gleichmäßig  konvergent 

in  einem  gewissen  Bereich  der  Veränderlichen,  wenn  zu  jeder 
positiven  Zahl  e eine  bestimmte  von  x unabhängige  Zahl  N ge- 
funden werden  kann,  so  daß  für  jedes  n^N und  für  ==  1,  2,  3 . . . 


wird. 


^nJrP 


<B 


Sind  die  Funktionen  u^{x)  in  einem  Bereich  stetig  und 
konvergiert  daselbst  das  unendliche  Produktjfy(l  -f  w„(a;))  gleich- 
mäßig, so  stellt  es  eine  für  alle  Werte  x des  Bereichs  stetige 
Funktion  von  x dar. 


Bas  Produkt  my  •f  ^«(^))  konvergiert  gleichmäßig.,  sobald 
die  unendliche  Beihe  ^\un{x)  \ gleichmäßig  konvergiert.  Alsdann 
konvergiert  das  Produkt  auch  absolut. 

Die  unendlichen  Produkte  wurden  nach  vereinzeltem  Auf- 
treten bei  Vieta,  Wallis,  Dan.  Bernoulli  zuerst  von  Euler 
in  ausgedehntem  Maße  benutzt.  Er  fand  die  Produktontwick- 
lungen  der  trigonometrischen  Funktionen,  der  Gammafunktion 
u.  a.  In  diesem  Abschnitt  seien  nur  die  ersten  erwähnt: 


1 1 

die  für  jeden  Wert  von  x unbedingt  konvergieren.  Das  erste 
Produkt  liefert  für  x = 
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und 


f “ +ri)(^  +3^)(^  +6^) 


was  mit  dem  (bedingt  konvergenten)  Produkt  von  Wallis, 
AtUhm.  infin.  1656: 


2 13  3 5 

iibereinstimmt.  Aus  diesem  folgt 
n 

T 


welches  wieder  unbedingt  konvergiert,  so -daß  sich  auch 
ergibt. 

Allgemeine  Sätze  über  unendliche  Produkte  hat  erst 
Cauchy,  Analyse  (ügehr,  1821  mit  Hilfe  des  Übergangs  zu 
Logarithmen  aufgestellt.  Die  direkte  Behandlung  geht  auf  die 
Abhandlung  von  Weierstraß  über  die  Theorie  der  analytischen 
Fakultäten  J,  f.  Math  51,  1 (1856)  zurück.  Vgl.  Pringsheim, 
Math.  Ann,  33,  119  (1889)  und  die  ausführliche  Darstellung 
bei  Stolz-Gmeiner,  iivnl.  in  die  FunTctionentheorie  1905,  S.  400. 


§ 6.  Allgemeine  Kettenbrüohe. 
Ein  Ausdruck  von  der  Form 
»1 


b, 


heißt  ein  Kettenbruch.  Es  sind  verschiedene  einfachere  Schreib- 
weisen gebräuchlich;  wir  schreiben 


/ «j  , «2  5 • • • 
^1»  ^21  • • • 


Die  Größen  5,.  werden  die  Teügähler  und  Teünenner, 
gemeinsam  auch  die  Elemente^  ^ die  ParticUbrüche  des  Ketten- 
bruchs genannt. 


§ 6.  Allgemeine  Kettenbrüclie. 
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Schließt  man  mit  dem  Teilnenner  \_i  ab,  so  heißt  der 
so  erhaltene  endliche  Bruch  der  Näherimgshmch  und  wird 

mit  — bezeichnet. 

Zähler  wtd  Nermer  der  Naherimgshrüche  genügen  den  fol- 
genden rehmrenten  Beziehtmgen  (Wallis,  Ärith.  infin,  1656): 


nodt  den  Anfangswerten 

==  1 , J?o  ^ 

.4-  = öo5  -Bl  = 1. 

und  lassen  sich  durch  Determinanten  (Konti- 

nwmten)  ausdrücken  (vgl.  S.  69). 

Die  Differenz  von  zwei  aufeinanderfolgenden  Näheru/ngs- 
hrüchen  ist 

B„  . B„_i  ^ ^ B„_^Bn  ’ 

und  es  läßt  sich  danach  jeder  Näherungsbruch  durch  eine  Beihe 


An  ^2  t ^8  ^8  I / 1 \n  ^1^8  • • • <^«-1 

Bn'~  B^ß^  B^B^"^  ^ B^^^Bn 


ausdrücken. 

Wenn  alle  a wnd  h positiv  sind,  so  sind  die  Differenzen 
zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Näherungshrüchen  abwechselnd 
positiv  u/nd  negativ  und  nehmen  ihrem  absoluten  Wert  nach  ab; 
die  Näherungsbrüche  mit  geradem  Index  bilden  eine  abnehmende, 
die  mit  umgeradem  Index  eine  zunehmende  Beihe,  und  ein  Näherungs- 
bruch liegt  immer  zwischen  den  zwei  vorhergehenden. 

Wenn  die  Reihe  der  Teilzähler  nnd  Teilnenner  nicht  ab- 
bricht, so  hat  man  einen  unendlichen  Kettenbruch,  und  wenn 

A 

für  w = oo  ein  Grenzwert  für  existiert,  so  nennt  man  den 

I -tin 

\ Kettenbruch  konvergent.  Es  besteht  dann  ein  System  von  un- 
j endlich  vielen  linearen  Gleichungen  von  der  Form 


% = 6i  + 


Es  folgt  aber  nicht  umgekehrt  aus  der  Existenz  eines 
solchen  Systems  von  Gleichungen,  daß  sich  x durch  den  Ketten- 
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bruch 


/ %,  «2,  . . .\ 


darstellen  lasse,  vielmehr  müssen  dazu 


die  Zahlen  noch  gewisse  Bedingungen  erfüllen,  z.  B. 

daß  die  i | unter  einer  von  li  unabhängigen  Schranke  bleiben 

und  lim  — = 0 ist.  Perron,  Münch.  Ber.  B7,  495  (1907). 

Ein  unendlicher  Kettenbruch  läßt  sich  in  die  unendliche  Reihe 


X ?= 


% I ^1  0^8 

J5g  Bg  Bg  B4 


verwandeln  (Euler,  Introductio  Cap.  18)  und  konvergiert  oder 
divergiert  gleichzeitig  mit  dieser  Reihe. 

Es  gibt  konvergente  Kettenbrüche,  die  durch  Weglassung 
einer  endlichen  Anzahl  von  Anfangselementen  divergent  werden; 
sie  heißen  nach  Pringsheim,  Münch.  Ber.  28,  299  (1898) 
bedingt  Izonvergent  Bleibt  die  Konvergenz  bei  solchen  Weg- 
lassungen erhalten,  so  heißt  der  Kettenbruch  unbedingt  Izonvergent. 
Pringsheim  hat  für  Kettenbrüche  mit  ganz  beliebigen  (auch 
komplexen)  Elementen  das  folgende  hinreichende  Konvergenz- 
kriterium  aufgestellt: 


(^1 5 ^2  1 ^3  * ’ * \ 

] ist  unbedingt  konvergent, 

bl’,  02,  bg  . . ./ 

Kenn  Ib^  i > 1 yind  i 5^  | ^ | i ^ ^ > 1- 

Nur  wenn  für  jedes  Ä;  > 1 | b;j,  | = | ö;,.  I 1 ist,  wird  dieses 
Kriterium  etwas  modifiziert  (vgl.  Pringsheim,  Münch.  Ber.  35, 
364  (1905)). 

Sind  alle  Elemente  so  ist  zur  Konvergenz  Ketten- 

bruchä  notwendig  und  hinreichend.^  daß  wenigstens  ^ine  der  Reihen 


«2  «4 


• • ^ik-l 

. . . a^f. 


und 


1 


b2i;  + i 

«8  . . . CL^k-l 


divergiert.  Sind  aber  beide  Reihen  konvergent,  so  oszUliert  der 
Kettenbruch  zwischen  zwei  endlichen  Grenzen.  Seidel,  Unters, 
über  die  Konvergenz  und  Divergenz  der  K.,  München  1846; 
Stern,  /,  f.  Math.  37,  269  (1848). 

Einfacher  anzuwenden  sind  folgende  Kriterien,  die  aber  nur 
hinreichende,  nicht  notwendige  Bedingungen  für  die  Konvergenz 
geben: 

Ein  Kettenbruch  mit  nur  positiven  Elementen  konvergiert., 


wenn 


die  Reihe 


bkbk-¥i 


oder  auch  schon 


bkbk^-x 


di- 


§ 6.  Allgemeine  Kettenbrüche. 
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V er  giert.  Ebenso  konvergiert  ein  derartiger  Kettenbruch,  wenn  von 
einem  bestimmten  n ab  ^ ist  und  die  Reihe 

\ \ \ ' 

divergiert. 

Direkte  Konvergenzkriterien  für  Kettenbrüche  mit  positiven 
Elementen  ohne  Vermittlung  von  Reihen  hat  Perron,  Münch. 
Ber.  35,  315  (1905)  gegeben. 

Jeder  Kettenbruch  mit  gamzahligen  Elementen^  bei  dem 
0 < < bj  ist,  konvergiert.  Sein  Wert  ist  immer  irrational 

und  liegt  zwischen  b^  und  b^ 1 (Legendre,  Elements  de 
G4ometrie\  Stern,  J.  f.  Math.  11,  38  (1834). 

Ber  Kettenbruch 


konvergiert,  wenn  von  einem  bestimmten  n ab  stets  b^'>^  ist 
Die  Hauptformel  zur  Verwandlung  einer  Reihe  in  einen 
Kettenbruch  ist  von  Euler,  Introd.  Gap.  18,  § 368  aufgestellt 
worden : 


2'(- 

V=1 


Cg,  C1C3,  C2C4,  . . . 


wobei  Reihe  und  Kettenbruch  gleichzeitig  konvergieren.  Sie 
führt  zu  Kettenbruchentwicklungen  für  die  wichtigsten  transzen- 
denten Zahlen  und  Potenzreihen,  von  denen  die  folgenden  mit- 
geteilt seien: 


1,9,  25,  49,. 

^ “\1,  2,  2,  2,  2,. 

j_^/  1,  4,  9,  16,. 

*«2  \i,  1,  1,  1,  1,. 

1 _ /l,  2,  3,  4,  5,. 

-1  \i,  2,  3,  4,  5,. 

^/l,  -1,  1,  -1,  1 
V2,  3,  2,  5,  2 

(Minkowski 


(Brouncker  1659). 


Math.  Ann.  64,  118  (1901)) 
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e^^—l  ^ /**,  • • A 

® + l “ 1^2,  6,  10,  U,.../ 


Diebeiden  letzten  Entwicklungen,  die  bereits  Euler  gefunden 
aber  nicht  streng  bewiesen  hatte,  sind  in  völlig  einwandfreier 
Weise  unter  Nachweis  der  Konvergenz  von  Lambert,  Berl.Akad. 
1761,  S.  268  durch  ein  dem  Euklidischen  Algorithmus  nachge- 
bildetes Divisions verfahren  abgeleitet  worden  (vgl.  Pringsheim, 
Münch.  Bcr.  28,  331  (1898)).  Er  hat  mit  ihnen  die  Irratio- 
nalität von  e®  und  logic,  tga;  und  arctgic  für  jedes  rationale 
also  auch  von  der  Zahl  % bewiesen. 

Über  Kettenbruchentwicklungen  von  Funktionen  vgl.  Pa  de, 
Ann.  ec.  Norm.  (3)  9,  7 (1892),  ebda  (3)  16,  395  (1899), 
Stiel tj es,  Toulouse  Ann.  8 (1894),  9 (1895).  Über  die  Ent- 
wicklung des  Quotienten  von  zwei  Potenzreihen  ^ wofür  die  von 
Gauß  für  den  Quotienten  zweier  hypergeometrischer  Reihen  ge- 
fundene Entwicklung  ein  wichtiges  Beispiel  ist,  vgl.  Muir, 
Edinh.  Trcms.  27,  467  (1876). 

Ein  Kettenbruch  heißt  periodisch,  wenn  sich  seine  Partial- 
brüche von  einer  bestimmten  Stelle  an  in  derselben  Ordnung 
wiederholen,  rein  periodisch.,  wenn  die  Periode  beim  ersten  Ele- 
ment beginnt,  ffemischt  periodisch.,  wenn  ihr  Elemente  voran- 
gehen. 

Sobald  ein  periodischer  Kettenbruch  konvergiert,  ist  sein 
Grenzwert  Lösung  einer  quadratischen  Gleichung,  die  aus  den 
beiden  letzten  Näherungsbrüchen  bis  zum  Schluß  der  ersten 
Periode  zu  bilden  ist  (näheres  § 7). 

Sind  alle  Elemente  a;^,  reell  und  positiv.,  so  konvergieil; 
der  periodische  Kettenbruch. 

Als  einfachste  Beispiele  von  periodischen  Ketten brüchen 
seien  erwähnt: 


Bombelli,  Algebra  1572, 


Die  beiden  Lösungen  der  Gleichung  a?*  — bx  — a=»0  sind 


(Cataldi,  1613). 


§ 7.  Regelmäßige  Kettenbrüciie. 
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§ 7.  Begelmäßige  Bettenbrüclie. 


(^1 7 ^2  5 ^3  ^ ^ 

) läßt  sich  durch  deo 

Oq,  Oj,  &2.  Ö3,  . . ./ 

(Ci  ßj  } Cg  ßg  J Cg  Cg  ßg  J . . . \ 

I ersetzen  mit 

^0?  ^1^15  <^2^21 

beliebigen  Zahlen  Cj,  Cg,  Cg  . . . Durch  geeignete  Wahl  der  c^ 
kann  man  sämtlichen  Teilzählern  oder  Teilnennern  bestimmte 
Werte  vorschreiben,  insbesondere  kann  man  eiTeichen,  daß  alle 
TtUmhler  gleich  1 werden.  Man  erhält  dann  die  JSauptform: 


«o+iT+i- 


22  + 


in  abgekürzter  Schreibweise  (^q,  ^2?  • • •)•  hieiin  noch 

die  ö'oi.  22»  • • • positive  Zahlen^  so  hat  man  einen  regel- 

mäßigen  Kettenbruch.  Die  regelmäßigen  Kettenbrüche  bilden  die 
wichtigste  Gattung  der  Kettenbrüche.  Von  ihnen  ist  im  folgen- 
den ausschließlich  die  Rede. 

Jede  positive  und  — wenn  man  negative  Werte  für  zu- 
läßt — negative  reelle  Zahl  läßt  sich  durch  einen  regelmäßigen 
Kettenbruch  darstellen. 

Die  Kettenbruchentwicklung  einer  rationalen  Zahl  wird  mit 
Hilfe  des  Euklidischen  Algorithmus  zur  Aufsuchung  des  größten 
gemeinsamen  Teilers  gefunden.  Man  erhält  stets  einen  endlichen 
Kettenbruch. 

Für  eine  irrationale  Zahl  x findet  man  einen  unendlichen.^ 
stets  konvergenten  Kettenbruch  (^q,  g'j,  g'g, . . .)  mit  Hilfe  der 
Kette  von  Gleichungen: 

^ = 2o  + — 

= 2i  + ^ 


^2  = 22  + — 


wobei  die  g'o,  g'g,  • . • die  größten^)  in  x,  ajg,  . . . ent- 
haltenen ganzen  Zahlen  bedeuten.  Umgekehrt  hat  ein  unend- 
licher Kettenbruch  stets  einen  irrationalen  Wert. 


1)  Cber  Kettenbrüche  nach  nächsten  ganzen  Zahlen  vgl.  Hurwitz 
Acta  math.  12,  367,  (1889). 

Pascal,  Eepertoritiin.  I.  2.  Aufl. 


29 
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Die  Näherungshrüche  des  Kettenbruchs  sind 

= (^0'  ö'n  Q-v-l)  i'=l,2,3,... 

oder  durch  Gaußsche  Klammern  ausgedrückt  (Gauß,  Bisqu. 
arithm.  Art.  27,  jedoch  schon  bei  Euler,  Comm.  Acad,  Petrop.  7, 
(1734/35),  46): 

^ _ [gp.  gn  g8,---gv-i] 

Qv  [gn  g2,---gi/-i] 


Zur  Berechnung  der  Näherungsbrüche  dienen  die  Rekursions- 
formeln : 

+ l ~ ^r  + 1 “ 9.vQr  “i“  ^r-1* 

•^0  “ ^ > Qo  ~ 

~ ^1  ~ 1 • 


ÄUe  Näherungshrüche  sind  irreduzibel;  sie  sind  abwechselnd 
größer  und  Meiner  als  der  Wert  x des  Kettenbruchs  und  nähern 
sich  ihm  immer  mehr  in  der  Weise^  daß 


Q 


< 


1 

W 

h 


istj  ist  notwendig 


Jeder  Bruch  für  den  x — 

einer  der  Näherungsbrüche  in  der  KettenbruchentwicMung  von  x^ 
aber  nicht  jeder  Näherungsbruch  hat  diese  Eigenschaft,  jedoch 
von  zwei  aufeinanderfolgenden  Näherungsbrüchen  immer  minde- 
stens einer  (Vahlen,  J.  f.  Math.  115,  223  (1895)).  Es  läßt 
sich  aber  eine  besondere  Art  der  KettenbruchentwicMu/ng  angeben., 
bei  der  nur  diese  Näherimgsbrüche  auf  treten  (Minkowski,  Math. 
Ann.  54,  91  (1901)),  Dabei  sind  alle  Teilzähler  Ij 
Teilnenner  positive  ganze  Zahlen. 

Über  Nebennäherungsbrüche  eines  regelmäßigen  Kettenbruchs 
vgl.  -Serret,  Algebra  übers,  vou  Wertheim,  2.  Aufl.  1,  18. 

Es  ist 


^ «V_J,  • • • «2,  «1,  ?o) 

■^r-1 

• • • g2i  ^l)' 

Ein  endlicher  Kettenbruch,  bei  dem  die  von  den  Enden 
gleich  weit  abstehenden  Teünenner  einander  gleich  sind,  heißt 


§ 7.  Regelmäßige  Kettenbrüclie. 
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symmetrisch.  Er  kann  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  von 
Teilnennern  besitzen. 

Wenn  i 1 durch  F teilbar  und  F'^  Q ist,  so  liefert 


die  Entwicklung  von  -g  einen 


Kettenbruch , und 

zwar  mit  einer  geraden  oder  ungeraden  Anzahl  von  Teilnennern, 
je  nachdem  das  obere  oder  u/ntere  Zeichen  gilt. 

Bei  einem  symmetrischen  Kettenbruch  mit  einer  geraden 
Anzahl  von  Teilnennern 


Q “ • • • ^«-15  • • • ^1?  9o) 

x>2  71 

bestehen  die  Relationen 


P,n  = Pn  + “ QJ  + 

-^27»  ‘ C2«-l  = $2«  + 

Bei  einem  symmetrischen  Kettenbruch  mit  einer  ungeraden 
Anzahl  von  Teilnennern 


ist 


^2w-H 
^2  w + 1 


3^1’  * * • ^n  — 1^  ^o) 


^2n  + l ~ i^n  + 1 “i"  Ö2»  ~ {Qn  + 1 

^2n  ~ ^2n  + l ~ + 1 Qn^n  — 1 ~ Qn^n  + 1 ^n^n  — l 

^2n  + l ' Q2n  “ öln  + l ~ 

Zwei  irrationale  Zahlen  cc,  y heißen  äquivalent,  wenn  sich 
vier  ganze  Zahlen  a,  ß,  y,  ö mit  der  Determinante 


aö  — = db  1 

bestimmen  lassen,  so  daß 

C(X-\-  ß 

ist. 

Eie  Kettenbruchentwicklungen  von  zwei  äquivcdenten  Zahlen 
stimmen  von  einem  gewissen  Teilnenner  an  überein. 

Umgekehrt  ist  die  notwendige  wnd  hinreichende  Bedingung 
für  die  Äquivalenz  von  zwei  irrationalen  Zahlen,  daß  ihre 
KettenJbruchentwicklungen  von  einem  gewissen  Teilnenner  an  über- 
emstimmen. 
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Jede  reelle  quadratische  Irrationalzahl  --j— mit  ganz- 
zahligen Ay  B,  C und  positivem  ganzem  I)  oder  — anders  aus- 
gedrückt  — jede  Lösung  einer  quadratischen  Gleichung  mit  ganz- 
zahligen Koeffizienten,  deren  Blskriminante  positiv  und  kein  Qua- 
drat ist,  läßt  sich  durch  einen  periodischen  Kettenhruch  darstellen. 

Umgekehrt  ist  jeder  periodische  Kettenhruch  Lösung  einsr 
quadratischen  Gleichung  mit  ganzzahligen  Koeffizienten.  Ins- 
besondere ist  der  rein  periodische  Kettenbruch 

» = (?0.  äl.  «2,  • • • «„-1,  • • •) 

die  positive  Lösung  der  Gleichung 

Die  KettenbruchentwickluDg  für  die  zweite  Lösung  dieser 
Gleichung  hat  die  umgekehrte  Periode.  Ebenso  bei  gemischt 
periodischen  Kettenbrüchen  (Galois,  Ann.  math.  19,  294  (1828)). 

Bei  der  Kettenbruchentwicklung  der  Quadratwurzel  emer  ratio- 
nalen Zahl  geht  der  Periode  ein  Glied  voraus;  die  Periode 
schließt  mit  dem  Doppelten  dieses  Anfangsgliedes,  und  die  übrigen 
Teilnenner  der  Periode  bilden  eine  symmetrische  Beihe.  Um- 
gekehrt stellt  ein  derartiger  Kettenbruch  stets  die  Quadratwurzel 
aus  einer  rationalen  Zahl  dar.  Damit  diese  ganz  ist,  müssen  die 
Teilnenner  q.  noch  weitere  Bedingungen  erfüllen.  Vgl.  Muir, 
Kdinb.  Proceed.  8,  229  (1874).  _ 

Besitzt  in  der  Entwicklung  von  ^ D die  Periode  n Gliedery 
so  besteht  zwischen  Zähler  und  Nenner  der  jeweils  bis  zum  vor- 
letzten Glied  einer  jeden  Periode  genommenen  Näherungsbrüche 
die  Beziehung 

Pin  ~ DQln  = (-  1>“”  = 

Eine  Tabelle  der  Kettenbruchentwicklungen  für  die  Quadrat- 
wurzeln der  unter  120  liegenden  ganzen  Zahlen  findet  sich  bei 
Euler,  Gomment  arith.  coli.  1,  p.  322,  abgedruckt  in  Wert- 
heim, ZahlenlehrCy  1902,  S,  223.  Eine  Tabelle  bis  zu  }/lO()Ö 
enthält  Degen,  Canon  PellianuSy  Hafniae  1817. 

Als  Begi-ünder  der  Lehre  von  den  Kettenbrüchen  ist  Bom- 
belli  (1572)  anzusehen,  der  sie  zur  Berechnung  von  Quadrat- 
wurzeln benutzte  (vgl.  Wertheim,  Abh.  zur  Gesch.  der  Math. 
8,  149  (1898)).  Die  gleiche  Methode,  jedoch  mit  einer  der 
heutigen  Schreibweise  verwandten  Bezeichnung  und  Untersuchung 
der  Eigenschaften  der  Näherungsbrüche  bei  Cataldi  1613.  In 
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systematischer  Weise  wurden  die  Kettenbrüche  jedoch  erst  von 
Euler  behandelt  (Petrop.  Comment.  9 (1737),  11  (1739);  In- 
trod.\  ferner  Nov.  Comment  Petrop.  9 (1764),  11  (1765)); 
Lagrange,  Zusätze  zu  Eulers  Algehra  (Regelmäßige  perio- 
dische K.);  Legendre,  Theorie  des  nombres.  — Geometrische 
Betrachtungen  hat  in  systematischer  Weise  P.  Klein  {Yorl.  üh, 
Zahlentheorie)  herangezogen.  Eine  zusammenfassende  Darstellung 
der  gesamten  Kettenbruchlehre  von  Perron,  Lie  Lehre  von  den 
Kettenbrüchen,  erscheint  demnächst  bei  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Über  die  Beziehungen  zwischen  Kettenbrüchen  und  diver- 
genten Reihen  vgl.  Pade,  Ann.  de  Vec.  Norm.  (3)  9,  (1892), 
Supplement;  Acta  math,  18,  97  (1894);  Stieltjes,  Ann.  de  la 
Fac.  d.  sc.  de  Toulouse  8 u.  9 (1894/5);  Borei,  Leg.  s.  l.  ser. 
div.  1901. 

Eine  auf  Jacobi,  J.  f.  Math.  69,  29  (1868)  zurückgehende 
Verallgemeinerung  des  Kettenbruchalgorithmus  ist  am  eingehend- 
sten von  Perron,  Math.  Ann.  64,  1 (1907),  Münch.  Ber.  37, 
401  (1907)  untersucht  worden. 


Kapitel  VH. 
Differentialrechnnng. 

Von  Paul  Epstein  in  Straßburg  i.  E. 


Einleitung. 

Seit  den  ersten  Jahrzehnten  des  17.  Jahrhunderts  vollzieht 
sich  die  Erweiterung  des  mathematischen  Gedankenkreises  (in- 
finitesimale Betrachtungen,  veränderliche  Größen)^  die  schließlich 
in  der  Schöpfung  der  Differential-  und  Integralrechnung  gipfeln 
sollte.  Es  waren  in  erster  Linie  geometrische  Probleme,  an 
denen  sich  die  Fruchtbarkeit  der  infinitesimalen  Betrachtungen 
bewährte:  zunächst  — bewußt  anknüpfend  an  Ärchimedes  — 
Flächen-  und  Körperherechnwngen,  dann  das  direhte  und  inverse 
Tangentenpröblem,  Maxima  und  Minima,  BeMifikationen,  Daneben 
entwickelt  sich,  vielfach  durch  mechanische  Vorstellungen  be- 
einflußt, der  Begriff  (oder  besser  das  Gefühl)  der  stetigen  Ver- 
änderumg.  Die  folgende  Übersicht  mag  die  angedeutete  Ent- 
wicklung in  ihren  Hauptzügen  kennzeichnen.  Wegen  aller  Einzel- 
heiten, insbesondere  wegen  des  Zusammenhangs  mit  der  Philo- 
sophie des  Mittelalters  (Bradwardinus,  Oresme,  Nicolaus 
-von  Cues)  muß  auf  Cantor,  Gesch.  d.  Math.  2 und  3 verwiesen 
werden.  V gl.  ferner  Zeuthen,  Gesch.  d.  Math,  im  16.  u.  17.  J ahrh . 

Kepler  (1571 — 1630),  Stereometria  doliorum  1615,  Flächen- 
und  Körperberechnungen,  Maxima  und  Minima.  Cavalieri, 
Geometria  indivisibilihus  continuorum  . . . promota  1635,  Exerci- 
tationes  geometricae.  Flächen-  und  Körperberechnungen,  Schwer- 
punktsbestimmungen. Descartes  (1596 — 1650),  Geon^etrie  1637. 
Briefwechsel.,  Tangentenproblem  (vgl.  Tannery,  3.  intern.  Math.- 
Kongr.  502  (1904)),  Rektifikationen,  Kurvenuntersuchungen.  Fer- 
mat  (1601 — 1665,  der  bedeutendste  Vorgänger  von  Newton 
und  Leibniz),  Maxima  und  Minima  (zwischen  1629  und  1638, 
veröffentl.  1679  in  Varia  Opera,  enthält  den  Begriff  des  Diffe- 
rentialquotienten), Tangentenproblem  (veröffentl.  1642),  Flächen- 
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berechnungen  {Varia  Opera  44),  Rektifikationen  (de  Unearum 
curvarum  cum  lineis  rectis  comparatione  1660).  Toricelli,  Opera 
G-eometrica  1644.  Roberval,  Ohservations  sur  la  composition 
des  mouvements  (1668,  aber  schon  1644  erwähnt),  Anwendung 
des  Kräfteparallelogramms  auf  das  Tangentenproblem.  Wallis, 
Arithmetica  inßnitorum  1655,  Potenzsummen,  Grenzübergang. 
Pascal  (1623 — 1662),  (Euvres  3 (1872)  Potenzsummen,  Par- 
tielle Integration,  Charakteristisches  Dreieck.  Huygens  (1629 
— 1695),  Horologium  oscillatorium  1673  (vollendet  1665).  Evo- 
luten und  Evolventen.  Krümmungsmittelpunkt.  Maxima  und 
Minima,  Tangentenproblem  (zwischen  1652  und  1667,  sehr 
nahe  übereinstimmend  mit  de  Sluse  1652).  Barrow  (vgl. 
Zeuthen,  1.  intern.  Math.  Kongr.  274  (1897)),  Lectiones  opticae 
et  geometricae  1669.  Tangentenproblem  auf  Grund  der  Bewegungs- 
lehre. Newton  (1643 — 1727),  Analysis  per  aequationes  1666. 
Flächen-  und  Körperberechnungen  und  Rektifikationen  als  gleich- 
artige Aufgaben  erkannt.  Methodus  fluxionum  (1671,  veröffentl. 
1736).  Die  Bezeichnungen  Fluxion  (Differentialquotient)  und 
Fluente  zum  ersten  Mal  in  einem  Brief  an  Leibniz  vom  24.  10. 
1676.  Leibniz  (1646 — 1716)  (Leibniz’  math.  Schriften,  her- 
ausg.  von  Gerhardt  1849 — 1863,  Gerhardt,  Die  Entdeckung 
d.  höh.  Analysis  1855).  Briefwechsel  und  Manuskripte  von  1670 
— 1675.  Ausbildung  der  Bezeichnung.  Endgültige  Lösung  des 
Tangentenprohlems  in  der  Antwort  auf  Newtons  Brief. 

Der  große  Fortschritt  von  Newton  und  Leibniz  besteht 
in  der  Schöpfung  eines  Algorithmus,  der  die  große  Menge  der 
vorausgehenden  Einzeluntersuchungen  unter  einheitlichen  Gesichts- 
punkten zusammenfaßt.  Wem  von  beiden  das  Hauptverdienst 
zukommt,  kann  dahingestellt  bleiben;  sicher  war  Newton  vor 
Leibniz  im  Besitz  wichtiger  Erkenntnisse,  aber  unbestreitbar 
wäre  die  glänzende  Entwicklung  der  Mathematik  im  18.  Jahr- 
hundert ohne  die  von  Leibniz  erfundene  Zeichensprache  nicht 
möglich  gewesen. 

Die  Literatur  über  Differential-  und  Integralrechnung  ist 
außerordentlich  umfangreich.  Von  großer  historischer  Bedeutung 
und  für  die  Entwicklung  der  Infinitesimalrechnung  grundlegend 
sind:  Viulex Institutiones  ealculi  differentialis.^  1755;  Institutiones 
calculi  integraliSy  2.  Ausg.,  4 Bde.,  1792 — 1794.  Lagrange, 
Legons  sur  le  calcul  des  fonctions.,  2.  ed.  1806;  Theorie  des 
fonctions  analytiques ,•  2.  ed.  1813.  Cäuchy,  Cours  d'andlyse 
1821;  B4sume  des  legons  dormies  ä Vicole  polyt.  1823;  Legons 
sur  le  calcul  differentiel,  1829. 
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Von  neueren  Lehrbüchern  seien  genannt;  Cesaro,  Elemen- 
tares Lehrbuch  d.  algehr.  Analysis  und  Infinitesimalrechnung 
1904.  Kowalewski,  Die  hlass.  Probleme  d.  Analysis  1910. 
Serret-Scheffers,  Lehrb.  d.  Differential-  und  Integralr.,  3 Bde. 
Stegemann-Kiepert,  Grundriß  d.  Di  ff.-  u.  Integralr..^  2 Bde. 
Genocchi-Peano,  Differentialr.  und  Grundzüge  d.  Integralr. 
1899.  Stolz,  Grundzüge  d.  Different-  und  Integralr.^  3 Bde., 
1893/99.  Pascal,  Calcolo  infinitesimale^  3 Bde.  Jordan, 
Cours  d*analyse,  3 Bde.,  2.  ed.,  1893/96.  Goursat,  Gours 
d'analyse.,  2 Bde.,  1902. 

Zur  ersten  Einführung  sind  die  folgenden  Werke  geeignet, 
die  besonders  die  Bedürfnisse  der  angewandten  Mathematik  im 
Auge  haben:  Scheffers,  Lehrb.  d.  höheren  Mathematik^  1905. 
Burkhardt,  Vorl.  über  die  Elemente  der  Di  ff.-  und  Integralr. 
1907.  Nernst-Schoenflies,  Einf.  in  die  math.  Behandl.  der 
Naturw.  Höhere  Analysis  für  Ingenieure.,  1^10.  Green- 

hill,  Differential-  and  Integralealculus,  1896. 


§ 1.  Infiniteßimale  Größen. 


Eine  Veränderliche,  die  bei  einem  bestimmten  Grenzprozeß 
den  Grenzwert  Null  hat,  heißt  unendlich  klein  oder  infinitesimal. 
Zwei  unendlich  kleine  Größen  a und  ß heißen  von  derselben 


Ordnung,  wenn  lim  einen  endlichen,  von  Null  verschiedenen 

Wert  besitzt.  Ist  aber  lim  — = 0,  so  nennt  man  a von  höherer 
•'  a P 

Ordnung,  ist  lim  -^  = 00,  so  nennt  man  a von  niedrigerer  Ord- 
nung als  ß. 


Ist  ß von  höherer  Ordnung  als  a und  existiert  eine  posi- 
tive Zahl  n derart,  daß  lim  -4  einen  endlichen  von  Null  ver- 

schiedenen  Wert  besitzt,  so  sagt  man,  ß sei  von  der  Ordmmg  n 
in  bezug  auf  a.  Nicht  immer  läßt  sich  eine  derartige  Zahl  n 

finden.  So  ist  z.  B.,  wenn  ß — ist; 

lim  — = ^ für  w ^ 0 
«"“oo  „ n>0. 


Eine  infinitesimale  Größe  bleibt  infinitesimal  von  derselben 
Ordnung,  wenn  sie  mit  einer  endlichen  von  Null  verschiedenen 
Größe  multipliziert  wird. 

Zwei  infinitesimale  Größen  von  gleicher  Ordnung  unter- 
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scheiden  sich  im  allgemeinen  um  eine  Infinitesimale  derselben 
Ordnung;  nur  wenn  ihr  Verhältnis  den  Grmmert  1 besitzt, 
unterscheiden  sie  sich  um  eine  Infinitesimale  von  höherer  Ordnung. 

Der  Grenzwert  des  Verhältnisses  von  zwei  infinitesimalen 
Größen  ändert  sich  nicht,  wenn  man  zu  ihnen  Infinitesimale 
höherer  Ordnung  hinzufügt. 

Die  algebraische  Summe  einer  endlichen  Anzahl  von  Infini- 
tesimalen ist  wieder  infinitesimal,  und  ihre  Ordnung  ist  mindestens 
gleich  der  niedrigsten  in  der  Summe  vorkommenden  Ordnung. 

Das  Produkt  von  zwei  infinitesimalen  Größen  a und  /3,  die 
in  bezug  auf  eine  dritte  Infinitesimale  y von  den  Ordnungen 
m und  n sind,  ist  infinitesimal  von  der  Ordnung  m -j-  w in 
bezug  auf  y. 


§ 2.  Begriff  und  Existenz  des  Differentialquotienten. 

Wenn  y — f(x)  eine  Funktion  der  reellen  Veränderlichen  x 
ist  und  man  dem  x einen  beliebigen  Zuwachs  Jx  — h gibt,  so 
erfährt  im  allgemeinen  auch  y einen  Zuwachs,  der  Jy  sei. 

Die  Grenze  des  Verhältnisses  ^ für  Jx  = 0 oder 

liin  + 

A = 0 ^ 


heißt,  wenn  sie  existiert  und  unabhängig  ist  von  der  Art  und  Weise, 
in  der  Jx  nach  Null  konvergiert,  die  Derivierte  {Ableitung)  der 
FtmMion  im  Pu/nkt  x.  Sie  wird  durch  f (x)  oder  y bezeichnet. 

Ein  infinitesimaler.,  iin  übrigen  aber  beliebiger  Zuwachs  der 
unabhängigen  Variablen  x heißt  Differential  von  x und  wird 
mit  dem  Symbol  dx  bezeichnet. 

Differential  der  Funktion  y von  x heißt  das  Produkt  aus 
der  Ableitung  von  y mit  dem  Differential  der  unabhängigen  Va- 
riablen (Cauchy,  Exerc.  d'anal.  et  de  phys.  3,  7 ff.  (1844)). 
Man  bezeichnet  es  mit  dy^  und  es  ist  also 

dy  — f'{x)  • dx. 

Man  schreibt  deshalb  auch  die  Derivierte 


dy 

dx 


und  nennt  sie  den  Differentialquoüenten  der  Funktion  y nach  x. 
Ist  f\o^  stetig,  so  unterscheidet  sich  das  Differential  der  Funktion 
um  ühendlichJdeine  höherer  Ordnung  von  dem  Zuwachs,  den  die 
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Funktion  erfährt,  werm  man  der  unabhängigen  Variablen 
Zutvachs  dx  gibt 


Ay 


Es  kann  Vorkommen,  daß  das  Verhältnis  verschiedene 
’ Ax 


Grenzwerte  besitzt,  je  nachdem  Ax  von  positiven  oder  nega- 
tiven Seite  her  die  Grenze  null  erreicht;  alsdann  spricht  man 
von  der  Derivierten  zur  Rechten  und  der  zur  Li/nken  von  x.  ^ 
( Vorwärts  und  rückwärts' genommener  Differentialquotient)  Unter-  * 
scheidet  man  noch  genauer  zwischen  oberer  und  u/nterer  Grenze 
(vgl.  Kap.  I,  § 10),  so  hat  man  vier  Derivierte  zu  betrachten. 
Nur  wenn  diese  vier  Grenzwerte  einander  gleich  sind,  nennt 
man  die  Funktion  differenzierbar. 

Allgemeine  notwendige  und  hinreichende  Kriterien  für  die 
Differenzierbarkeit  einer  Funktion  lassen  sich  nicht  angeben. 

Sie  ist,  wenn  sie  vorhanden  ist,  ebenso  eine  fundamentale  Eigen- 
schaft der  Funktion  wie  etwa  die  Stetigkeit.  Notwendige  Be- 
dingung für  die  Existenz  einer  Ableitung  in  einem  Punkt  x 
ist  jedenfalls,  daß  die  Funktion  in  diesem  Punkte  stetig  und  in 
ihm  und  seiner  Umgebung  endlich  ist,  aber  es  ist  nicht,  wie 
man  früher  glaubte,  jede  stetige  Funktion  auch  differenzierbar. 
Ein  von  Ampere,  J,  ec.  13,  148  (1806)  versuchter  Beweis 
dieser  Behauptung  ist  nicht  stichhaltig  (vgl.  Du  Bois-Rey- 
mond,  Journ.  f.  Math.  79,  28  (1875)).  Das  erste  Beispiel 
einer  stetigen  und  trotzdem  in  unendlich  vielen  Punkten  nicht 
differenzierbaren  Funktion  hat  Riemann  in  seiner  1854  ver- 
faßten, aber  erst  1867  veröffentlichten  Habilitationsschrift  ge- 
geben. ( Über  die  Darstellbarkeit  einer  Funktion  durch  eine 
trigonometrische  Reihe.  Werke  2.  Aufl.  S.  266.)  Diese  Funktion 
entsteht  durch  Integration  der  Funktion 


(nx) 


n = 1 


wobei  das  Zeichen  (z),  sobald  z in  der  Mitte  zwischen  zwei 
ganzen  Zahlen  liegt,  den  Wert  nuTl^  sonst  aber  den  Überschuß 
von  z über  die  nächste  ganze  Zahl  bedeutet.  Das  von  Riemann 
angegebene  Beispiel  führte  Hankel  zu  dem  sogenannten  Kcm- 
densationsprinzip ^mit  dessen  Hilfe  man,  wenn  eine  Funktion 
mit  einer  Singularität  in  einem  Punkt  gegeben  ist,  eine  andere 
Funktion  bilden  kann,  welche  dieselbe  Singularität  in  unendlich 
vielen  Punkten  besitzt.  (Hankel,  Untersuchungen  üb.  die  un- 
endlich oft  oszillierenden  und  unstetigen  Funktionen,  Tübingen 
1870;  Math.  Ann.  20,  63  (1882).)  Auf  Grund  dieses  Prinzips 
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lassen  sich  Funktionen  bilden,  die  in  unendlich  vielen  (aber 
nicht  in  allen)  Punkten  eines  Intervalls  keine  Derivierte  haben. 
Vgl.  Dini,  Theorie  d.  Fmikt.  einer  reellen  Größe^  Leipzig  1892, 
S.  157  ff.  Einfacher  und  weiter  tragend  ist  ein  von  G.  Cantor 
{Math,  Ann.  19,  588  (1882))  angegebenes  Kondensationsprinzip. 
(Dini,  a.  a.  0.  S.  188  ff.)  Viele  Literaturangaben  bei  Jour  dain, 
The  devdopment  of  the  theory  of  transfinite  nuwibers,  Ärch.  f. 
Math.  u.  Phys.  (3)  10  (1906). 

Das  bekannteste  Beispiel  einer  stetigen  nirgends  diffcren- 
zierharen  Funktion  gab  Weier str aß  in  .seinen  Vorlesungen; 
es  wurde  zuerst  veröffentlicht  von  Du  Bois-Reymond,  Journ. 
f.  Math.  79,  29  (1875).  • Vgl.  Wiener,  Journ,  f.  Math.  90, 
221  (1881),  Weierstraß,  FunMionenlehre  1886,  S.  100,  und 
die  besonders  anschauliche  Darstellung  bei  F.  Klein,  Anw.  d. 
Biff,  u.  Integrälr.  auf  Geometrie.  Autographiertes  Vorlesungsheft 
1901.  Die  Funktion  lautet: 

03 

f{^)  = ^ ^ COS  (5"7tfl?)  , 

« = 0 

worin  a zwischen  0 und  1,  5 eine  ungrade  ganze  Zahl  und 
a5>l  + |-7t  ist.  Sehr  allgemeine  Funktionen  von  derselben 
Eigenschaft,  die  die  Weierstraßsche  Funktion  als  speziellen 
Fall  enthalten,  hat  Dini  (a.  a.  0.  S.  218  ff.)  aufgestellt.  Vgl. 
Lerch,  Journ.  f.  Math.  103,  126  (1888).  Von  weiteren  Ar- 
beiten über  stetige  nicht  differenzierbare  Funktionen  seien  ge- 
nannt H.  A.  Schwarz,  Ges.  Abhandl.  2,  269,  Darboux,  Ann. 
ec.  norm.  (2),  4,  57  (1875),  Steinitz,  Math.  Ann.  52,  58 
(1899),  H.  V.  Koch,  Acta  math.  30,  145  (1907),  Landsberg, 
Math.  Ver.  17,  46  (1908),  Faber,  Math.  Ann.  66,  81  (1908). 
Kopeke  {Math.  Ann.  34-,  161  (1889)  uhd  35,  104  (1890))  hat 
gezeigt,  daß  eine  Funktion  in  jedem  endlichen  Intervall  un- 
endlich viele  Oszillationen  haben  und  doch  differenzierbar  sein 
kann.  Vgl.  Schoenflies,  Math.  Ann.  54,  553  (1901)  und 
desselben  Verf.  Bericht  üb.  die  Mengenlehre,  Math.  Yer.  8,  161  ff. 
Man  sieht  daraus,  daß  die  Eigenschaft  der  Stetigkeit  und  Diffe- 
renzierbarheit  noch  nicht  ausreicht,  um  eine  Funktion  y — f{x) 
als  eine  gewöhnliche  {reguläre)  Funktion  zu  kennzeichnen,  d.  h. 
eine  solche,  die  sich  geometrisch  durch  eine  gewöhnliche  kon- 
tinuierliche Kurve  veranschaulichen  läßt,  wenn  man  x,  y als 
rechtwinklige  Punktkoordinaten  deutet.  Eine  derartige  Funktion 
muß  nämlich  jedenfalls  auch  abteilungsweise  monoton  sein,  d.  h. 
sie  darf  in  jedem  endlichen  Intervall  hur  eine  endliche  Anzahl 
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Maxima  und  Minima  besitzen.  Diese  Eigenschaft  machte  sich  ( 
zum  ersten  Mal  geltend  in  der  Arbeit  von  Dirichlet  über  die  \ 
Theorie  der  Fourierschen  Reihe  (Journ.  f.  Math.  4 (1829),  ) 

Werke,  1,  131.  Vgl.  Du  Bois- Reymond,  Journ,  f.  Math. 

79,  33  (lö75)).  Über  die  sonstigen  Bedingungen,  die  eine  re-  ji 
guläre  Funktion  erfüllen  muß,  vgl.  etwa  die  erwähnte  Vor-  ( 

lesung  von  F.  Klein.  Entsprechend  dem  geometrischen  Ursprung 
des  Funktionsbegriffes  hat  man  früher  (bis  zur  Aufstellung  des 
allgemeinsten  Dirichletschen  Funktionsbegriffs  (Kap.  I,  § 9, 
vgl.  Hankel,  Math.  Ann.  20,  67  (1870))  einer  „stetigen“  Funk-  j 

tion  stillschweigend  die  Eigenschaften  einer  regulären  Funktion  jj 

zugeschrieben,  und  es  soll  auch  im  folgenden,  wo  nichts  anderes  | 
ausdrücklich  bemerkt  ist,  unter  einer  „Funktion“  schlechthin  j 
immer  eine  reguläre  Funktion  verstanden  werden.  Wir  können  1 
dann  diesen  Paragraphen  mit  dem  folgenden  Satz  schließen:  j 

Stellt  man  die  Funktion  y ==  geometrisch . durch  eine  Kurve  \ 

dar,  so  gibt  der  FifferentidlguoUent  f'  (^)  irigonome-  ' 

irische  Tangente  des  Winkels  an,  den  die  Kurventangente  im 
Funkte  (x,  y)  mit  der  ^positiven  Bichtung  der  x-Achse  bildet. 


§ 3.  Grundregeln  für  die  Differentiation  entwickelter 
Funktionen  einer  Veränderlichen. 

1.  Der  Differentialquotient  einer  Konstanten  ist  Null. 

2.  Der  Differentialquotient  einer  algebraischen  Summe  von 
Funktionen  ist  gleich  der  algebraischen  Summe  der  Differential- 
quotienten  der  einzelnen  Funktionen. 

Eine  in  einem  Intervall  konvergente  unendliche  Beihe  von 
Funktionen 

■P(»)  = fl{^)  + fii^)  +fsi^)^ 

heißt  gliedweise  differenzierbar,  wenn  die  aus  den  Derivierten 
der  einzelnen  Funktionen  gebildete  Reihe  konvergiert  und  als 
■Summe  die  Derivierte  von  F{x)  ergibt.  Es  gilt  der  Satz: 

3.  Eine  konvergente  unendliche  BeUie  vem  Funktionen  ist 
gliedweise  differenzierbar , wenn  die  änzelnen  Derivierten  stetig 
sind  und  die  aus  ihnen  gebildete  Beihe  gleichmäßig  konvergiert. 

Insbesondere  läßt  sich  eine  Potenzreihe  für  jeden  Wert  der 
Variablen,  bei  dem  sie  konvergiert,  beliebig  oft  gliedweise  diffe- 
renzieren. 


§ 3.  Grundregeln  der  Differentiation. 
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4.  Der  Differentialquotient  eines  Produkts  aus  einer  Kon- 
stanten mit  einer  Funktion  ist  gleich  dem  Produkt  der  Konstanten 
mit  dem  Differentialquotienten  der  Funktion: 


dx  dx' 

wenn  a konstant. 

5.  Ein  Produkt  von  ßtoei  Funktionen  wird  differentiiert, 
indem  man  jede  Funktion  mit  der  Derivierten  der  andern  multi- 
pliziert und  die  erhaltenen  Produkte  addiert: 

(uvy  = uv'  -j-  vu. 

6.  Den  Differentialquotienten  eines  Produktes  von  mehr  als 
zwei  Funktionen  findet  man  am  besten  nach  der  folgenden  Formel 
(logarithmische  Differentiation) : 


4- 

Wj  I-Vg  . . . Wj  «-2 

7.  Die  Derivierte  eines  Quotienten  von  zwei  Funktionen  ist: 


(iL\'  vu  — uv 

If)  ” 


8.  Ist  X = cp  (y)  die  inverse  Funktion  von  y ==  /*(«;),  so  ist 
de»'  Differentialquotient  von  x nach  y der  reziproke  Wert  des 
Differentialquotienten  von  y nach  x: 


9\y) 


1 

fix) 


9.  Sehr  oft  kann  man  eine  Funktion  y — F{x)  nur  diffe- 
rentiieren,  indem  man  sie  als  (einfachere)  Funktion  f(z)  einet' 
anderen  Funktion  z = (p{x)  auffaßt,  also  y = f{(p{x)).  Man 
nennt  dann  z Zwischenvariable  und  hat  den  Satz: 

Man  findet  den  Differentialquotienten  von  y nach  ir,  indem 
man  zunächst  y nach  z differentiiert  und  mit  dem  Differential- 
quotienten der  Zwischenvariablen  multipliziert: 

dy  dy  dz 
dx  dz  dx 

10.  Wir  stellen  hier  die  elementaren  Funktionen  und  ihre 
Differentialquotienten  zusammen: 
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y = 
y == 
y = 

2/  = Inic, 

^ = sin  aj, 
2^  = cos  iC, 

y = tga;, 

^ = ctgaj, 


= nx^~^ 
y ^ e 
y — a^lna 


y ==  cos  X 
y = — sin  a; 

, 1 

^ cos^aj 



^ sin*  X 


y ==  arc  sin  aj, 

y = arc  cos  x, 
y = arctga?, 
y = arc  ctg  a::, 


1 

yi  — x^ 


y = - 


yi  — x^ 

1 


1 4-a;* 
1 


- 1 < a;  < 4- 

-j<y<  + 


1 

Tt 

¥ 


- 1 < aj  < + 1 


0 <y  <n 


§ 4.  Differentialquotienten  höherer  Ordnung  von 
Funktionen  einer  Veränderlichen. 


Wiederholt  man  an  der  Derivierten  von  y die  Operation 
des  Differentiierens  und  fahrt  so  fort  (vorausgesetzt,  daß  man 
immer  differentiierbare  Funktionen  hat),  so  erhält  man  die  Diffe- 
rentialquotienten^^^^ ^ 3*®’^,  . . . Ordnung  oder  die  zweiten,  dritten, 
. . . Derivierten,  Man  schreibt  sie 

y"  = /'"  (®) 

y =/  (^) 

und  allgemein 

y{»)= 

Es  ist  also  das  n^  Differential  der  Funktion  y: 
d^y  = /^”)(a?)(<?a;)”. 


_ 

dx^  ’ 

dx^  ’ 
d^y 

~ dx”  ' 


§ 4.  Differentialquotienten  höherer  Ordnung. 
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wnter  der  Voraussetzung ^ daß  man  das  erste  Differential  dx  der 
tmahhängigen  Veränderlichen  x als  unabhängig  von  dieser  Ver- 
änderlichen annimmt.  (Vgl.  Cesaro,  Lehrbuch  der  algebr.  Ana- 
lysis und  Infinitesimalrechnung,  1904,  S.  494.) 

Eine  Eunktion , von  der  man  Differentialquotienten  be- 
liebiger Ordnung  bilden  kann,  heißt  unbeschränkt  differentiierbar. 
(Vgl.  das  Referat  von  Pringsheim  über  die  Grundlagen  der 
allgemeinen  Funktionenlehre  in  der  EncyTd.  2,  23.)  Besitzt  f{x) 
an  der  Stelle  x ==  a Differentialquotienten  bis  zur  w*®“  Ordnung 
von  endlicher  Größe,  so  ist  f^^\a)  der  Grenzwert  des  Verhält- 
nisses - für  lim  h = 0,  wenn  unter  A”f(^a)  die  n^  Differenz 
der  Punktion  f(x')  für  x = a: 


^"/“(ß)  = -f  nh)  - («)  f{a  + (n  - l)h)  -}-  (-)  f{a  + (w  - 2)  h) 
-...  + (-  iy-^(])f(a  + h)  -f  (-  l)Y(ß) 


verstanden  wird.  Der  umgekehrte  Satz  ist  nicht  richtig,  d.  h. 
es  kann  der  Grenzwert  existieren,  ohne  daß  die  w*®  Derivierte 
f^”^{a)  existiert.  (Vgl.  Harnack,  Math.  Änn.  28,  260  (1884), 
Stolz,  Grwtdz.  d.  Diff.-  u.  Int.-Bechnung,  Leipzig  1893,  1,  93.) 

Sind  X und  y Funktionen  einer  unabhängigen  Veränder- 
lichen t und  werden  ihre  Derivierten  nach  t mit  x\  x\  . . . , 
y\  y\  . . . bezeichnet,  so  sind  die  Derivierten  von  y nach  x: 


^ ^ = ocij"  — y x" 


dx  x'  ’ dx*  x'*  ’ 

d*y x'  (x'  y*"  — y'  x"')  — 3 x'{x'y"  — y x') 

dx^  x'^ 


dx^ 


Schon  Leibniz  hat  für  die  n*^  Derivierte  eines  Produkts 
von  zwei  Funktionen  die  Formel 

(w !?)(”)=  uf^)v  -f-  (j)  (”)m(”-2)^;" 

gegeben. 

Über  die  allgemeine  Theorie  der  höheren  Differential- 
quotienten und  ihre  Literatur  vgl.  den  Artikel  von  Voß  in  der 
Enzykl.  2,  87. 

Als  Beispiele  für  höhere  Differentialquotienten  mögen  fol- 
gende angeführt  werden: 


= m (m  — 1)  . . . (m  — w -f-  1) 
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dcö 


^ cos  bx)  = r”c“®  cos  (bx  + »«-ff) , 

n (e"'®  sin  bx)  = sin  (bx  + W'9') , 
b . 


worin  r ==  ]/a^  -h  b^  und  & — arctg  — ist. 

Ist  f(x)  = ax^-{-2bx-\-c  eine  quadratische  Funktion  mit 

der  Diskriminante  J = b^  — ac  und  wird  = u, 

{ax  ~f  by  ’ 

{ax  + ^^  = 1 — w = t;  gesetzt,  so  ist 

{ax-{-  6)” 


( n n — 11  \ 

V 2’“ 


2 ’ 2 f*’  7 


wobei  die  F abbrechende  hypergeometrische  Reihen  in  der  Be- 
zeichnung von  Gauß  bedeuten.  Die  erste  Formel  bei  Schlö- 
milch,  Übungsb.  5.  Aufi.  Leipzig  1904,  1,  52;  die  zweite 
für  fl  = — ^ bei  Hermite,  Cours  d'analyse  1873,  p.  310, 
für  dasselbe  fi  und  f(x)  = 1 — x^  schon  bei  Euler,  Inst.  cälc. 
diff.  1755,  p.  150. 

Für  #^  = x— -1,  fi  = }c  — erhält  man 


iy-1 


dx^ 


und  dies  geht  für  / (a?)  ~ 1 — aj*  in  eine  Formel  von  Jacobi 
über : 

d^'~^{1i—x^f  ^ f .N„_il  • 3 • 5 • • • 2x— 1 . , ^ 

^ r- = (—  1 ^ sm  (x  arc  cos  x) . 

dx^-^  ^ ^ ^ ^ 

Für  f*  = ~ ^ bzw.  fl  = w liefert  die  erste  bzw.  zweite  der 

obigen  Formeln: 


dx-  \Vf{x))  ^ ^ 


fix)  2 


n\—-rF 


dx 


worin  die  (auch  oft  mit  X„  bezeichnete)  einfache  Kugelfunktion, 


§ 6.  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen  usw. 
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auch  Legend  re  sches  Polynom  genannt,  bedeutet.  Zur  ersten  Formel 
vgl.Thomson  u.Tait,  Natural  philos.,  deutsche  Ausg.1871, 1, 175. 

Die  letzte  Formel  ist  für  f(x)  — — 1,  also  z/  = 1,  = x 

von  Rodrigues,  Corr.  d.  Vec.  polyt.  3 (1816),  375  gefunden 
worden.  Über  Verallgemeinerungen  dieser  Formel  durch  Jacobi, 
Heine,  Hermite  u.  a.  vgl.  Burkhardt,  Bericht  über  EntwicM. 
nach  osgill.  FunUionen,  Maih.-Ver.  10,  § 84  und  85. 

Über  die  Ausdehnung  des  Begriffs  der  höheren  Differential- 
quotienten auf  nicht  ganzzahlige  n (^Differentiationen  zu  be- 
liebigem Index),  die  schon  von  Leibniz,  Job.  Bernoulli  und 
Euler  ins  Auge  gefaßt  wurde,  vgl.  Liouville,  J.  ec.  polyt. 
21,  24,  25  (1832/36),  Riemann,  Werke,  S.  332,  Lindner, 
Berl.  Math.  Ges.  7,  77  (1908)  (Ärch.  Math.  u.  JPhys.  (3)  13 
(1908)). 


§ 5.  Differentiation  von  Funktionen  mehrerer  Veränder- 
lichen, von  zusammengesetzten  und  unentwickelten 
Funktionen  einer  Veränderlichen. 


Eine  Funktion  f(x,y,  z,  . . .)  von  mehreren  Veränderlichen 
kann  man  hinsichtlich  jeder  einzelnen  Variablen  differentiieren, 
indem  man  die  anderen  Variablen  als  konstant  ansieht.  Man 
erhält  dann  die  partiellen  Derivierten  (Differentialquotienten) 
erster  Ordnung  nach  x,  y,  z,  . . . und  bezeichnet  sie  durch 

^1/’  Weitere  Differentiationen 

8Y  8Y 
dx^'  dxdy* 

d^f  d^f 

d^’  0^”  • • • ’>®äteht 

der  fundamentale  Satz  von  der  Umkehrbarkeit  der  Differen- 
tiationsordnung, daß  nämlich 

dxdy  dydx 


liefern  die  partiellen  Derivierten  zweiter  Ordnung 


ist.  Hinreichende  Voraussetzungen  dabei  sind,  daß  die  beiden 
partieUen  Ableitungen  1.  Ordnung  und  eine  Ableitung  2.  Ordnung 
vorhanden  und  stetig  sind;  es  kann  auch  für  eine  Ableitung 
1.  Ordnung  die  Voraussetzung  der  Stetigkeit  entbehrt  werden. 
(H.  A.  Schwarz,  Ycrh.  d.  Schweiz,  naturf.  Gesellsch.  1873,  239 
od.  Ges.  Abh.  2,  275;  Timpe,  Math.  Ann.  65,  310  (1908), 
woselbst  auch  weitere  Literatur  angegeben.) 

Pascal,  Bepertoriom.  I.  2.  Aufl. 


30 
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Infolge  dieses  Satzes  kann  man  die  partiellen  Ableitungen 
d^f 


Ordnung  mit 


dx^dy^dz^ . . 


{a  + ^ + y 


n)  bezeichnen.  Eine 


Funktion  von  x Veränderlichen  hat 


X (x  -f-  1)  • • • (x  -j-  ^ — 1) 


Ab- 


1 • 2 • • • w 

leitungen  w*®'  Ordnung 

Die  partiellen  Derivierten  einer  homogenen  Funktion 

f{x^,  Xj,  »3,  . . .) 

von  n Veränderlichen  und  der  Dimension  m sind  ebenfalls 
homogen  von  der  Dimension  m — 1,  und  es  ist  nach  Euler 
{Calc,  diff.  (1755),  190) 


df  , 

OOi  + X, 


dx„ 


mf. 


Umgekehrt  ist  diese  Gleichung  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung,  daß  die  Funktion  f homogen  ist,  und  m ist  dann 
ihre  Dimension.  Derselbe  Satz  liefert  für  die  zweiten  Derivierten 
die  Beziehung 


usf. 


*=1 x=l 


Sind  dx^  dy^  dz,  . . . Differentiale  der  Variablen  x,  y,  z,  . . ., 
so  sind 

^xf  ==  ^yf  = fy^y>  • • • 

die  partiellen  Differentiale  der  Funktion  nach  den  einzelnen 
Veränderlichen.  Ihre  Summe  heißt  das  totale  Differential  df 
der  Ftmktion,  also 

Dieser  Ausdruck  bleibt  gültig,  auch  wenn  die  Veränderlichen 
X,  y,  z,  . . . nicht  alle  voneinander  unabhängig  sind,  d.  h.  sind 
X,  y,  z,  . . . ihrerseits  Funktionen  von  u,  v,  w,  . . .,  so  ist 

^du  + ^dv  + ^dw  + ■ ■ ■ ‘^^dx  + ^dy-\-^dz+--- 
du  ' dv  ' dw  ■ dx  ' dy  ^ dz 

Sind  die  ersten  partiellen  Derivierten  stetige  Funktionen,  so 
unterscheidet  sich  das  totale  Differential  um  Unendlichkleine  höher ei' 
Ordnung  von  dem  Zuwachs,  den  die  Funktion  erfährt,  wenn  man 
die  Variablen  x,  y,  z,  . . . um  dx,  dy,  dz,  . . . ändert. 

Betrachtet  man  dx,  dy,  dz,  ...  als  konstant,  so  wird  das 
totale  Differential  von  df  als  totales  Differential  zweiter  Ordnung 


§ 5.  Funktionen  melirerer  Veränderlichen  usw. 


467 


von  f bezeichnet  usf.  Das  totale  DilFerential  Ordnung 
erhält  man  durch  die  symbolische  Formel 

Darin  i^  “h  fy^V  + ‘ ^^4  nach  er- 

folgter Potenzierung  dieses  Ausdrucks  ist  jedes  Produkt 

f/f/f/---  (.^  + f<  + :'+  ■ =«) 

f 

durch  die  entsprechende  Derivierte  Ordnung  — - — — - — 

dx  dy^dz^  . . . 

zu  ersetzen.  Diese  Formel  setzt  aber  für  w }>  1 die  TJn~ 
abhängigJceit  der  x,  y^  z,  . . . voraus. 

Sind  y,  0,  . . . Funktionen  einer  Veränderlichen  i,  so 
heißt  f(x,  y,  z,  . . .)  eine  aus  x^  y,  z^  ...  zusamfnengesetzte 
FunJdion  von  t.  Man  kann  die  Differentialquotienten  der  Funk- 
tion f jpiach  t aus  den  partiellen  Derivierten  von  f und  den 
Differentialquotienten  der  x^  y^  z^  . . , nach  t zusammensetzen. 
Es  ist 

df  _ 4^1 

dt  dx  dt  ' dy  dt  ' dz  dt  * lBx  dt\ 

Die  zweite  Derivierte  ist  in  symbolischer  Schreibweise 

dY  _ rdj  dx-^  rdf 
dt^  \_dx  dtj  ' Ldx  dt'^j’' 

worin  das  erste  Glied  nach  dem  Potenzieren  so,  wie  eben  an- 
gegeben, zu  behandeln  und 

rdf  d^x~[  _ df  d^x  dfd^y 
ldx  dt^]  ~ dx  dt^ 
ist. 

Sind  x^  y^  • • • unabhängige  Funktionen  von  ebenso  vielen 
anderen  Variablen  w,  v,u\  . . .,  so  ist  die  Funktionaldeterminante 

j.  _d^{xyz...) 
d{uvw . . .) 

von  Null  verschieden  (vgl.  S.  157),  und  die  partiellen  Deri- 
vierten einer  Funktion  f(a?,  y,  z . . .)  nach  den  x,y^z...  werden 
durch  die  nach  w,  v,  iv  . . . in  folgender  Weise  ausgedrückt: 

^ 1 cifyz  . . .)  df 1 d{xfz  . . .)  df  _ 1 d{xyf. . .) 

dx  Jd{uvw..)'‘  dy  Jd{uvw...)'‘  dz  J d (uvw . . 

Von  besonderer  Wichtigkeit  für  Geometrie  und  mathematische 
Physik  sind  gewisse  Verbindungen  der  partiellen  Derivierten 
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einer  Funktion,  die  gegenüber  bestimmten  Transformationen  in- 
variant sind.  Es  seien  von  ihnen  die  Differentialparameter 
1.  und  2.  Ordnung  einer  Funktion  von  3 Variablen  hervor- 
gehoben : 


0»*  ^ gy'  ^ dz' ' 


die  bei  jeder  Koordinatentransformation  ungeändert  bleiben. 
Vgl.  Lame,  J.  ec.  pölyt.  23,  215  (1834)  und  seine  späteren 
Lehrbücher  z.  B.  Legons  s.  l.  coord.  curvilignes  1859.  Beltrami, 
Mem.  Äcc.  Bologna  (2)  8 (1869).  Die  ebenfalls  bereits  von 
Lame  gegebene  Transformation  dieser  Differentialausdrücke  auf 
hrummlmige  Koordinatensysteme  hat  Jacobi  (J.  f.  Math.  36, 
117  (1848))  durch  Benutzung  des  Gaußschen  Satzes  über  mehr- 
fache Integrale  (vgl.  Kap.  VIII,  § 7)  sehr  vereinfacht.  Vgl. 
Riemann -Weber,  Part.  Differentialgl..,  Braunschweig  (1900) 
1,  94.  Systematisch  tritt  der  Gesichtspunkt  der  Invarianz  in 
den  Vordergrund  in  der  absoluten  Differentialrechnwng  von  Ricci 
und  Levi-Civita,  Math.  Ann.  54,  125  (1901).  Vgl.  hierzu 
Kap.  Xn,  § 3. 

Durch  eine  Gleichung  /'(a?, «/)  = 0 ist  y implicit  als  Funk- 
tion von  X gegeben  und  heißt  unentwickelte  Funktion.  Über  den 
Beweis  der  Existenz  der  Funktion  y und  ihrer  Derivierten,  der 
für  eine  ausgedehnte  Klasse  von  Funktionen  f(x , y)  zuerst  von 
Cauchy  gegeben  wurde,  vgl.  etwa  Osgood,  Funktionentheorie 
Leipzig  1907  (Sammlung  Teubner  20)  1,  48.  Man  findet,  wenn 
fy  von  Null  verschieden  ist: 

d,y  4 d'y  fxxfy—^fxyfxfy  + fyyfx' 

dx  fy'  dx'  fy' 

Durch  m Gleichungen  zwischen  w + 1 Veränderlichen  x,  y^, 
Vm' 

fi(^,  yii  2^27  ••  • ym)  ==  ö » = 1,2,.../«, 


sind  y^,  2/2, •••  ym  unentwickelte  Funktionen  von  x definiert, 

O f f \ 

sobald  die  Funktionaldeterminante  J — — ^ 8 nicht  ver- 

^(^1 2/s  • • • 2/J 

schwindet  (vgl.  S.  157).  Ihre  Differentialquotienten  nach  x sind 
dann 


dx  j dixy^...yj' 


I ... 


^8 

dx 


§ 6.  RoUesches  Theorem.  Mittelwertsätze.  Taylorscher  Lehrsatz.  469 


§ 6.  Bollesöhes  Theorem.  Mittelwertsätze. 

Taylorscher  Lehrsatz. 

Im  folgenden  wird  eine  Funktion  für  solche  Intervalle 
(a,  h)  der  Variablen  betrachtet,  innerhalb  deren  mit  Einschluß 
der  Grenzen  die  Funktion  stetig  bleibt. 

Wenn  eine  Funktion  einer  Vurüiblen  an  den  Grenzen  eines 
Intervalls  gleiche  WeHe  annimmt  und  innerhalb  des  Intervalls 
überall  eine  Derivierte  besitzt j so  verschwindet  die  Der ivierte 
mindestens  in  einem  Punkt  innerhalb  des  Intervalls.  Theorem 
von  Rolle  (für  ganze  rationale  Funktionen).  Vgl.  S.  338. 

Es  folgt  daraus  unmittelbar  der  Mittehvertsatz:  (Lagrange, 
Theor.  d.  fonct.  anal.  1797;  2.  Aufl.  1813  § 39)  Besitzt  f{x) 
für  alle  Werte  eines  Intervalls  (a,  h)  eine  Derivierte.,  so  gibt  es 
mindestens  einen  Wert  | der  Variablen  innerhalb  des  Intervalls., 
so  daß  fQ»-f(a)  _ 

h — a ' w 

ist.  Geometrisch  besagt  dieser  Satz,  daß  es  in  jedem  endlichen 
Stück  einer  stetigen  Kurve  zu^  der  die  Endpunkte  verbindenden 
Sehne  mindestens  eine  parallele  Tangente  gibt. 

Mit  b — a = h erhält  der  Satz  die  Form:  Es  gibt  eine 
Zahl  'ü  zwischen  0 und  1,  so  daß 

f(a-i-h)  — f(a)  = hf'(a  + &h).  0 < ü*  < 1 . 


Allgemeiner,  aber  ebenfalls  eine  direkte  Folge  des  Rolle- 
schen Theorems  ist  der  Satz  (Genocchi-Peano,  Differcntialr. 
(1899),  317;  der  entsprechende  Satz  für  w -f- 1 Funktionen 
und  ihre  Derivierten  bis  zur  n — 1*®“  Ordnung  ebenda  S.  324): 

Sind  die  Funktionen  f{x),  in  jedem  Punkte 

eines  Intervalls  differentiierbar,  so  gibt  es  mindestens  einen  Wert  | 
innerhalb  des  Intervalls,  so  daß 


f'Q)  <p'(i)  vee) 

f{a)  9)(a)  i(;(a) 

f(h)  <f(h)  f(b) 


= 0 


ist.  Für  il’(i)  — 1 folgt  daraus  der  Satz  von  Cauchv  (Calc. 
diff.  1829,  S.  37): 


m-m  , r«)  ..  -/•(«)  _r(«+»^) 

9(i»)  — q>(o)  qj'd)  g)(o-l-  Ä)  — qp(a)  qp'(a  4.  Ü-Ä)  ’ 


und  dies  liefert  für  90(3:)  = x den  Mittelwertsatz  von  Lagrange. 
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Für  eine  Funldion  von  mehreren  Veränderlichen  lautet  der 
Mittelwertsatz:  Besitzt  eine  Fmiktion  iCg,  ajg,  . . .),  deren 

Variablen  der  Beihe  nach  den  Intervallen  von  a^  bis  a^-\-  \ 
von  Og  bis  «2  + ^2?  % H"  cingehören^  für  alle 

Werte  der  Variablen  innerhalb  dieser  Intervalle  sämtliche  par- 
tiellen Derivierten  1.  Ordnung^  so  gibt  es  eine  Zahl  -O*  zwischen 
0 und  1,  so  daß 

f(ai  + ;«!,  «2  + *2.  • • •)  — fK.  “2.  ■ • •) 


Sehr  wichtige  Folgemngen  aus  dem  Mittelwertsatz  sind 
die  Sätze: 

Eine  Funktion^  deren  Derivierte  innerhalb  eines  Intervalls 
(a,  b)  einen  konstanten  Wert  k besitzt^  verhält  sich  in  dem  ganzen 
Intervall  wie  ekie  lineare  Funktiony  d.  h.  es  ist  für  a^x^b: 


f{^)  = 


Wenn  die  Derivierte  einer  Funktion  innerhalb  eines  Inter- 
valls beständig  Null  isty  so  besitzt  die  Funktion  im  ganzen  Inter- 
vall einen  konstanten  Wert. 

Über  den  entsprechenden  Satz  für  Derivierte  2.  Ordnung 
vgl.  H.  A.  Schwarz,  J.  f.  31ath.  72,  141  (1870)  und  den  An- 
hang  von  Harnack  zum  2.  Bd.  von  Serrets  Diff.-  u.  Int.-Rech. 

Der  Taylor  sehe  Satz  (Taylor,  Methodus  incrementoru/m 
1715)  ist  zunächst  eine  Verallgemeinerung  des  Mittelwertsatzes: 
Wenn  eine  Fwnktion  /’(ic)  in  einem  Intervall  von  a bis  a -f-  h 
mit  Einschluß  der  Grenzen  endlich  ist  und  alle  Diffet'ential- 
quotienten  bis  zu/r  n^^  Ordnung  besitzt,  so  ist 


f(a  + h)  = f{a)  -I-  /•'(«)  + r(fl)  + 


wobei  der  Best  B^  mit  Hilfe  einer  im  ganzen  Intervall  end- 
lichen u/nd  differentiierbaren  Funktion  cp{x)y  deren  Derivietie  im 
Intervall  nicht  verschwindety  durch  die  Gleichung 


cp{aJ^h)  — cp{a) 

”"qp'(a  + -9'Ä)  ' l - 2 . 3 (n  — 1) 


bestimmt  ist 
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Diese  sehr  allgemeine  Form  des  Restes  stammt  von  Schlö- 
milch  (Handb.  d.  Biff.-  u.  Intcgralr.  1847). 

Für  (p{oc)  = (a  + Ä — mit  einem  beliebigen  positiven 
Exponenten  p ergibt  sich 


- %f-P 
p{n  — 1)! 


und  wenn  man  hier  p = n oder  p = 1 nimmt,  erhält  man 

■lH 

JR„=  (a  -{-  'O'ä),  L a gr  an  g e,  TMorie  d.  fonct.  anal.  (1797)§40; 

+ Cauchy,  ÄesMwe  (1823),  173. 

Am  kürzesten  wird  der  Taylor  sehe  Satz  mit  Hilfe  der 
partiellen  Integration  abgeleitet  (Prony  1805  nach  Angabe  von 
Cauchy,  Resume  1823);  dabei  erhält  man  den  Rest  in  exakter 
Form,  d.  h.  ohne  die  unbestimmte  Größe  '9',  als  bestimmtes 
Integral  (Lagrange,  Theor.  d.  fonct.  anal.): 

h 

K = lnh)-\S + <)(*- 
0 

woraus  sich  die  oben  angeführten  Ausdrücke  für  R^  ableiten 
lassen. 

Der  Taylorsche  Satz  für  a ==  0,  Ä = aj  heißt  Maclaurin- 
scher  Lehrsatz.  Maclaurin,  Treatise  of  fluxions  1742,  jedoch 
bereits  von  Taylor  gegeben. 

Besitzt  die  im  Intervall  a bis  a -j-  ^ stetige  Funktion  f(x) 

1.  innerhalb  des  Intervalls  nur  endliche  Derivierte  von  be- 
liebig hoher  Ordnung.,  und  ist 

2.  lim  R^  — 0 für  jedes  zwischen  0 und  1 liegende  -O-, 

»=  00 

so  besteht  für  f{a  -f-  h)  die  nach  Potenzen  von  h fortschreitende 
Taylorsche  Entwicklung 

7,2 

f{a  + Ä)  = f{a)  + hf{a)  ± Y:^f"{a)  + • • •• 


Diese  beiden  Bedingungen  sind  für  das  Bestehen  der  Ent- 
wicklung hinreichend,  nicht  aber  — wie  Lagrange  (TA.  d, 
fonct.  chap.  V,  § 30)  vermutete  — die  erste  allein.  Ebenso- 
wenig ist  dessen  Ansicht  richtig,  daß  die  Reihe,  sobald  sie  kon- 
vergiere, den  Wert  /*(«-{- A)  ergebe;  bereits  Cauchy  (^Calc. 
inf.  1823,  152  u.  299)  hat  darauf  hingewiesen,  daß  z.  B.  in 
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der  (reellen)  Umgebung  von  x — 0 die  Funktionen  f{x)  und 

fix)  e die  gleiche  Taylorentwicklung  besitzen.  Über- 
zeugendere Beispiele  bei  du  Bois-Reymond,  Math.  Ann.  21, 
114  (1876)  und  Pringsheim,  Münch.  Ber.  (1892),  211  .oder 
Math.  Ann.  42,  153  (1893).  Die  abschließende  Arbeit  von 
Pringsheim,  Math.  Ann.  44,  57  (1894)  gibt  die  notwendigen  und 
hinreichenden  Bedingungen  für  die  Darstellbarkeit  einer  Funk- 
tion durch  die  Taylor  sehe  Reihe,  wobei  die  erste  Bedingung 
im  wesentlichen  bestehen  bleibt,  während  die  zweite  Bedingung 
durch  die  weniger  umfassende  ersetzt  werden  kann,  daß  mit 
wachsendem  n das  C auch y sehe  Bestglied  für  alle  in  Betracht 
kommenden  Werte  von  -ff  gleichmäßig  gegen  Null  konvergiert. 
Vgl.  hierzu  Pascal,  Esercizi  e note  critiche  di  calc.  infinit. 
(1895),  176ff.,  W.  H.  Young,  Quart.  Journ.  40,  157  (1909). 

Eine  erschöpfende  Behandlung  der  Taylor  sehen  Reihe  er- 
fordert die  Heranziehung  komplexer  Werte  der  Variablen  und 
ist  Sache  der  Funktionentheorie  (s.  d.) 

Eine  eingehende  Darstellung  der  Geschichte  des  Taylor- 
schen  Satzes  hat  Pringsheim,  BiU.  Math.  (3)  1,  433  (1900) 
gegeben. 

Für  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen  lautet  der  Taylor- 
sche  Satz:  Besitzt  eine  Funktion  fix^,x^,  x^  . . .),  deren  Variable 
der  Beilie  nach  den  Intervallen  a^  -f  Äj),  («g^  % ^^2)» 

(«g,  «3  -|-  //g)  usw.  angehören.,  für  alle  Werte  'der  Variablen 
innerhalb  dieser  Intervalle  sämtliche  Berivierten  bis  zur  Ord- 
nung., so  ist  in  symbolischer  Schreibweise 


f{a^  -f-  , «2  + ^^2 > ’ * ^21'  ' *) 


+ 


{n 


Dann  ist  = + + 


df 


und  die  Potenzen 


IL 

dieses  Ausdruckes  sind  in  derselben  Weise  zu  behandeln  wie 
im  vorigen  Paragraphen;  das  Restglied  B^  kann  man  in  ver- 
schiedener Form  geben,  am  einfachsten: 


dxj 


■9'  hy 

= + 


(o<#<  1). 
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§ 7.  Grenzwerte  von  Ausdrücken  in  unbestimmter  Form. 


Eine  Funktion  von  der  Form  F(oc)  ==  erscheint  un- 

bestimmt,  -wenn  für  x — a entweder  beide  Funktionen  f{o^  und 
q){x)  Null  oder  beide  unendlich  werden.  Unter  dem  Wert  der 
Funktion  F{x)  an  dieser  Stelle  versteht'  man  den  Gremtvcrt, 
wenn  ein  solcher  existiert,  den  der  Quotient  für  x ^ a besitzt. 
Die  Funktionen  f{x)  und  q>{p^  mögen  in  der  Umgehung  von  a 
stetig  und  differentiierbar  sein.  Dann  gelten  die  Sätze; 

1.  Wenk  f{x)  umd  fü/r  x = a stetig  sind  und  dort 

verschwinden,  so  ist 


f(x)  ,.  f'ix) 
lim  = lim  -tA 

* = a:  = a9>(«) 


2.,  Wenn  f(x)  und  (p(x)  für  x = a unendlich  werden,  wenn 
ferner  dieser  SteUe  von  Null  verschieden  ist  und  in 

der  Umgebung  das  Vorzeichen  nicht  ändert,  so  ist  ebenfalls 


Wenn  man  bei  Anwendung  dieser  Sätze  wieder  zu  Aus- 
drücken der  Form  oder  ~ gelangt,  so  geht  man  zu  höheren 

Differentialquotienten  weiter;  es  kann  aber  Vorkommen,  daß  man 
mit  dem  Verfahren  nicht  zu  Ende,  kommt  und  gleichwohl  ein 
Grenzwert  für  den  Quotienten  existiert.  (Vgl.  Pascal,  Esercizi 
e note  crit.  240.) 

Der  erste  Satz  geht  auf  Joh.  Bernoulli  (1694,  Brief  an 
FHo Spital),  der  zweite  auf  Euler  (Inst  calc.  diff.  (1755),  738) 
zurück.  Die  s-frenge  Behandlung  beginnt  mit  Oauchy;  ab- 
schließend bei  Stolz,  Math.  Ann.  14,  231  (1879). 

Andere  unbestimmte  Formen,  wie  0 • oo,  oo  — oo,  0®,  oo®, 
1*  können  stets  auf  die  oben  behandelten  zurückgeführt  werden. 
Die  folgenden  Beispiele  zeigen  Eigenschaften  der  darin  vor- 
kommenden Funktionen,  von  denen  oft  Gebrauch  zu  machen  ist. 


lim 

x=0 


sino; 

X 


1, 


x = 0 ^ 


1 


lim  = 0 

xs=  00 


und 


lim 

»=  oo 


für  jedes  positive  a und  m. 


0 
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Wenn  sich  die  Funktionen  /*(aj)  und  g}(x)  in  der  Um- 
gebung von  a,  d.  h.  für  a;  ~ a -f-  Ä in  Jfeihen  nach  Potenzen 
von  h entwickeln  lassen,  so  ist  es  oft  vorteilhafter,  an  Stelle  des 
obigen  Verfahrens  diese  Reihenentwicklungen  einzusetzen,  mit 
der  niedrigsten  im  Nenner  vorkommenden  Potenz  von  h zu 
kürzen  und  zur  Grenze  h =>  0 überzugehen. 

Über  unbestimmte  Ausdrücke  bei  Funktionen  von  weÄrcrew  Ver- 
änderlichen vgl.  Genocchi-Peano,  BiffeveniicUr.  (1899),  170 ff. 


§ 8.  Wachsende  und  abnehmende  Funktionen. 

Maxima  und  Minima. 

Eine  Funktion  f(x)  heißt  im  Punkte  x wachsend^  wenn 
sich  ein  Intervall,  zu  dem  x gehört,  angeben  läßt,  so  daß  inner- 
halb des  Intervalls  mit  jedem  Xy'>  x auch  da- 

gegen mit  jedem  Xq<^x  auch  f{x^  < f{x)  ist;  die  Funktion 
beißt  abnehmend  in  x^  wenn  innerhalb  eines  ebensolchen  Inter- 
valls mit  jedem  x^"^  x zugleich  f{oc^  < /“(a;) , dagegen  mit 
jedem  XqC^x  zugleich  f{x^  > f(x)  ist. 

Ist  f (x)  positiv,  so  ist  fix)  wachsend^  ist  f{x)  nega- 
tiv^ so  ist  f(x)  abnehmend. 

Wenn  für  den  Wert  a?  alle  Derivierten  bis  zur  (m — l)*®“ 
Ordnung  verschwinden  und  die  erste  nicht  verschwindende  Deri- 
vierte  f^^\x)  wngerader  Ordnung  ist,  so  ist  f{x)  wachsend  oder 
abnehmend,  je  nachdem  f^”\x)  positiv  oder  negativ  ist.  Ist 
aber  f^^^(x)  von  gerader  Ordnung,  so  nimmt  die  Funktion  im 
Punkt  X weder  zu  noch  ab,  was  geometrisch  durch  eine  zur 
.aj-Achse  parallele  Tangente  gekennzeichnet  ist. 

Eine  Funktion  f(x)  hat  im  Punkte  x ein  Maximum,  wenn 
die  Funktionswerte  an  den  zu  x benachbarten  Stellen  sämtlich 
Meiner  als  f{x)  sind,  d.  h.  wenn  sich  ein  Intervall,  innerhalb 
dessen  x liegt,  angeben  läßt,  so  daß  für  irgendeinen  nicht  mit 
X zusammenfallenden  Punkt  x^  des  Intervalls  < f(x)  ist. 
Dagegen  hat  f(x)  in  x ein  Minimum , wenn  die  Funktions.- 
werte  an  den  zu  x benachbarten  Steilem  sämtlich  größer  als 
/■(a?)  sind,  d.  h.  wenn  für  jedes  nicht  mit  x identische  x^ 
des  Intervalls  f (x^  ]>  /*(a;)  ist.  Als  gemeinsamer  Name  für 
Maximum  und  Minimum  hat  sich  die  Bezeichnung  Extremum 
eingebürgert. 

Soll  f(x)  im  PunM  x ein  Extremum  haben.,  so  muß  dort 
die  erste  Berivierte  Null  wid  die  erste  nicht  verschwindende 
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Berivierte  von  gerader  Ordmmg  sein,  und  zwar  wird  /‘(a?) 

em  Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem  f^‘^^(^x)  einen  ne- 
gativen oder  positiven  Wert  hat. 

In  der  Sache  übereinstimmend,  bei  Anwendungen  manch- 
mal brauchbarer  ist  folgendes  Kriterium;  Bei  einem  Extremum 
von  f(x)  wechselt  f{p^  das  Vorzeichen;  geht  es  dabei  (bei  wachsen- 
dem x)  von  positiven  zu  negativen  Werten,  so  hat  /’(aj)  ein  Maxi- 
mum., andernfalls  ein  Minimum. 

Über  die  Fälle,  in  denen  dieser  Satz  versagt,  B.  f{x) 
•nicht  differentiierbar,  mit  einseitigen  Differehtialquotienten-  u.  a. 
vgl.  Pascal,  Esercizi  etc.  215  ff.,  Stolz,  Grundz.  d.  Biff,-  u. 
Int.-Bech.  (1893)  1,  206. 

Eine  Funktion  von  mehreren  Veränderlichen  hat  an  einer 
Stelle  {x^^x^.,  . . •)  ein  Maximum  oder  Minimum.,  wenn  der 
Wert  der  Funktion  an  dieser  Stelle  größer  oder  Meiner  ist  als 
sämtliche  Funktions werte  in  der  Umgebung;  sind  also 
{i  = 1, 2, 3 . . .)  positive  Größen  und  /q , ...  irgendwelche 

Zahlen , die  den  Ungleichungen  — Ih  ^ ßi  genügen  und 
nicht  alle  gleichzeitig  Null  sind,  so  muß  bei  einem 

Maximum:  f{x.^  + x^  + • • •)  ~ ^2>  • • 0 ^ 

Mmimum:  f{x^  -f  Aj,  x^  -f-  . • .)  — iCg,  • • .)  > 0 

sein. 

Für  ein  Extremum  der  Funktion. iTg,..  • . ist  not- 
wendige Bedingung,  daß  die  ersten  partiellen  Bifferentialquotienten 
sämtlich  verschwinden  und  daß  die  niedrigste  Ordnung,  bei  der 
nicht  alle  partiellen  Differentialquotienten  Null  sind,  eine  gerade 
Zahl  ist. 

Sei  Tc  diese  Zahl,  so  hängt  die  Entscheidung,  ob  ein  Maxi- 
mum oder  Mmimum  stattfindet,  von  dem  Verhalten  des  im 
Taylor  sehen  Satz  auftretenden  symbolischen  Ausdrucks 


ab.  Dieser  stellt  eine  Form  Grades  in  Äj,  Äg,  . . .,  vor. 
Für  solche  Formen  (mit  geradem  A;)  gelten  die  Begriffe  definit., 
indefinit  und  semidefinit.,  wie  sie  auf  S.  123  für  quadratische 
Formen  erläutert  sind.  Ein  Extremum  ist  sicher  vorhanden, 
wenn  die  Form  definit  ist,  und  zwar  ein  Maximum,  wenn  sie 
beständig  negativ,  ein  Minimum,  wenn  sie  beständig  positiv  ist. 
Ist  F indefinit,  so  ist  die  betreffende  Stelle  kein  Extremum  der 
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Funktion.  Ist  aber  die  Form  semidefinit,  d.  h.  verschwindet  sie 
für  Werte  iPi,  die  nicht  alle  Null  sind,  während  sie 

für  alle  übrigen  Wertesysteme  dasselbe  Vorzeichen  hat,  so  er- 
fordert die  Entscheidung,  ob  ein  Extremum  stattfindet,  spezielle 
Untersuchungen,  wegen  derer  auf  Genocchi-Peano,  Differential/r., 
Scheeffer,  Math,  Ann.  35,  541  (1885),  Stolz,  Grrimäzüge  1, 
211  ff.  verwiesen  sei. 

Sei  nun  Ä = 2,  also  mögen  für  eine  Stelle  (a?!,  iCgj  • ■ ^») 

alle  ersten,  aber  nicht  alle  zweiten  Differentialquotienten  Null 
sein,  so  ist  F die  quadratische  Form 


wenn 


^ dx..dx. 
d*f 


. dx.dxj^ 

t=l  X=1  * * 


dx-dxj^ 
Determinanten 


'ik 


fikW'> 

wird.  Bildet  man  die  Reihe  der 


/ll  fl2  • • • fla 

Ul  Ui  • • • Ua 

\ fal  fai  • • • faa 


für  « — 1,  2,  . . 


SO  ist  F positiv  definit,  wenn  alle  positiv,  dagegen  negativ 
definit,  wenn  die  abwechselnd  negativ  oder  positiv  (mit  ne- 
gativem = fn)  sind. 

Bei  einer  Funktion  von  zwei  Variablen  ist  F definit,  wenn 
d^f  d^f  ( d^f  \2 

= 2^^ — 2 — (■  o ö — ) positiv  ist  und  die  Funktion  be- 

V 0 OCa  \ 0 0 OCq  / 

d^f 

sitzt  alsdann  ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem 

^und  damit  auch  negativ  oder  positiv  ist.  (Lagrange, 

Mise.  Taur.  1 (1759).)  Ist  Dg  < 0,  so  ist  F indefinit  und  kein 
Extremum  vorhanden;  der  semidefinite  Fall  ist  durch  Dg  = 0 
gekennzeichnet. 

Unter  einem  bedingten  Maximum  oder  Minimum  (relative 
Extreme)  versteht  man  ein  Extremum  der  Funktion 
wobei  zwischen  den  Variablen  k <C.n  Bedingungsgleichungen 
= 0,  9?g  = 0,  ^ 2iu  erfüllen  sind.  Man  führt  mit 

Lagrange  (Th.  d,  fonct.  268)  zweckmäßig  Multiplikatoren 


'2» 


,,  ein  und  bildet  die  n Gleichungen 
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k 


(/  = 1, 2, . . . n) 


Diese  müssen  im  Fall  eines  Extremums  erfüllt  sein  und  liefern 
zusammen  mit  den  gegebenen  Je  Gleichungen  Werte  für  ... 

...  Xk.  Ob  aber  diesen  Lösungen  wirklich  Extreme  ent- 
sprechen und  welcher  Art  sie  sind,  ist  durch  weitere  Unter- 
suchung zu  entscheiden.  (Vgl.  Stolz,  Grundzüge  1,  245.) 
Diese  Methode  ist  in  der  Ausgldchurjijsrechnung  bei  der  Aus- 
gleichung bedingter  Beobachtungen  von  Wichtigkeit.  (Korrelaten- 
methode.  Gauß,  TJieor.  comb,  observ.  Suppl.  § 11  (1826).) 


Kapitel  Vm. 
Integralreehnnng. 

Von  Paul  Epstein  in  Straßburg  i.  E. 


§ 1.  Das  unbestimmte  Integral.  Definition  und 
allgemeine  Sätze. 

Die  Integralrechnung  geht  davon  aus,  daß  eine  gegebene 
Funktion  aufgefaßt  wird  als  Bifferentiälquotient  eiAer  zu  be- 
stimmenden Funktion.  Ist  f(x)  gegeben,  so  ist  eine  Funktion 
F(x)  so  zu  bestimmen,  d9,ß  F' (x)  ===  f{po)  oder  f{x)dx  das 
Differential  von  F{o^  ist^  Man  nennt  dann  F{x)  das  Integral 
von  f(x)  oder  auch  nach  Lagrange  {Tlieor.  d.  fonct.  anal.) 
primitive  Funktion  von  f(x)  und  schreibt 

F(x)  = f f(x)  dx. 

Die  Funktion  f{x)  heißt  Integrand\  dieser  ist  also  der  Differentiai- 
quotient  des  Integrals.  Besitzt  f(^  ein  Integral  so  be- 

sitzt es  unendlich  viele,  die  man  durch  Hinzufögen  von  will- 
kürlichen  Konstanten  zu  F{p^  erhält.  Man  kann  daher  dem 
Integral,  um  es  völlig  festzulegen,  in  einem  Punk^  a einen  be- 
stimmten Wert  A vorschreiben;  es  ist  dann 

J^f{^)  ==  F(x)  — F(a)  -f  A. 

Eine  m einem  Intervall  stetige  Funktion  besitzt  dort  ein 
Integral^  welches  für  einen  Punkt  a des  Intervalls“  einen  will- 
kürlich vorgeschriebenen  Wert  A annimmt. 

Weitergehende  Bedingungen  für  die  Existenz  eines  Integrals 
kommen  in  der  Lehre  von  den  bestimmten  Integralen  zur  Sprache. 

Es  bestehen  die  allgemeinen  Sätze: 

1.  Einen  konstanten  Faktor  des  Integrandcn  kann  man  vor 
das  Integralzeichen  nehmen. 

2.  Das  Integral  aus  einer  Summe  von  Funktionen  ist 
gleich  der  Summe  der  Integrale  aus  den  einzelnen  Funktionen. 

3.  Eine  unendliche  Beihe  von  stetigen  Funktionen  läßt  sich 
in  einem  Intervall,  in  dem  sie  gleichmäßig  konvergiert.,  gliedweise 
integrieren,  und  die  Reihe  der  Integrale  konvergiert  in  demselben 


§ 1.  Das  unbestimmte  Integral.  Definition  u.  allgem.  Sätze.  47& 


Intervall  ebenfalls  gleichmäßig.  Aber  auch  bei  nicht  gleich- 
mäßiger Konvergenz  kann  gliedweise  Integration  zulässig  sein. 
Vgl.  Osgood,  Am.  Jowrn.  19,  155  (1894),  Arzela,  Bend.  Acc. 
Line.  (4)  1,  321  (1885),  Schoenflies,  Bericht  üh.  die  Mengen- 
lehre., Math.-Ver.  8 (1900)  Kap.  VII,  Borei,  Leg.  s.  l.  fonct.  de 
var.  rMles  (1905),  45,  Vital i,  Bend.  circ.  Palermo  23,  137 
(1907). 

Insbesondere  läßt  sich  eine  Potenzreihe,  sobald  sie  konver- 
giert, gliedweise  integrieren. 

4.  Sei  f{u,  v)  eine  aus  zwei  Funktionen  u,  v von  oc  zu- 
sammengesetzte Funktion  und  es  sei  das  Integral  ^ ?{u,  v)  dx 
auszuführen.  Läßt  sich  nun  die  Integration  ausfiUiren,  wenn 
man  v als  konstant  ansieht.,  so  möge  dieses  „partidle  Integral'^  mit 

f(u,  v)  dx  = y 

u 

bezeichnet  werden.  Dann  ist 


J* f{u.,  v)dx 


pdv 

dv 


=Jf(u,v)dx-fll^dx. 


Vgl.  hierzu  Worpitzky,  Lehrb.  d.  Biff.-  u.  Int.-Bech.,  Berlin 
1880,  73,  Brendel,  Math.  55,  248  u.  599  (1902),  Hatzi- 
dakis,  ebenda  57,  134  (1903). 

Gewöhnlich  versteht  man  unter  partieller  Integration  einen 
speziellen  Fall  dieses  Satzes,  wenn  nämlich  f{u>.,v)  — u*v  ist. 
Dann  ist 


J* uvdx  = v udx  —J*  udo^dx, 


oder  wenn  u ~ 


dw 

dx 


u ' ist: 


Dies  Verfahren  ist  anzuwenden,  wenn  man  einen  Faktor  des 
Integranden  als  Differentialquotienten  einer  Funktion  w erkennt. 

5.  Durch  Einführung  einer  neuen  Variablen  (Substitution) 
vermöge  der  Gleichung  x = 7p(z)  verwandelt  sich  das  Integral 

ff{x)dx  in 
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Ein  Integral  heißt  ausführbar^  wenn  man  es  durch  einen 
geschlossenen  Ausdruck  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  elemen- 
tar m Funktionen  darstellen  kann.  Man  versucht  es  dabei  mit 
Hilfe  von  partieller  Integration  und  Substitution  neuer  Variabler 
auf  eins  der  folgenden  Grundintegrale  (bei  denen  die  willkür- 
liche Konstante  weggelassen  ist)  zurückzuführen: 

= (w  + — 1),  J'^  = \ogai, 

J sin  xdx  = — cos  x,  los  xdx  = sin  x, 

/dx  . dx 

yi^x^  ^ J 1+^* 


arc  tg  X. 


§ 2.  Integration  wichtiger  Klassen  von  Funktionen. 

I.  Integration  rationaler  Funktionen.  Um  eine  rationale 
P(x) 

Funktion  ^ci  der  man  P(x)  von  niedrigerem  Grad  als 

Q(x)  voraussetzen  darf,  zu  integrieren,  zerlegt  man  sie  in 
Partialbrüche  (s.  Algebra  S.  262).  Es  treten  dann  für  jede  Wurzel 
a der  Gleicliung  Q{x)  — 0 Integrale  von  folgendem  Typus  auf: 


und 


a) 


f 


dx 


{x  — af  » — 1 {x—af~ 

Guter  diesen  Wurzeln  können  auch  komplexe  sein;  wenn  aber 
Q(x)  nur  reelle  Koeffizienten  hat,  sind  die  komplexen  Wurzeln 
paarweise  konjugiert,  und  die  zwei  derartigen  Wurzeln  «■+■  iß 
und  a — iß  entsprechenden  Integrale  lassen  sich  zu  solchen 
vom  Typus 


/ 


und 


A (x  — a)-\-  B 


(x  — a)*  -j- 


= Ä logYix  — cef  + ß^  + J arc  tg 

f — ^!±±_? . d»  (*  > 1) 

J {x'  + ipx  + qf  •' 


zusammenfassen,  wobei  (x  — cey  -j-  ß^  ==  2px  -]r  g ist.  Die 
letzteren  Integrale  werden  durch  partielle  Integration  auf  solche 
von  niedrigerem  Exponenten  Jt  zurückgefuhrt.  Setzt  man  näm- 


lich 


/ 


dx 


{x^  -f  2px  -f  qf 


— Jx  und  p^  — q = A,  so  ist 
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/ £fi±£ dx=^- ■ ^ 

J 2{yL—l){x^-\-2px-{-(if' 

und 

1 ( X A"  P 

2A(h  — 1) 

Man  hat  demnach  den  Satz:  Bas  Integral  einer  rationalen  Funk- 
tion hesteht  im  allgemeinen  aus  einem  rationalen  und  einem  tran- 
szendenten Teil.  Der  rationale  Bestandteil  rührt  von  den  mehr- 
fachen Wurzeln  von  = 0 her.  In  dem  transzendenten  Teil 
treten  folgende  Funktionen  auf: 

1)  für  jede  reelle  Wurzel  a von  §(a;)  = 0 die  Funktion 
log  {x  — a), 

2)  für  jedes  Paar  konjugiert  komplexer  Wurzeln  a ^ iß  die 

Funktionen  log  (jx  — a)^  -j-  ß^)  und  arc  tg  — ^ — • 

Die  Berechnung  des  rationalen  Teils  kann  auf  rationalem 
Wege  ohne  Kenntnis  der  Wurzeln  erfolgen,  wenn  man  die  Zerlegung 

P{x)  ^ (Pi{x)\  ^ A.{x  — g^.)  4-  B. 

Q{x)  dx\QAx))'^^x  — a^'^^  («  — + 

h i 

zugrunde  legt.  Darin  ist 

Q^{x)  = {x-  li)'*-' (x  — . . . (x  — 

wenn  die  mehrfachen  Wurzeln  von  § (ic)  = 0 und 

h Multiplizitäten  bedeuten,  und  daher  auch  (x)  der 

größte  gemeinsame  Teiler  von  Q(x)  wid  seiner  Berivierten.  (Vgl. 
'Baltzer,  Leipz.  Ber.  (1873),  535,  Hermite,  Cours  d’anal.  (1873), 
265,  Stolz,  Grundzüge  1,  285.) 

11.  Integrale  algebraischer  Funktionen.  Durch  eine  Gleichung 

/o(^)r  + + • • • + = 0, 

deren  Koeffizienten  ganze  rationale  Funktionen  von  x sind,  wird 
y als  algebraische  Funktion  von  x definiert.  Jede  in  x und  y 
rationale  Funktion  B{x,  y)  ist  ebenfalls  algebraische  Funktion 
von  X und  die  Gesamtheit  dieser  Funktionen  bildet  eine  Klasse 
oder  einen  Körper  algebraischer  Funktionen.  (Weber,  Algebra 

1,  491.)  Die  Integrale  solcher  Funktionen  E(x,y)dx  heißen 
Abel  sehe  Integrale.  Zur  Klassifikation  der  algebraischen  Funk- 
tionen und  ihrer  Integrale  dient  der  Begriff  des  Geschlechts.  Es 
wird  am  anschaulichsten  geometrisch  definiert.  Jeder  Funktion 
der  Klasse  entspricht  eine  algebraische  Kurve  und  ist  n ihre 

Pascal,  Bepertorium.  I.  2.  Aufl.  . 31 
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Ordnung^  d die  Anzahl  ihrer  Doppel-  und  Büclckehrpunlcte^  so 
ist  das  Geschlecht  p = \ {n  — l)(w—  2)  — d eine  für  alle 
Kurven  der  Klasse  konstante  Zahl.  Ist  das  Geschlecht 
Null,,  so  lassen  sich  die  Koordinaten  eines  jeden  Kurven- 
punktes als  rationale  Funktionen  eines  Parameters  t darstellen 
(rationalisieren),  und  die  Kurve  ist  eine  rationale  oder  unikur- 
sale  Kurve.  (Olebsch,  J.  f.  Math.  64,  43  (1864),  Cayley, 
Lond.  Math.  Soc.  1865  Okt.)  Folglich  kann  jedes  Ah el sehe 
Integral  vom  Geschlecht  p — 0 auf  das  Integral  einer  rationalen 
Funktion  zu/rückge führt  und  mithin  durch  elementare  FunJäionen 
ausgedrückt  werden.  Dagegen  sind  die  Integrale  von  alge- 
braischen Funktionen,  deren  Geschlecht  p'^  0 ist,  nicht  aus- 
führbar und  führen  zu  neuen  Transzendenten;  ihre  Theorie  wird 
eingehend  in  den  Kapiteln  18,  19  und  20  behandelt. 

Die  einfachsten  algebraischen  Funktionen  vom  Geschlecht 
Null  werden  durch  eine  quadratische  Gleichung  erzeugt,  deren 
Diskriminante  eine  lineare  oder  quadratische  Funktion  von  x ist. 
Man  kann  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  eine  reine 
quadratische  Gleichung,  also  die  Funktion  y ='\/ ax^ 2hx -\- c 
zugrunde  legen.^)  Die  hieraus  entspringende  Klasse  algebraischer 
Funktionen  It  {x,  y)  kann  auf  unendlich  viele  Arten  rationali- 
siert werden.  Ist  nämlich  aa?*-l-2&aj-|-c  = /’(;»)  und  sei  für 
irgendein  x — ^ der  Wert  von  y = rj,  also  — /*(!),  so  ist 


(1) 


t*-7  a ’ 


r(i)+2«»i 

— a 


eine  rationale  Parameterdarstellung  von  x vmd  y.  Es  wird  also  durch 

eine  Substitution  (l)  jedes  Integral  der  Klasse  J*B  {x,  y)dx  in 

das  Integral  einer  rationalen  Funktion  übergeführt.  Dabei  wird 

dx  — — dt,,  und  nach  Ausführung  der  Integration  ist 

t — a 

t — zu  setzen.  Sind  alle  im  Integranden 

vorkommenden  Größen  reell,  so  läßt  sich  | immer  so  wählen, 
daß  auch  die  Substitution  (l)  reell  ist. 

Sind  a,  ß die  Nullpunkte  der  Funktion  f{x),  also  f(x)  = 
a(x  — a)  {x  — ß)  und  nimmt  man  ^ = a,  so  liefert  (1)  die  ein- 
fachste Parameterdarstellung 


1)  Ißt  y — '\/aX’\-h  ^oder  allgemein  so  nimmt 

man  in  den  Integralen  J^B{x,y)  dx  einfach  y als  Integrationsvariable. 
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X = 


a — ß 


und  es  ist 


T X — a 


Als  wichtige  Beispiele  dieser  Integrale  seien  die  folgenden 
angeführt,  wobei  /*(ic)  — A = h^  — ac, 

(p(x,  I)  = ax^  -f  6(a;  + I)  + c ist: 


I y7(^dx= 


1 . ax-^b 

arc  sin -irr— 

y—a  j/A 

ax-j-  b ^ /-T7-\  A 


Vfi^  - 

2a  + 


2a  " ' V / 
ax-\-b  ^ . A 


a>0 
a<0 

log(  ax  + 6+l/a/-(*)),  «>0 
ax-\-b 


2 a]/ — a 


— arc  sm 


l/A 


/, 


dx 


Dagegen 


y/ii) 

1 


log 

qp(^.l) 


V 


AI) 

(Ix 


arc  sin 


(«— |)]/A 

VÄ^) 


a<0 

/•(l)>o 

/•(l)<0. 


I)}/A^) 


(aj-DVA’ 

wenn  /’(!)  = 0 ist. 

Auf  das  erste  und  die  beiden  letzten  Integrale  lassen  sich 
alle  Integrale  der  Klasse  durch  Partial bmchzerlegung  zurück- 
führen. Vgl.  die  auf  Weierstraß  zurückgehende  Darstellung 
bei  Stolz,  Crrmidzüge  1,  312;  2,  126,  sowie  die  für  die  all- 
gemeine Theorie  der  Abel  sehen  Integrale  grundlegende  Ab- 
handlung von  Äronhold,  J.  f.  Math.  61,  95  (1863). 

Das  zuletzt  angeführte  Integral  ist  eine  algebraische  Funk- 
tion und  zwar  von  derselben  Klasse  wie  der  Integrand.  Das 
entspricht  einem  allgemeinen  Satz  von  Abel,  J.  f.  Math.  4,  264. 
Vgl.  Laplace,  Theor.  anal.  d.  probabilites  3.  ed.  (1820)  S.  7, 
Liouville,  J.  ec.  polyt.  14,  149. 

Ein  Integral  von  der  Form  f*x^{aoifl  -j-  by dx  = J(p,  q,r) , in 
dem  p,  (/,  r rationale  Zahlen  sind,  heißt  ein  binomisches  Integral. 
Es  können  dabei  p und  q als  ganze  Zahlen  vorausgesetzt  werden, 
was  nötigenfalls  durch  eine  Substitution  x = erreicht  wird, 
und  überdies  darf  q als  positiv  angenommen  werden. 

31* 
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Ein  binomisches  Integral  ist  in  den  folgenden  Fällen  aus- 

P “f“  I P “4“  I 

führbar:  1.  wenn  r,  2.  wenn  ^ — , 3.  wenn  + r eine 

ganze  Zähl  ist. 

In  den  beiden  letzten  Fällen  wird  das  Integral  durch  die 
Substitution  ax"^  b — y bezw.  a -{•  bx'~^  — y in  das  Integral 
einer  Funktion  übergeführt.  (Newton  1676.  Opusetda 

1,  335.)  Tschebyscheff  (J.  d.  math.  18,  87  (1853))  hat  be- 
wiesen, daß  diese  Fälle  die  einzigen  sind,  in  denen  sich  das 
binomische  Integral  auf  algebraische  und  logarithmische  Funk- 
tionen zurückführen  läßt. 

Jedes  binomische  Integral  kann  auf  ein  solches  reduziert 
werden,  bei  dem  0 ^ r < 1 ist  und  p wnd  q ganze  Zählen  sind, 
so  daß  0 < g.  Dazu  dienen  die  durch  partielle  Integration 

gewonnenen  Formeln; 

+ >•)  «,  »•)  = + i)'  + hrj{p,  q,r—  1), 

+ rjaJ(p,  q,r)  = (axi  + by+’- 

— (^^  — l)bJ(p  — q,g.r). 


III.  Eie  Integration  transzendenter  Funktionen  sucht  man 
durch  geeignete  Substitutionen  auf  diejenige  von  rationalen 
Funktionen  zurückzuführen.  Das  gelingt  in  folgenden  Fällen, 
wobei  B das  Zeichen  für  eine  rationale  Funktion  bedeutet. 

1.  J B{e^^)dx  durch  die  Substitution  e®*  — y,.  also 


Hierher  gehören  Integrale,  wie; 


/■ 

/ 


c®®  sin  bxdx  = e®® 


c®®  cos  bx  dx  = c®® 


asin  bx  — h cos  bx 
a cos  6a?  -4-  5 sin  bx 


2.  ^R(sm  Xj  cos  x^dx  durch  die  Substitution  tg  ^ a-lso 


sin  X — 


cosa?—  — 


So  ist  z.  B. 
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1 , . /ä  X — 

a sina;  -f-  ^ cos  a ~~  & & \^4  i~  “2  / ’ 


worin  k = arc  tg  — , 


/ 2 •'  a ' fl/" 

J aco%^  x-\-h  sin*  x -j/^  5 ° \ r a ° / 


+ fe8in*a;  j/^ 

dx  1 ya-\-yhigx 

cos^Ä  - h sin*«  2]/ä6  yä  — f/dtg«  * 

Auf  die  letzten  Integrale  werden 

^(1) 


/ a + & cos  « ^ { 


(a  4-  b)  cos*  ^ 4-  (a  — &)  sin*  ^ 

A d 


und 


/. 


d« 


a 4"  ^ cos  « 4“  c sin  « 


(r  =1/6®  + c®,  A = axc  tg 


4"  r cos  («  — il) 

zurückgeführt. 

Die  Integrale  von  der  Form  J sin*”  x cos**  xdx  werden  durch 
SubstitutioneUj  wie  sin  « = ^ oder  tg  x — 0,  in  binomische  Inte- 
grale verwandelt.  Auch  kann  man,  wenn  m n nicht  Null 
ist,  durch  die  Formeln 


/■ 


sin*"  « cos”  a;d«= 


gin»*  + 1 ^ cos"  ^x  , n 


m-\-n 


sin  ^ X cos  X , m — 9 „ j 

^ — / sin”*“^«  cos"  X dx 

m-\-n 


i/sin-.cos»- 

1 r. 

— I si] 

nj 


^xdx 


die  Exponenten  im  Integranden  auf  Werte  zwischen  — 1 und 
1 reduzieren. 

3.  Bedeutet  P ein  Polynom  und  sind  a,  ß,  ...  (i  irgend- 
welche Zahlen,  so  ist  das  Integral  • • • e^^)dx 

stets  ausführbar,  denn  es  besteht  aus  einer  endlichen  Anzahl  von 
Integralen  der  Form 
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J da^y«-  y 

r 

: + l [ 


(-  ly 


1 — ax-\~ 


(axy  (ax)' 

~2!  sV 


H- 


— n\  y 

Ein  Integral  J*^R{po)dx  wird  durch  Partialbrüche  in  eine  An- 


n 

J (x~a)^  + 


zahl  Integrale  von  der  Form  Ä 
werden  vermöge  der  Formel 

e^'dx  _ ^ r e^dx 

^ wte— ar  ^ J f£C  — 


j zerlegt,  und  diese 


/ 


{x-ay 


(x  — ay 


schließlich  auf  eine  mit  e®  multiplizierte  rationale  Funktion  und 

Ce^  dx 

ein  Aggregat  von  Integralen  der  Form  A 1 reduziert.  Die 

e/  ^ ^ 

letzteren  lassen  sich  nicht  durch  elementare  Funktionen  aus- 
drücken;  sie  werden  aber  sämtlich  auf  eine  einzige  neue  trän- 

— dz^  den  IntegraUogarithmus  li{e^)  zurück- 

geführt.  Ebenso  führen  die  Integrale  von  der  Form J*^mxB{x)dx 

und ^ ßos  xB{x)dx  7M  den  Transzendenten  dz. 


Vgl.  zu  diesem  Paragraphen:  Hermite,  Cours 
1873,  S.  261—356,  Hardy,  The  Integration  of  functions  of  a 
single  variable.,  Cambridge  tracts  in  Mathematics  1905. 


§ 3.  Das  bestimmte  Integral.  Definitionen. 

I.  Der  Übergang  vom  unbestimmten  zum  bestimmten  Inte- 
gral wird  am  einfachsten  durch  die  geometrische  Anschauung 
vermittelt.  Nimmt  man  auf  der  Kurve  y = f{x)  einen  festen 
Punkt  nut  der  Abszisse  x = a,  so  ist  der  Inhalt  der  Fläche 
von  der  zugehörigen  Ordinate  bis  zu  der  Ordinate  irgendeines 
Kurvenpunktes  mit  der  Abszisse  x eine  gewisse  Funktion  von 
X,  und  man  zeigt,  daß  der  Bifferentialquotient  dieser  Fu/nktion 
gleich  der  Endordinate.,  also  gleich  f{x)  ist.  Daraus  folgt, 

daß  der  gesamte  Flächeninhalt  durch  das  Integral  J*f{pc)dx 
angegeben  wird,  aber  darin  ist  die  Konstante  so  zu  bestimmen, 
daß  das  Integral  für  a;  = a den  Wert  Null  hat.  Man  bezeichnet 
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X 

alsdann  das  Integral  durch  dx,  und  wenn  F{o^  einen  Wert 

a 

(d  JF  \ 

also  f(p^))  1 so  ist 

das  bestimmte  Integral  zwischen  den  Grenzen  a und  x definiert 
durch  ^ 

X 

(1)  Jf{x)dx  ==  F(x)  — F{a). 

a 

n.  Zu  einer  anderen  Definition  des  bestimmten  Integrals 
gelangt  man,  wenn  man  den  Begriff  des  Flächeninhalts^  der  zu- 
nächst nur  für  geradlinig  begrenzte  Flächenstücke  Bedeutung  hat, 
genauer  zu  präzisieren  sucht.  Hierauf  beruhen  die  Definitionen 
von  Cauchy  (/.  ec.  pol.  19,  571  (1823))  und  die  umfassendere 
von  Riemann  (Hab.-Sehr.  Gött.  1854  = Werhe.,  239),  nämlich: 

Es  sei  f{x)  in  dem  endlichen  Intervall  (a,  b)  eine  begrenzte 
Funktion^).  Man  zerlegt  das  Intervall  in  irgendeiner  Weise  in 
Teilintervalle  d^.,  d^.,  . . . d^^  und  es  sei  x^  der  Wert  von  x an 
einer  beliebigen  Stelle  des  Teilintervalls  d^.  Man  bildet  dann 
die  Summe 


J = d^f{x^  -f  d^f{x^  H -f  dj{x^ 

und  betrachtet  ihr  Verhalten,  während  man  die  Anzahl  der 
Teilintervalle  beständig  so  vermehrt,  daß  alle  gegen  Null  kon- 
vergieren. Wenn  dann  diese  Summe  einen  bestimmten  Grenz- 
wert besitzt.,  der  unabhängig  ist  von  der  Art  der  Teilung  des 
Intervalls  (a,  5)  und  von  der  Wahl  der  Funhte  so  nennt 
man  f(x)  integrierbar,  und  der  Grenzwert  heißt  das  bestimmte 
Integral  von  f{x)  zwischen  den  Grenzen  a und  b.  Man  schreibt 
6 

(2)  ff{x)dx  = lim  [dj{x^)  + dM  + • • • + 


Diese  Auffassung  des  Integrals  als  Grenzwert  einer  Summe 
ist  älter  als  die  auf  der  Umkehrung  der  Differentialrechnung 
beruhende;  sie  geht  allgemein  auf  Leibniz  {Mscr.  vom  29.  X. 
1675)  zurück,  findet  sich  aber  in  einzelnen  Beispielen  — ent- 
sprechend dem  aufs  Konkrete  gerichteten  Charakter  der  griechi- 
schen Mathematik,  die  den  Begriff  der  Funktion  nicht  kannte  — 


1)  Fonction  bornee,  d.  h.  die  Funktion  bleibt  immer  zynischen 
zwei  endlichen  Zahlen  A und  B. 
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bereits  bei  Archimedes  (287 — 212  v.  Chr.)  in  der  Schrift  über 
die  Quadratur  der  Parahel  und  namentlich  in  der  erst  1906  ge- 
fundenen Abhandlung  von  den  mechanischen  Lehrsätzen  (vgl.  Hei- 
berg  und  Zeuthen,  Bihl.  Math.  (3)  7,  321  (1907)) 

Die  folgenden  Sätze  lassen  die  Tragweite  und  den  Geltungs- 
bereich der  Riemannschen  Definition  erkennen; 

1.  Sei  D.  die  Schwankung  der  Funktion  f(x)  innerhalb  des 
Teilintervalls  d^  (vgl.  S.  34),  so  ist  notwendige  vmd  hinreichende 
Bedingung^  damit  f{oc)  integrabel  ist,  daß  die  Summe  '^d^D^ 
den  Grenzwert  Null  besitzt. 

2.  Damit  ((oc)  mtegrierhar  ist,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend.,  daß  die  Summe  derjenigen  Teilintervalle.,  in  denen  die 
Schwankung  von  f(^x)  größer  als  eine  positive  Zahl  s ist,  hei 
wachsendem  n beliebig  klein  wird. 

3.  Damit  f(x)  integrierbar  ist,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  die  Menge  ihrer  Unstetigkeitspunkte  innerhalb  (a,  b) 
den  Inhalt  Null  (vgl.  S.  29)  besitzt. 

Insbesondere  sind  folgende  Funktionen  integrierbar; 

a)  Alle  innerhalb  (a,  b)  endlichen  und  stetigen  Funktionen. 

b)  Alle  innerhalb  (a,  b)  endlichen  und  abteilimgsweise  monO'- 
tonen  Funktionen  (vgl.  Differentialrechnung  § 2). 

c)  Die  innerhalb  (a,  b)  endlichen  Funktionen  mit  einer 
endlichen  Anzahl  von  ünstetigkeiten  und  diejenigen  punktiert  um- 
stetigen  Funktionen  (vgl.  S.  37),  deren  Unstetigkeitspunkte  eine 
endliche  AnzaU  von  Häufungsstellen  besitzen  (allgemeiner  eine 
abzahlbare  Menge  bilden). 

d)  Diejenigen  innerhalb  (a,  b)  endlichen  - und  pumMiert  un- 
stetigen Funktionen,  bei  denen  die  Anzahl  der  Sprung e^  die 
größer  sind  als  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  £,  stets  end- 
lich ist  und  nur  bei  unbeschränkter  Abnahme  von  e über  jedes 
Maß  hinaus  wachsen  kann. 

Der  Satz  von  Hankel  (Math.  Ann.  20,  92  (1870)),  daß 
jede  innerhalb  (a,  b)  punktiert  unstetige  Funktion  dort  integrier- 
bar sei,  ist  nicht  richtig  (Smith,  Land.  Math.  Soc.  6,  148  (1875), 
Volte rra,  Giorn.  di  Math.  19,  76  (1881)),  während  umgekehrt 
jede  integrierbare  Funktion  innerhalb  des  Integrationsintervalls 
nur  punktiert  unstetig  werden  kann. 

4.  Eine  integrierbare  Funktion  darf  man  innerhalb  des  Inte- 
grationsintervalls-in  den  Punkten  einer  Punktmenge  erster  Gattung ') 
beliebig  abändern,  ohne  daß  sich  der  Wert  des  Integrals  ändert. 

1)  d.  h.  eine  Punktmenge  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Ab- 
leitungen (vgl.  S.  28). 
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ö.  Stetige  Funktionen  von  integrierbaren  Funktionen  sind 
wieder  mtegrierhar. 

Eine  unmittelbare  Folge  der  Definition  ist  der  Satz:  Der 

b 

Quotient  ^ dx  kann  als  der  Grenzwert  des  arithme- 

a 

1 ” 

tischen  Mittels  — der  n Werte  der  Funktion  in  he- 

^ 1 ^ 
liebigen  Teilpunkten  des  Intervalls  (a,  b)  angesehen  werden.  Über 
die  hieran  anknüpfenden  Näherungsmethoden  zur  Berechnung 
bestimmter  Integrale  (mechanische  Quadratur)  vgl.  Differenzm- 
rechnu/ng  § 4. 

Von  den  an  Biemann  anknüpfenden  und  seine  Ideen 
weiterführenden  Arbeiten  seien  genannt:  Darboux,  ec.  norm. 

(2)  4,  (1875),  Thomae,  Einl.  in  d.  Theor.  d.  best.  I.  (1875), 
Ascoli,  Äcc.  Line.  Atti  (1876),  863.  Vgl.  die  Darstellungen 
in  Dini,  Grundlagen  und  Jordan,  Gours  d'analyse. 

in.  Neuerdings  ist  der  Integralbegriff  durch  Lebesgue 
bedeutend  erweitert  worden,  und  zwar  auf  Grund  des  Begriffs 
des  Inhalts  einer  Punktmenge  (S.  29).  Während  bei  Biemann 
ein  Intervall  {a,  b)  der  wiabhängigen  Variablen  in  Teilintervalle 
zerlegt  wird,  zerlegt  Lebesgue  die  Gesamtschwanku/ng  der 
Funktion  innerhalb  {a,  5).  Sei  also  y — f{x)  eine  begrenzte 
Funktion,  m ihre  untere,  M ihre  obere  Grenze  innerhalb  (n,  5); 
wählt  man  zwischen  m und  M eine  Beihe  von  wachsenden 
Funktionswerten,  so  daß 

wt  = 2/o  < 2^1  < ^2  • • * < yn-i 

ist,  so  bilden  die  Werte  von  x,  für  die  y^_^  ^yi 

ebenso  diejenigen,  für  die  y^  ==  f(x)  ist,  jedesmal  eine  Punkt- 
menge. Wenn  nun  jede  dieser  Punktmengen  meßbar  ist,  und 
zwar  bei  jeder  beliebigen  Wahl  der  Zwischenwerte 
so  heißt  die  Funktion  f{x)  meßbar  innerhalb  (a,  5).  Sei  nun  e^ 
der  Inhalt  der  zu  yi_i  <C  f{x)  < y^  gehörigen,  e!  der  Inhalt  der 
zu  y^  = f{x)  gehörigen  Punktmeng e\  wenn  dann  die  Summen 

n n n n 

(3)  s=2eiyi+2^iyi 

11  11 

bei  unbegrenzter  Vermehrung  yon  n unabhängig  von  der  Wahl 
der  Zwischenwerte  y^  zu  derselben  Grenze  J konvergieren,  so 
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heißt  f{x)  summierhar^  und  J ist  das  Integral  von  f{x)  im  Intern 
vall  (a,  h).  Es  gilt  der  Satz; 

Damit  eine  begrenzte  Funktion  summierhar  ist,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  sie  meßbar  ist. 

Der  Lebesguesche  Integralbegriff  ist  umfassender  als  der 
Riemannsche  und  enthält  ihn  als  besonderen  Fall,  denn  der 
Begriff  der  meßbaren  Funktionen  ist  weiter  als  der  der  inte- 
grierbaren. Man  kennt  keine  begrenzte  Funktion,  die  nicht 
siimmierbar  ist;  insbesondere  sind  alle  unstetigen  Funktionen 
irgendeiner  Bair eschen  Klasse  (vgl.  S.  37)  summierbar. 

Lebesgue  hat  seinen  Integralbegriff  auch  auf  nicht  be- 
grenzte Funktionen  ausgedehnt;  dabei  zeigt  sich  aber  der  merk- 
würdige Umstand,  daß  es  unter  diesen  Funktionen  solche  gibt, 
die  im  gewöhnlichen  Sinn  integrierbar.,  aber  nicht  summier- 
bar sind. 

Über  die  Theorie  von  Lebesgue  vgl.  Lebesgue,  Ann. 
di  mat.  (3)  7,  231  (1902)  und  dess.  Verf.  Leg.  s.  Vintegration, 
Paris  1904;  Borei,  Leg.  s.  l.  fonct.  de  var.  reelles,  Paris  1905, 
Schön  flies,  Entwickl.  d.  Lehre  v.  d.  Punktmannigf.  2,  318 
(1908). 

Stellt  man  das  bestimmte  Integral  in  der  Definition  von 
Riem  ann  oder  Lebesgue  an  die  Spitze  der  Integralrechnung, 


so  wird  das  unbestimmte  Integral  als 


dx^  mit  einer  will- 


a 


kürlichen  unteren  Grenze  a definiert,  d.  h.  es  wird  das  be- 
stimmte Integral  als  Funktion  der  oberen  Grenze  betrachtet. 
Es  bestehen  die  folgenden  Sätze,  durch  die  der  Zusammenhang 
zwischen  der  ersten  und  der  Riemannschen^  Definition  her- 
gestellt  wird: 


1.  Die 


Integralfimküon  J*f{x)  dx  ist  eine  endliche  und  stetige 


Funktion  von  x. 

2.  Ist  auch  fix)  eine  stetige  Funktion,  so  besitzt  die  Integral- 
funktion in  jedem  Punkt  x eine  bestimmte  Derivierte,  deren  Wert 
gleich  fix)  ist. 

3.  Fundarmentalsatz  der  Integralrechnung.  Falls  die 
stetige  Funktion  Fix)  in  jedem  Pu/nkt  eine  bestimmte  endliche 
Derivierte  fix)  besitzt,  so  ist 


X 

Jfix)  dx  = Fix)  — Fia) . 

a 
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Es  ist  aber  die  erste  Definition  des  bestimmten  Integrals 
nicht  völlig  äquivalent  mit  der  ßiemannschen,  denn  einerseits 
gibt  es  Funktionen,  die  im  Eiemannschen  Sinn  ihtegrabel  sind, 
aber  kfeine  primitive  Funktionen  besitzen,  andererseits  gibt  es 
primitive  Funktionen,  deren  Derivierte  nkiht  im  Eiemannschen 
Sinn  integrabel  sind.  Vgl.  Du  Bois-Eeymond,  Math,.  Änn. 
16,  115  (1880),  Pasch,  ebenda  30,  153  (1887),  Volterra, 
Giorn.  di  Mat.  19,  76  (1881),  Scheeffer,  Acta  Mat  5,  183  u. 
279  (1884),  Hahn,  Monatsh.  f.  Math.  16.  161  (1905). 

Uneigentliche  hcstimmte  Integrale.  Die  Eiemannsche  De- 
fibnition  versagt  in  folgenden  Fällen: 

1.  wenn  f{pc)  im  Integrationsintervall  Unendlichheitsstellen 
besitzt, 

% wenn  das  Integrationsintervall  unendlich  groß  ist. 

Wenn  es  nun  gelingt,  durch  geeignete  Festsetzungen  das 

b 

Integral  jf(x)dx  auch  in  diesen  Fällen  zu  definieren,  so  nennt 


man  ein  solches  Integral  ein  umeigentliches  Integral.  Cauchy, 
J.  ec.  polyt  19,  572  (1823). 

Im  folgenden  sei  a<!5  vorausgesetzt,  was  nach  dem  ersten 
Satz  im  folgenden  Paragraphen  stets  erreichbar  ist. 

Es  möge  also  die  Funktion  f(x)  in  einem  Punkt  c des 
Intervalls  (a,  5)  unendlich  werden,  aber  in  den  Teilintervallen 
(a,  c — d)  und  {c  + £,  5)  integrierbar  sein,  wie  Mein  man  auch 
die  positiven  Zahlen  6 und  s annehmen  mag;  man  definiert  dann 


ff(x)dsc  = 


lim 

<y=o 


e-d  b 

dx  -p  lim  dx, 

a * ~ ® c + e 


vorausgesetzt,  daß  diese  Grenzwerte  existieren,  endlich  und  un- 
abhängig sind  von  der  Art.,  wie  8 und  e gegen  Null  konvergieren. 
Wenn  f{x)  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  . . . c^ 
unendlich,  im  übrigen  aber  integrierbar  ist,  so  wird  ebenso 


dx  — lim 

di=0 


Cj—  <^1  Cj—  Ja  Ca“  Ja 

f -}-  lim  C + lim  f + 

a *i=0e+»i  Ca+«a 

Jj=0  ^ Ja=0 


+ lim  f 
« =0  - *1* 


definiert.  Wird  /’(ic)  in  unendlich  vielen  Punkten  von  (a,  5) 
mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Häufungsstellen  unendlich  und 
schneidet  man  die  Umgebungen  Wj , oog , . • . aller  Häufungs- 
stellen heraus,  so  zerfällt  (a,  6)  in  x -j-  1 Teilintervalle,  deren 
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jedes  nur  eine  endliche  Anzahl  von  ünendlichkeitsstellen  ent-  f 
hält.  Wenn  nun  auf  Grund  der  letzten  Definition  das  Integral  | 
über  jedes  Teilintervall  existiert,  wie  klein  man  auch  «i,  ©g, ...  Wx 
wählen  mag,  so  wird  die  Summe  dieser  Integrale  für  lim  Wj  = 0,  ' ^ 
b I 

. . . lim  Wx  = 0 als  J f(x)dx  definiert.  Entsprechend  kann  man  1 

a 

ZU  Definitionen  des  Integrals  kommen,  wenn  f(x)  in  den  Punkten 
einer  Pimktmenge  erster  Gattung  unendlich  wird.  (Vgl.  Dini, 
Grundlagen  S.  406.) 

Es  kann  Vorkommen,  daß  im  allgemeinen  keine  bestimmten 


Grenzwerte  existieren  und  dennoch  sich  für  J^f(x)dx  ein  be- 


stimmter Wert  ergibt,  wenn  man  eine  Beziehumg  zwischen  den 
gegen  Null  konvergierenden  Größen  8 wnd  e annimmt;  (Beispiel 
+ 1 

/dx 

— = ln  a,  wenn  d = a • e).  Für  den  Fall  eines  einzigen 


-i 

ünendlichkeitspunktes  c im  Intervall  {a,  h)  nennt  Cauchy  den 
aus  der  Annahme  d = s sich  ergebenden  Grenzwert,  falls  er 
existiert,  den  Hauptwort  des  Integrals.  Auch  Dirichlet  hat 
hiervon  Gebrauch  gemacht  ( Vorl.  üb.  bestimmte  I.  herausgeg.  von 
Arendt  1904),  jedoch  ist  die  Notwendigkeit  der  Einführung 
dieses  Begriffes  bestritten  worden.  (Riemann,  Werke,  S.  225, 
Kronecker,  Vorl.  üb.  die  Theor,  d.  Integrale  S.  210.) 

Wird  das  Integrationsintervall  unendlich,  indem  entweder 
die  obere  oder  die  untere  Grenze  oder  beide  unendlich  groß 
werden,  so  definiert  man 


w u 

I f(x)  dx  — lim  I f{x)  dx, 

a ^ = « a 

* ^ 

I f{x)  dx  = lim  j f{x)  dx, 

00  b 

dx  = lim 


6=  + 


Dabei  muß  im  letzten  Fall  der  Grenzwert  unabhängig  sein  von 
der  Beihenfolge  und  der  Art  des  Unendlichwerdens  von  a und  b. 
Auch  hier  kann  es  Vorkommen,  daß  er  nur  unter  Annahme 
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einer  bestimmten  Beziehung  zwischen  a und  h existiert;  ins- 

4-a 

besondere  ist  der  Grenzwert  lim  j f(x)  dx^  falls  er  vorhanden 

« = * -« 

ist,  der  Haupkvert  des  Integrals. 

Wenn  die  angegebenen  Grenzwerte  für  ein  uneigentliches 
Integral  existieren  und  endlich  sind,  so  heißt  das  Integral  Jcon- 
vergent;  es  heißt  absolut  konvergent^  wenn  auch  das  mit  dem 
absoluten  Wert  der  Funktion  gebildete  Integral  konvergiert,  be- 
dingt konvergent^  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist. 

Es  bestehen  die  Sätze:  1.  Ist  /“(aj)  im  Endpunkt  b des 
endlichen  Intervalls  {a,  b)  unendlich,  sonst  aber  im  ganzen 

Intervall  integrierbar,  so  ist  zur  absoluten  Konvergenz  von 
6 

J*f{x)dx  hinreichend  die  Existenz  einer  positiven  Zahl  ft  < 1, 

a 

^so  daß  lim  {x  — bYf(x)  existiert  und  endKch  ist. 

* = 6—0 

2.  Wenn  unter  den  gleichen  Voraussetzungen  überdies  f(x) 

b 

in  (a,  b)  sein  Zeichen  nicht  wechselt,  so  ist  da?  sicher  Äer- 

a 

t,  sobald  I (a;  — 6)  f(x)  | im  ganzen  Intervall  und  auch  für 


X = b größer  als  eine  bestimmte  positive  Zahl  bleibt 

CO 

3.  Zur  absoluten  Konvergenz  von  f(x)  dx  ist  hinreichend 

a 

die  Existenz  einer  Zahl  ft  ]>  1,  so  daß  lim  aff(x)  existiert  und 

x = <o 

endlich  ist. 

4.  Wenn  f(x)  im  Intervall  (a,  oo)  sein  Zeichen  nicht 


wechselt,  so  ist  Jf(x)dx  sicher  divergent^  sobald  \x  f{x)  \ im 

i ^ 

ganzen  Intervall  und  auch  für  x = oo  größer  als  eine  bestimmte 
positive  Zahl  bleibt. 

Vgl.  hierzu  ßiemann,  Werke.,  229,  Du  Bois-Reymond, 
C J.  f.  Math.  76,  88  (1872),  Pringsheim,  Math.  Ann.  37,  591 
( (1890),  Dini,  Grundlagen.,  Kap.  17  u.  18,  Stolz,  Grundzüge 

1,  401.  Weitere  Literatur  hei  Pascal,  Esercizi  e note  cri- 
tiche  272. 

Durch  den  folgenden  Satz  wird  für  eine  wichtige  Klasse 
von  Integralen  die  Konvergenz  (nicht  aber  die  absolute  Kon- 
vergenz) gesichert; 


i 
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Ist  g){x)  eine  Funktion  von  der  Art,  daß  das  Integral 

X 

J^g)(x)dx  mit  unendlich  wachsendem  x in  endlichen  Grenzen 

a 

bleibt  (z.  B.  g)(ic)  ==  sin  ax  oder  cos  aic),  so  ist  zur  Konvergenz 

00 

des  Integrals  J f{x)  (p{x)  dx  hinreichend,  daß  die  Funktion  fix) 

a 

im  Integrationsintervall  endlich  bleibt  und  daß  ihr  absoluter 
Wert  bei  wachsendem  x beständig  zu  Null  abnimmt. 

a 

Schließlich  sei  der  Satz  erwähnt:  Ist  das  Integral  J'fixf)  dx 

0 

konvergent  und  ist 

4-<i  a 

1.  fix)  gerade  Funktion,  so  ist  ^f{x)dx^  2 ^fix)dx^ 


+ a 


2.  fix)  ungerade  Funktion,  so  ist  Jf{x)dx  = 0. 


§ 4.  Haupteigenscliaften  der  bestimmten  Integrale. 


Die  allgemeinen  Sätze  über  unbestimmte  Integrale  (§  1) 
sind  sinngemäß  auf  die  bestimmten  Integrale  zu  übertragen. 
Dazu  kommen  noch  folgende  Sätze: 

1,  Bei  Vertauschung  der  Grenzen  ändert  ein  bestimmtes 
Integral  nur  das  Vorzeichen: 

b a 

ffix)  dx  = — Jf{x)  dx. 

a b 

2.  Gehören  a,  b,  c oder  allgemeifter  a,  b,  Cg,  . . . einem 
Intervall  an^  in  dem  fix)  integrierbar  ist,  so  ist 


v V 

J^fi^)  dx  = J*fi^)  dx  J^fi^) 

a a c 

c*  b 

Jf(x)  dx  = J^fip)  " ' Jf{^)  H" 


und 


<^n-\ 
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3.  Ist  m die  untere^  M die  obere  Grenze  von  f{x)  im 
Intervall  {a,  b),  so  ist  stets 


m 


4.  Erster  Mittelwertsatz.  Sind  f(x)  und  (p(x)  im  Intervall 
(a,  b)  integrierbar  und  behält  dort  q>{x)  sein  Zeichen,  so  ist 


0 0 u 

J*(p(x)  dx  ^jy(x)cp(x)  dx^M J^cpixi)  dx. 


Ist  f(x)  stetige  Funktion,  so  gibt  es  einen  Funktionswert  f(^) 
in  einem  bestimmten  Punkt  | des  Intervalls  (u,  b),  so  daß 

b b 

jy(x)g)Qß)  dx  — f(^')J^(p(x)  dx. 


Cauchy-Moigno,  Calc.  integr.  2,  48  (1844),  Diricblet, 
Werke  1,  137.  Übertragungen  auf  komplexes  Gebiet  von  Dar- 
boux,  J.  de  math.  (2)  3,  294  (1876)  und  Weierstraß  (vgl. 
Hermite,  Cours  d'analyse  4.  ed.  1891,  S.  62). 

5.  Zweiter  Mittelwertsatz.  Sind  f{x)  und  (p(x)  im  Intervall 
(a,  b)  integrierbar  und  ist  f(x)  dort  monoton.,  so  ist 

b ^ b 

dx  = /“(a)  dx  + dx. 

a ' a § 

Bonnet,  J.  de  math.  14,  249  (1849),  Du  Bois-Reymond, 
J.  f.  Math.  69,  81  (1869),  Holder,  Gott.  Anz.  (1894),  519, 
Pringsheim,  Münch.  Ber.  (1900),  209,  G.  Kowalewski, 
Math.  Ann.  60,  151  (1905).  Eine  eingehende  Untersuchung 
über  diesen  Satz  mit  Heranziehung  komplexer  Größe  enthält 
Brunn,  Beziehu/ngen  des  Du  Bois-Beymondschen  Mittelwert- 
satzes zur  Ovaltheorie  1905. 

Einen  Mittelwertsatz,  der  — allerdings  unter  spezielleren 
Voraussetzungen  für  die  Funktionen  ({x)  und  cp{x)  — engere 
Grenzen  liefert  als  der  erste,  hat  Fejer,  Math.  Ann.  64,  287 
(1907)  gegeben. 


vergiert,  epix,  s)  eine  innerhalb  (a,  b)  stetige  Funktionen  von  a;, 
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die  dort  überall  unter  einer  endlichen  positiven  ZaKl  bleibt  und 
für  s — a gleichmäßig  gegen  einen  endlichen  Grenzwert  <p(x) 

b 

konvergiert,  so  konvergieren  auch  die  Integrale  J f{x)cp{x^s)dx 

a 

b 

und  J f(x)(p(x)dx  absolut,  und  es  ist 

a 

b b 

lim  (p(x,  s)  dx  — J f(x) q>{x)dx. 


7.  Eine  Funktion  f{x,  s)  von  zwei  Veränderlichen  sei  in 
einem  Bereiche  (ß  ^ ^ P ^ s ^ q)  als  Funktion  von  x 
integrierbar ^ als  Funktion  von  s stetig;  aJsdann  stellt  das  be- 
stimmte Integral 


ff{x,  s) 

a 


dx 


eine  im  Intervall  (i?,  — welches  auch  unendlich  groß  sein  kann 

— stetige  Funktion  von  s dar.  Diese  Funktion  kann  in  einem 
zum  Bereich  gehörigen  Intervall  (a,  ß)  von  s unter  dem  Integral- 

^ f(oo 

Zeichen  integriert  und,  sobald  auch. — in  dem  angegebenen 

Bereiche  stetig  ist,  unter  dem  Integralzeichen  nach  s differenUiert 
werden,  d.  h.  es  ist 

^ b b ß 

j ^ f{x,  s)dx^ds  = J^^Jf(x,  s)  ds'^dx, 


a a 

Sind  aber  die  Grenzen  a und  b ebenfalls  von  s abhängig,  so 
tritt  an  Stelle  des  letzten  Satzes  die  Gleichung 

A s)  dx  dx  + f{b,  s)^-  f{a,  s)  ^ • 

a a 

Zu  diesen  Sätzen  vgl.  Stolz,  Grmidzüge  1,  425,  Pascal, 
Esercizi  e note  eriUche  299,  Arzelä,  Ace,  Line.  Mend,  (4)  1 
(1885)  u.  (5)  6,  290  (1897),  Osgood,  Ann.  of  Math.  (2)  3, 
129  (1902)  n.  (2)  9,  119  (1908). 
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Sämtliche  Sätze  dieses  Paragraphen  lassen  sieh  auf  un- 
eigentliche  Integrale  übertragen,  wenn  man  nur  beachtet,  daß 
alle  vorkommenden  Integrale  ^konvergent  sein  müssen. 


§ 5.  Zusammenstellung  einiger  bestimmter  Integrale. 


Eine  auch  nur  einigermaßen  vollständige  Übersicht  der 
wichtigeren  bestimmten  Integrale  kann  hier  nicht  gegeben  werden. 
Es  sei  außer  auf  die  bekannten  Lehrbücher  der  Differential-  und 
Integralrechnung  besonders  auf  die  Vorlesungen  von  Dirichlet 
(herausgeg.  von  G.  F.  Meyer,  Leipzig  1871  und  Arndt,  Braun- 
schweig 1904),  Kronecker  (herausgeg.  von  Netto,  Leipzig  1894) 
und  Thomae  (Leipzig  1908)  verwiesen.  Die  vollständigste  Dar- 
stellung der  Methoden  zur  Ermittlung  bestimmter  Integrale  findet 
man  bei  Bierens  de  Haan, jEJajjpöse  de  Ja  theorie...  des  integr.  def., 
Amsterdam  1862,  und  die  reichhaltigste  Sammlung  von  solchen 
Integralen  in  desselben  Verfassers  Tdbles  d' integr,  def.,  ebd.  1858, 
2.  ed.  1867.  Vgl.  dazu  Lindman,  Examen  des  nouv.  tahles  . . . 
de  B,  de  H Stockholm  1891. 

I.  Als  die  einfachsten  bestimmten  Integrale  sind  diejenigen 
anzusehen,  bei  denen  die  rmbestimmte  Integration  ausführbar 
ist;  man  findet  dann  den  Wert  des  bestimmten  Integrals  auf 
Grund  der  ersten  Definition  § 3.  So  ist 

il):Jx-dx  = o>- 1.  J.x-dx  - - a < - 1. 

0 1 


(2) 


dx 


, a>0. 


Durch  w-malige  Differentiation  dieses  Integrals  nach  a folgt 
00  1 

J t-’^’af'dx  = (—  l)” J v<^~'^(\ogxYdx  = 

0 0 

und  durch  Integration  desselben  Integrals  nach  a im  Intervall 

(!.“)=  „ 

f- 


— e 

X 

■ — dx  ~ log  a. 

r dx  _ 

y » 

Jyt-x' 

P»80ftl,  Bepertoxiom.  I.  2.  Anfl. 


(3) 


82 
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1 «o 


(4).  1 

0 

f dx 

r dx  , 

1 dx  TC 

' 1 + a;* 

jt 

Y 

2 ’ J 
0 

l-fa;®  J 
1 

' 1 + a;*  “ 4 

(5; 

r 

dx 

nt 

a,  5 positiv. 

J acos® 

a;  -f-  5 sin*  a; 

2|/ä5’ 

Durch  Differentiation  dieses  Integrals  nach  a und  6: 

A 

y 

dx  rt  /I 


+ 5sin*a;)* 


(•) 


dx 


-f-  & cos  X 


1 6 

— arccos  — 


a^>b^ 


1 , ft  + l/i*  — a* 

= -^==log— , o*<6* 

V6»-o>  “ “ ’ 


n 

«/r 


COS  nxdx 


Vh 

a ’ 

TT»« 


a = h. 


2acosa;  + a*  1 — a 


* 1 «s?  ® 1 


(8) 


I I -I 

= S?zri.  I“l>i 

00 

^ 5“®*  cos  5a;  da; 

0 

Q 

/■ 


w ganze  positive  Zahl, 


a*4-6*’ 


a .>  0. 


sin  hxdx 


a*  + 6* 


Durch  Integration  des  ersten  Integrals  nach  5 von  0 bis  5 
(Euler  1781): 


/< 


sin  5 a; 


da;  = arctg 


Hieraus 


und 


oo 

^ da;  ==  i Y » J®  nachdem  5^0 
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a 

f 


cos  ax  8inx  ^ n 
dx  = “ 


wenn  1 a j < 1 , 


= — , wenn  1 a | = 1, 

= 0,  wenn  | a | > 1. 

Dirichlets  disJcontmuierlicher  Faktor  (Berl,  Ber,  1839,  18  u. 
Ahhcmdl,  1841,  61).  Bereits  1811  neben  anderen  diskontinuier- 
lichen Punktionen  von  Fourier  aus  seinem  Doppelintegral  ab- 
geleitet. {Theor.  amäl.  de  la  chaleur  No.  348.) 

Ein  weiteres  Beispiel  einer  diskontinuierlichen  Funktion  bietet 
das  Integral,  das  man  aus  den  Integralen  (7)  ableiten  kann: 

(9)  ^log  (1  — 2a  cos  ic -f  a^) ==  0,  wenn  |a|^l, 

0 

= 2?tlog|a|,  wenn  |a|^l. 
Für  a ==  ± 1 ist  dies  gleichbedeutend  mit: 


j log  si 


sin  xdx 


cos  X dx  == 


(10) 


dx 


/'•* 

CO 

J 


log  2. 


dx 


oc 

-ß 


.a-1 


— X i 


dx  ^ 7t  ctg  ÜTt, 


sina«’ 


0 < a < 1, 


j 

0 0 

f x^r\-x’-^  _ r x^-irx'-^ 

^ 1 2a;cos0 -!•  ^ ^ l-j- 2®cos0  -j-a;*  ^ 

0 1 

flO 

, «sinaÖ  ^ a ^ 

1 4-  2a:co8e  + ~ -• ’ «<9<n. 


sin  sin  0 ^ 


IL  Durch  partielle  Integration  werden  z.  B.  die  Integrale 
gefunden: 


I 


32 
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7t 


2. 4. 6 ...  2n 

(w  4"  1)  (wi  + 3)  • • . (m  + -j-  1)  ’ 


2.4-6-..2m.l.3-5.-(2n— 1) 
1 . 3 . 5 • (2m-f  2«-f  1) 


« 1.3-5...(2w  — l)1.3.6-.(2w  — 1) 
"2  2 *•  4 6 • • • 2 (w  4*  • 


III.  Die  letzten  Integrale  gehören,  ebenso  wie  die  folgenden, 
der  Theorie  der  Gammafunktion  an,  die  in  einem  besonderen 
Kapitel  behandelt  wird. 

J*e~^  dx  = yVtc  . 

0 


Dieses  wichtige  Integral  (Euler  1730)  wird  gewöhnlich  nach 
Laplace  (Paris.  M^.  de  Vacad.  1778)  mit  Hilfe  von  Doppel- 
integralen gefunden.  Eine  ganz  direhle  Ableitung  auf  Grund 
der  Cauchy-Eiemannschen  Integraldefinition  bei  Cesaro, 
Algebr.  Analysis  699.  Eine  andere  nach  Stieltjes,  ebd.  719. 
Vgl.  HermitCj  Coms.,  4.  ed.  116. 


+ oo  + ao 


Die  letzten  Integrale  (Euler  1781)  sind  spezielle  Werte  der 
Fresnelschm  Integrale,  die  in  der  Beugungstheorie  des  Lichts 
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von  Wichtigkeit  sind.  (Fresnel,  (Euvres  1,  319,  Verdet, 
Leg.  d’optique  physique  1,  328,  Loria,  Spezielle  ebene  Kurven,  457.) 


00 

/cosbxdx  7t 


0 

ß 


£sin^x  _ |„s| 


Vorzeichen  von  a. 


6^  Vorzeichen  von  h. 


IV.  Durch  BeihenentwicMung  findet  man  z.  B. 


1 , 00  00 


Diese  Integrale  gehören  der  Theorie  der  Biemannschen 
^-Funktion  an.  (Vgl.  Kap.  XXII.) 

Bei  trigonometrischen  Funktionen  wird  häufig  ein  un- 
endlich großes  Integrationsintervall  in  Teilintervalle  von  der 

Länge  oder  % zerlegt,  die  dann  mit  Hilfe  der  Periodizitäts- 

Ju 

eigenschaften  sämtlich  auf  das  Intervall  ^0,  oder  (O,  tt)  re- 
duziert werden.  So  ist  z.  B. 


71 


I tgx  ’ Gtgxdx  = 

0 


7t 

2 ’ 
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sina; dx 

1 — 2acoBaj-|-a*  x 


n 

■f: 


Bmx 


1 — 2 a cos  X 


J ?: 

a*\a?  X — 2« 


x-{-27f  x~4t^  ' a;-j-4» 


dä 


7f 

ifr 


sina; 


2a  cosä;-{- 


-öfctga?  -(-  fl? 

a*\  ° smx/ 


2 (1  — a)  ’ 
n 

2a(a — 1)  ’ 


a\<l 

al>l. 


Fast  alle  hier  genannten  Integrale  sind  von  Euler  ge- 
funden worden.  Vgl.  Miscell.  Berol.  7,  129  (1743),  Petersh, 
Akad,  1777,  Pars  I,  3,  Opvisc.  anal.  2,  42  (1785)  und  namentlich 
Inst,  edle,  int.  4c  (1794).  Die  wichtigsten  Fortschritte  über  das 
von  ihm  Erreichte  hinaus  wurden  durch  den  Integralsatz  von 
Cauehy  erzielt,  der  in  der  Theorie  der  analytischen  Funktionen 
zu  besprechon  ist.  Er  bietet  ein  hervorragendes  Hilfsmittel  zur 
Ermittlung  von  bestimmten  Integralen. 

Wenn  ein  Integral  sich  nicht  durch  einen  geschlossenen 
Ausdruck  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  bekannten  Funktionen 
darstellen  läßt,  so  definiert  es  eine  neue  transzendente  Funktion, 
zu  deren  Berechnung  man  sich  gewöhnlich  der  Reihenentwicklung 
des  Integrals  bedient.  Wichtige  Beispiele  von  solchen  Funk- 
tionen werden  in  besonderen  Kapiteln  behandelt  werden  (ellip- 
tische; hyperelliptische  und  Abel  sehe  Integrale,  Gammafiinktion, 
B esset  sehe  Funktionen). 


§ 6.  Elurvenintegrale. 

Durch  zwei  reelle  begrenzte  Funktionen  der  reellen  Variablen  t: 

wird  eine  Kurve  in  der  Ebene  definiert  (die  natürlich  nicht 
notwendig  regulär  (Differentialrechnung  § 2)  zu  sein  braucht). 
Einem  Intervall  (a,  h)  der  Veränderlichen  t entspricht  ein 
Kurvenstück  C.  Dieses  Intervall  wird  in  irgendeiner  Weise  in 
n Teilintervalle  zerlegt  mit  den  Endpunkten  ^i,  ^2»  • • •>  ^n-n 
denen  die  Funktionswerte  x^^  • • •;  ^n-i» 


§6.  Knrvenintegrale. 
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^2,  Vn  entsprechen  mögen.  Zwischen  diesen  ^wählt 

man  Werte  • • •?  » ^2?  • • •» '»?» 

^»-1  ^ ^ Vi-i  ^-Vi  ^ ^st,  und  bildet  für  irgendeine  be- 

grenzte Funktion  P(x,  y)  von  zwei  Veränderlichen  die  Summe 

n 

5]-P(li,  Wenn  diese  Summe  bei  unendlich 

*=i 

wachsendem  n,  während  die  Teilintervalle  sämtlich  gegen 

Null  konvergieren,  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  besitzt, 
so  heißt  die  Funktion  P(x^  y)  längs  C integrierbar,  und  der 
Grenzwert  heißt  das  in  bezug  auf  x längs  C erstreckte  Kurven- 
integral  von  P{x,  ^).  Man  sclireibt  es 

f y)dx  = Hm  ^P(li,  %)(*(  — 

^ n = co 

Entsprechend  wird  das  in  bezug  auf  y längs  C erstreckte  Kurven- 
integral einer  Funktion  ^(x,  y)  definiert  durch 

j y)ßy  = li“  Vi)(yi  — y<-i) . 

C n = oo 

und  man  schreibt 

y* P(x,  y)dx  '3(x,  y)dy  = f Pdx  -f  Qdy). 

c c c 

Die  Existenz  des  Kurvenintegrals  hängt  von  der  Beschaffen- 
heit der  Kurve,  also  von  den  Funktionen  g)(t)  und  ^^(t),  sowie 
von  der  zu  integrierenden  Funktion  ab.  Es  gilt  darüber  fol- 
gendes: 

Sind  g)(t)  und  f(i)  im  Intervall  {a,  b')  eindeutige,  stetige 
Funktionen  von  beschränkter  Schwankung  (S.  39)  tmd  bedeutet 
y,.  die  Maximalschwankung  von  P(x,  y)  in  der  Umgebung^)  des 
Punktes  rif),  so  ist  zur  Integrierbarkeit  von  P(x,  y)  längs  G in 
bezug  auf  x notwendig  und  hinreichend,  daß  lim  2 7i  | 1=0  ist. 

Die  hier  gegebene,  durch  große  Allgemeinheit  ausgezeichnete 
Definition  der  Kurvenintegrale  rührt  von  Heffter,  Gott.  Nachr. 
(1902),  115,  her.  Vgl.  Picard,  Traite  d'analyse  1.  ed.  1,  70, 
Jordan,  Cours  d’analyse  2.  ed.  1,  181,.  Pringsheim,  Münch. 
Ber.  25,  39  u.  295  (1895). 

Infolge  der  Voraussetzungen  über  dm  Funktionen  (p(f)  und 
'tlj(t)  ist  der  Integrationsweg  G eine  stetige  rektifizierbare  Kurve 

1)  Über  die  genauere  Begrenzung  dieser  Umgebung  vgl. 
Heffter,  Gott.  Nachr.  (1902),  120. 
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im  Sinne  von  0.  Jordan  (vgl.  auch  Study,  Math.  Ann.  47, 
313  (1896),  u.  Schoenflies,  EntwicU.  dl  Lehre  v.  d.  Punld- 
marinigf.  2,  246  (1908). 

Unter  engeren,  aber  immer  noch  sehr  allgemeinen  Annahmen 
über  die  Beschaffenheit  des  Integrationsweges  kann  man  jedes 
Kurven'mtegral  auf  ein  gewöhnliches  bestimmtes  Integral  zurück- 
führen,  nämlich: 

a)  Sind  a;  = epif)  und  g = '^(t)  im  Intervall  («,  b)  mono- 
tone Funktionen  und  ergeben  sich  durch  Elimination  von  t die 
Gleichungen  y ^ /“(a;),  x = g(^y)i  so  ist 

(p{i) 

f 'P{x,  y)dx  =jp(x,  f{x))dx-,  fQ{x,  y)dy  ^jQ(g(y\  y)dy. 

C (f  (a)  C yj  (a) 

Sind  (p(t)  und  abteilungsweise  monoton,  so  lassen  sich  die 
Kurvenintegrale  aus  einer  endlichen  Anzahl  solcher  gewöhnlichen 
Integrale  zusammensetzen. 

b)  Besitzen  (p(t)  und  'ifj(t)  im  Intervall  (a,  b)  stetige  Ab- 
leitungen, so  ist 

b 

j P{x,  y)dx  = j P{(p{t),  'ifj(t))q)'(t)dt; 

C a 

b 

f y)äy  =J'Q(.<pif), 

C a 


1.  Fu/ndamentalsatz  der  Integralrechnung  für  Kurvenintegrale. 

0 F 

Ist  eine  Funktion  -F(a;,  y')  nebst  ihren  ersten  Ableitungen 
und  längs  der  Kurve  C und  in  ihrer  Umgebung  eindeutig 

und  stetig  und  sind  i^((a))  und  J^((5))  die  Funktions werte  in  den 
Endpunkten  des  Intervalls  (a,  6),  so  ist 


c c 

Insbesondere  ist  längs  einer  geschlossenen  Kurve  J*dF  = 0, 

c 

und  wenn  die  Funktion  F und  ihre  ersten  Ableitungen  in  einem 
zusammenhängenden  Bereich  eindeutig  und  stetig  sind,  so  ist 
ein  zwischen  zwei  festen  Punkten  des  Bereichs  genommenes 

Kurvenintegral  J^dF  unabhängig  vom  Integrationsweg.,  solange 
dieser  den  Bereich  nirgends  verläßt. 
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2.  Sind  y)  in  ernenn  msammenhängenden  Bereich  ein- 
deutig tmd  stetig  und  ist  das  von  einem  festen  PunM  (xq,  y^) 

his  mm  Punkt  {x^y)  erstreckte  Integral  ^f{Pdx-\- Qdy)  = F(x,y) 


in  diesem  Bereich  unabhängig  vom  Weg^  so  ist  F dort  eine 

d F d F 

stetige  Funktion  von  x^  y,  imd  es  ist  P{x^  y)  = , Q{x^  y)  ==  -r-  - , 

v (c  c y 

also  Pdx  Qdy  das  vollständige  Differential  von  F. 

Von  größter  Bedeutung  ist  die  Umkehrung  dieses  Satzes: 
3a.  Es  seien  die  Funktionen  P(x^  y)  und  Q(x^  «/),  sowie  die 
Ableitungen  und  in  einem  Bereiche  eindeutig  und  stetig; 
damit  dann  das  zwischen  zwei  Punkten  des^  Bereichs  genomm 

Kurvenintegral  [Pdx  Qdy)  vom  Integrationsweg  unabhängig 
c 

ist,  solange  dieser  den  Bereich  nirgends  verläßt,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daß 

d^^dQ 

dy  dx 
ist. 

Dieser  Satz,  der  sich  schon  bei  Clairaut,  Theorie  de  la 
figure  de  la  terre  (1743)  findet  (vgl.  Stäckel,  Bibi.  mafh.  (8) 
2,  111  (1901)),  bildet  die  Grundlage  des  Cauchy sehen  Satzes 
in  der  Lehre  von  den  analytischen  Funktionen  und  ist  unter 
den  angegebenen  Voraussetzungen  von  Cauchy,  G.  jB.  23,  251 
(1846),  bewiesen  worden.  Es  hat  aber  Goursat,  Amer.  Trans. 
1,  14  (1900),  gezeigt,  daß  es  nicht  notwendig  ist,  die  Stetigkeit 

der  Ableitungen  und  sondern  nur  ihre  Existenz  voraus- 
zusetzen. Hieran  knüpfen  die  neueren  Untersuchungen  über  diesen 
Satz  an,  von  denen  Heffter,  Gott.  Nachr.  (1903),  312  und 
Pringsheim,  Mii/nch.  Ber.  33  (1903),  674  als  abschließend 
bezeichnet  werden  können. 

Gewöhnlich  wird  der  Satz  in  folgender  Form  ausgesprochen: 

3 b.  Unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  ist  die  Be- 

0 p 30 

dingung  — = 0 notwendig  und  hinreichend,  damit  das 

über  irgendeine  geschlossene  Kurve  des  Bereichs  genommene 
Integral  J\pdx  -\-  Q dy)  ==  0 ist. 
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§ 7.  Mehrfache  Integrale. 

Ein  durch  eine  reguläre  geschlossene  Kurve  begrenztes 
Gebiet  T der  Ebene  werde  irgendwie  in  n Teilgebiete 
. dJ^  zerlegt  und  in  jedem  Teilgebiet  d^  werde  ein 
Punkt  {x^^  angenommen.  Bildet  man  dann  fftr  eine  im 

n 

ganzen  Gebiet  stetige  Funktion  f{x,y)  die  Summe  ^^d^f^x^^y^ 

i = 1 

und  vermehrt  die  Anzahl  n der  Teilgebiete  unbegrenzt^  während 
diese  gleichzeitig  nach  allen  Seiten  hin  unendlich  klein  werden, 
so  besitzt  die  Summe  einen  bestimmten,  von  der  Art  der  Ein- 
teilung und  der  Wahl  der  Punkte  (a;,-,  y^  unabhängigen  Grenzwert, 
den  man  als  das  über  das  Gebiet  T erstreckte  Doppelintegral 

fff{x,y)dxdy 

T 

bezeichnet.  Die  Schreibweise  rührt  her  von  einer  Einteilung 
des  Gebiets  in  rechteckige  Elemente  durch  zwei  Systeme  von 
Parallelen  zu  den  Koordinatenachsen.  Vgl.  hierzu  die  sehr  an- 
schauliche Darstellung  von  Webfer,  Arch.  Math,  u.  Pkys.  (3)  15, 
289  (1909). 

Man  kann  die  Definition  des  Doppelintegrals  auch  auf  den 
Fall  ausdehnen,  daß  die  Funktion  fix^y)  innerhalb  T linien- 
weise unstetig  oder  in  einzelnen  * Punkten  unendlich  wird  oder 
daß  der  Bereich  T sich  ins  Unendliche  erstreckt.  Über  die 
strenge  Begründung  der  Lehre  von  den  Doppelintegralen  vgl. 
Arzela,  Bologna  Mem.  (5)  2,  133  (1892),  de  la.  Vallee- 
Poussin,  J.  d,  mafh,  (4)  8,  400  (1892),  ebd.  (5)  5,  202  (1899), 
Jordan,  Cours  d'anal.  1,  (1893),  Pringsheim,  Münch.  Ber. 
28,  69  (1898),. ebd.  29,  47  (1899),  Stolz,  Grundzüge  3 (1899), 
Freud,  Monatsh,  f.  Math.  18,*  29  (1907). 

Geometrisch  bedeutet  z — /'(a;,  y)  eine  Fläche^  und  das 
Doppelintegral  gibt  das  Volumen  des  geraden  Zylinders,  der 
durch  diese  Fläche  und  durch  das  Gebiet  T in  der  ajtz-Ebene 
begi’enzt  ist.  Denkt  man  sich  T so  mit  Masse  belegt,  daß 
f(x^  y)  die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  (x,  y)  angibt,  so  bedeutet 
das  Doppelintegral  die  Gesamtmasse  der  Belegung  von  T. 

Das  Tntegrationsgebiet  T kann  durch  eine  Ungleichung  von 
der  Form  9>(ic,  «/).  ^0  charakterisiert  werden,  und  wir  können 
annehmen,  daß  die  Begrenzungslinie  ^(a;,  ?/)  = 0 durch  jede 
Parallele  zu  den  Achsen  höchstens  in  zwei  Punkten  getroffen 
wird  (andernfalls  wird  man  T in  eine  endliche  Anzahl  von  der- 
artigen Bereichen  zerlegen  können);  dann  wird  die  Kurve  von 


§ 7.  Mehrfache  Integrale. 


507 


einer  Parallelen  mit  der  Abszisse  x in  zwei  Punkten  mit  den 
Ordinaten  = <pi  (x)  und  9^2  (^)  einer  Parallelen 

mit  der  Ordinate  y in  zwei  Punkten  mit  den  Abszissen 
und  X2  — -1/^2  W geschnitten,  und  wenn  x zwischen  a und  b,  y 
zwischen  c und  d variieren  kann,  so  kann  man  das  Doppel- 
integral auf  zweifache  Weise  durch  zwei  aufeinanderfolgende  ein- 
fache Integrationen  ausdrücken,  nämlich 

b <p^{x) 

jyf{3e,y)dxd!/=‘J"[JXx,i/)d}/]dx 

T a (pi(x) 


c 


Als  besonderer  Pall  ist  hierin  der  Satz  von  der  Vertauschharkeit 
der  Integrationen  enthalten,  wenn  nämlich  T ein  Bechteck  ist, 
dessen  Seiten  zu  den  Achsen  parallel  sind,  also  überall  9?^  (x)  ==  c, 
92 W “ ~ '^2(y)  ~ Nimmt  man  als  Bereich  T 

ein  gleichschenklig  rechtwinkliges  Dreieck  mit  den  Seiten  ^ = 0, 
X — a,  y — X,  so  erhält  man  eine  Formel  von  Dirichlet 

a X a a 

J‘[J}(?i!,l/)dy]dx=J^[J}(x,y)dx]dy. 

0 0 o y 

Ebenso  wie  über  einen  elnenen  Bereich  kann  man  auch 
Integrale  definieren,  die  über  ein  Gebiet  T einer  krummen  Ober- 
fläche erstreckt  sind.  Ist  f eine  Funktion  des  Ortes  auf  der 
Fläche,  do  das  Oberflächenelement,  so  kann  ein  solches  Ober- 

flächenintegral  durch  fdo  bezeichnet  werden.  »Die  Oberfläche 

T 

kann  durch  drei  Gleichungen  mit  zwei  Parametern 
x = x{u,v),  y-=-y(u,v),  z=-z{u,v) 

dargestellt  werden  und  der  Bereich  T ist  dann  durch  eine  Un- 
gleichung von  der  Form  9 {u^^)  ^ 0 gegeben.  Nach  den  Grund- 
formeln der  Flächentheorie  ist  das  Oberflächenelement  do  — 
YEG-F^dudv,  worin  F,  G die  Fmdamentalgröße  erster 
Ordnung 

TP  'Sn(dx\^  dx 

x,y,z , x,y,z  x,y,z 

bedeuten,,  und  es  wird  damit  das  Oberflächenintegral  auf  ein 
Doppelintegral: 
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f ‘■do  = ff  •■(u,  v)YI!G  - F^dudv 


zurückgeführt. 

Entsprechend  wie  bei  den  Doppelintegralen  verfährt  man, 
um  vielfache  Integrale  zu  definieren.  So  stellt  sich  das  drei- 
fache  Integral 


3'.  =■-  ff' 


dv 


dar  als  Grenzwert  einer  Summe,  erstreckt  über  die  Elemente  dv 
eines  allseitig  begrenzten  Raumteils  F,  jedes  Element  multipli- 
ziert mit  dem  Wert  der  Funktion  f{x,  y,  f)  in  einem  zum 
Element  gehörigen  Punkt.  Die  Auswertung  eines  solchen  Inte- 
grals kann  durch  drei  aufeinanderfolgende  einfache  Integrationen 
geschehen.  Für  ein  n-faches  Integral 

jj  • • • dx^ 

V 

wird  ein  endlicher  Bereich  V einer  7^-dimensionalen  Mannig- 
faltigkeit durch  eine  Ungleichung  (p(x^,  x^^  . . . ^ 0 ab- 

gegrenzt und  in  entsprechender  Weise  über  sämtliche  Elemente 
des  Bereichs  summiert. 

Einführung  von  neuen  Yariahlen  in  mehrfache  Integrale, 
Treten  an  Stelle  der  Variablen  x^^  . . x^  in  einem  w-fachen 
Integral  neue  durch  die  Gleichungen  x^ = (2/1 , • •?  2^n)  • • •»  ”)» 

so  daß  jedem  Wertesystem  x^  ein  bestimmtes  Werte- 
system (2/1,  2/2?  • • eindeutig  zugeordnet. ist  und  umgekehrt, 

so  ist 

ff. . .f , . . »,)  . . . dx^=ff. . .f ^(<PI  ...q,^)\I>\dpi...dff^, 

und  darin  bedeutet  D die  FunMionaJdeterminante  (vgL  S.  156): 

j)  _ . 

^(2/1  2/2  • • • 2/n)  ’ 

Sie  muß,  damit  die  Variablen  y^  . , »y^  voneinander  unabhängig 
sind,  von  Null  verschieden  sein.  Für*  Doppelintegrale  bereits 
bei  Euler,  Jlovi  Comm,  Petrop.  14,  72  (1769),  für  dreifache 
Integrale  Lag  ränge,  Nouv.  Mem.  Berlin  (1773),  125,  all- 
gemein Jacobi,  J.  f.  Math.  12,  38  (1833). 

Von  größter  Bedeutung,  namentlich  für  Funktionentheorie 
und  mathematische’ Physik  sind  die  Sätze,  durch  welche  es  mög- 
lich wird,  an  Stelle  von  Integrationen  über  einen  ganzen  Bereich 
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nur  solche  über  die  Begremwng  auszuführen.  (Gauß,  Tlieoria 
attract  corp.  sphaeroid.  (1813),  § 9.) 

1.  Satz  von  Gauß.  (Allgem.  Lehrs.  über  . . . Anziehungskr. 
(1840),  § 24.  Ostivalds  Klassiker  No.  2.) 

Es  seien  A,  J?,  C innerhalb  eines  endlichen  Kaumes  Y ein- 
deutige stetige  Funktionen  von  ic,  j/,  der  Raum  Y sei  be- 
grenzt von  der  Oberfläche  T mit  dem  Flächenelement  . und 
cos«,  cos/?,  cos 7 seien  die  Richtungskosinus  der  ins  Innere  von 
Y gerichteten  Flächennormale;  dann  ist 


V 

= — I(ä  cos  a B cos  ß -Y  0 cos  y)  do. 

T 

Auf  die  Ebene  übertragen  gibt  dieser  Satz  die  Transformation 
eines  Integrals  über  eine  ebene  Fläche  F in  ein  Integral  über 
die  Bandkurve  (7,  nämlich  für  zwei  Funktionen  P(a7,  y)  und 

ff  iw  - 


Auf  diesem  Satz  beruhen  die  älteren  Beweise  für  die  Sätze  1, 
2 und  3 in  § 6. 

Es  ist  nach  (l)  das  über  die  geschlossene  Oberfläche  T ge- 
nommene Integral  auf  der  rechten  Seite  stets  gleich  Null.,  sobald 
im  ganzen  Innern  von  Y 


(2) 


M 4.  ^ 4. 

dx  ' dy  dz 


0 


■ist.,  und  diese  Bedingung  ist  notwendig  und  hinreichend,  damit 
das  über  irgendein  Flächenstück  F im  Innern  von  Y erstreckte 
Integral  nur  abhängig  ist  von  der  Bandkurve  C des  Stückes. 
(Übertragung  von  Satz  3 in  § 6 auf  den  Raum.  Picard, 
Traite  d'analyse  1,  114.)  Dies  kommt  zum  Ausdruck  durch  den 
2.  Satz  von  Stokes.  {Cambridge  Univ.  calend.  1854.) 
Wird 

dz  dy  ’ dx  dz  dy  dx 

gesetzt,  so  ist  die  Bedingung  (2)  erfüllt,  und  umgekehrt  lassen 
sich  bei  Bestehen  der  Gleichung . (2)  immer  drei  derartige 
Funktionen  P,  B finden.  Es  ist  dann 
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J [ßf-lf)  “ + (H-l?) ß + (If -H) 

(3)^  . 

= - J{Pdx  + Q dl/ + Bdz). 

c 

3.  Satz  von  G-reen  (J.  f.  Math.  44,  360  (1828)). 
Setzt  man  in  (l) 


so  erhält  man 


J?  = 


/( 


_L  ^ ^ J_ 

5a;  5a;  dy  dy  ' 


“ [H  '=°®  ^ + Ij 


<*« 

T 


do, 


^ a*i/> 

^ 5y*  ^ 


und  ^ 
dn 


wobei  den  JDifferentialparameter 

den  Differentialquotienten  längs  der  ins  Innere  von  V gerichteten 
Flächennormale  bedeutet.  Durch  Vertauschung  von  <p  und  rfj 
und  Subtraktion  folgt  daraus  der  Satz: 


(5) 


f - ^j^)dv f (9.  ^ 


Im  weiteren  Sinne  bezeichnet  man  .als  Green  sehe  Sätze 
Formeln  vom  gleichen  Charakter,  wie  (4)  und  (5),  in  denen 
an  Stelle  des  Differentialparameters  allgemeinere  Differential- 
ausdrücke 2.  Ordnung  auftreten.  Vgl.  die  Ausführungen  über 
Randwertaufgaben  in  Kap.  XIV. 


Kapitel  IX. 

Differenzenreclinüng. 

Von  H.  E.  Timerding  in  Braunschweig. 

§ 1.  Differenzen. 

Die  Differenzenrechnung  ist  die  Zwillingsschwester  der  Dif- 
ferentialrechnung. Die  Entdecker  der  letzteren,  Leibniz  und 
Newton,  haben  gleichzeitig  auch  zuerst  das  Wesen  und  den 
methodischen  Charakter  der  ersteren  erkannt.  (Vgl.  Cantor, 
Gesch,  d.  Math.  3 (1898)  S.  37,  358  und  Zeuthen,  Gesch.  d. 
Math,  im  XYI.  u.  XVII.  Jahrh.)  Als  eigentlicher  Begründer 
der  Difierenzenrechnung  hat  Newton  zu  gelten,  der  zu  ihrer 
Entwicklung  in  einer  kleinen,  1711  erschienenen  Schrift  Me- 
thodus  differentialis  den  Grund  legte.  (Diese  Schrift  ist  wieder- 
abgedruckt in  den  Ojpuscula  math.  von  Newton  1744  und  steht 
in  der  Ausgabe  von  Horsley  (1779)  in  Bd.  1,  S.  519.)  Als 
das  erste  Lehrbuch  ist  anzuseheh  Brook  Taylor's  Methodus  in- 
Crementorim  directa  et  inversa,  London  1715,  dem  1730  Stir- 
lings  Methodus  differentialis  folgte.  Eine  weitere  methodische 
Ausgestaltung  hat  die  Differenzenrechnung  in  Eulers  Institutiones 
cälculi  differentialis,  Petersburg  1755,  erfahren. 

Die  Differenzenrechnung  setzt  eine  tabellarisch  gegebene 
Funktion  voraus,  d.  h.  man  nimmt  an,  die  Werte  der  Funktion 
f{x)  seien  für  eine  Reihe  von  Werten  des  Argumentes  x,  dfe 
in  den  gleichen  Abständen  h aufeinander  folgen,  bekannt.  Dann 
schreibt  man: 

A /■(»)  = /•(!(!  + »)— /■(*) 

und  bezeichnet  dies  als  die  erste  Differenz  der  Funktion  f(x). 
Verfährt  man  mit  der  ersten  Differenz  ebenso  wie  vorher  mit  der 
Funktion  selbst,  so  erhält  man  die  zweite  Differenz  f{x)  usw. 
Allgemein  ist: 

A”  f{x)  = A”-  V(^  + Ä)  — A”"  ^ f(^) , 
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und  man  findet: 

A”>+Y(®)  = A“AY(®). 

Bezeiclmet  man  der  Kürze  halber  die  Werte 

mit 

Xq  X-j^  X^  , . _ . Xj^  j 

SO  wird; 

= fK)  - (i ) + (2 ) /■(»„-») ± /'W- 

Mit  Hilfe  der  sukzessiven  Differenzen  für  den  Wert  des 
A.rgumentes  Xq  kann  man  den  Funktionswert  für  x^  folgender- 
maßen ausdrücken: 

fi^n)  = f(^o)  + (1)  A/'K)  + (2)  AV(»o)  H + A^/^K) 

oder  symbolisch: 

= (1  + A)V(^„). 


Die  Differenz  einer  ganzen  Funktion  von  x ist  eine  ganze 
Funktion,  deren  Grad  um  1 niedriger  ist.  Die  Differenz 
einer  ganzen  Funktion  Grades  ist  somit  eine  Konstante, 
und  zwar  wird,  wenn 

f(x)  = + «1«”-*  H 

angenommen  wird: 

A”  f(x)  = n\  • h”. 

Insbesondere  ergibt  sich: 

Ax(x — h)(x — 2h). ..(x — nJi')=(n-{-l)h-x(x — h)...(x — (w— 1)ä), 

außerdem  die  von  Nicole  (^Hist  de  VÄcad.  des  Sciences  de  Paris, 
Annee  1717,  p.  7)  gefundene  Formel: 

■ x{x-^h)[x-\-2h)  ...{x-\-{n  — l)h)  x{x-\-h) . . .{x-\-nhy 

Die  Differenzen  der  Exponentialfunktion  sind  dem  Funktions- 
werte proportional.  Es  wird: 

Für  die  Kreisfunktionen  findet  man: 


A®  sin  u 
A®  cos  u 


= (2  sin  • sin  (u-\~  ä))  » 

= (2  sin  • cos  (w  y -f-  ä))  . 
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Es  gelten  die  allgemeinen  Regeln: 

Acf(x)  =*  cAf{x)  (O  = const)  , 

A [qp(«)  + If>(a:)]  = A<p  (*)  + , 

Alq>(x)  • ^(x)]  = <pix)  ■ At|)(x)  + 1\>(x  + ä)  • Atp  (x). 
Allgemein  wird  für  x nh  — x^i 

A”[9)(x)  • •</;(x)]  = 9)(x„) • A^tC®)  + (i ) A9)(x,— Ä)  • A’‘-*i/;(x) 

+ (2)  — 2Ä)  • A’’-*i(>(®)  H h A”9>(x)  • H>{x). 

Die  Differenzen  werden  zu  den  Differentialquotienten  in  Be- 
ziehung gesetzt  durch  folgende  Formel: 


fix)  = (äj)  + • • • + {x)  + A”  + (I) , 

wo  I einen  Wert  zwischen  ic  und  x -\-  nh  bedeutet,  ferner 


f^x 


und  (für  fi^m) 


m 


A”*  {X  — a)'‘ 


,«  1 Ä = 1 


£ 


“ ^[”*^“(7)  •••+»»] 

gesetzt  ist.  Umgekehrt  wird: 

h”^f^^\x)^BZA^^fix)  -f  • • • + B^^^A^fix)  -{-  5«  + i/^«+i/(«+i)(^). 


Hierin  ist  ^ wieder  ein  Wert  zwischen  x und  x nh^  und  es  ist: 


d®  /t{t  — 1)  — JA  4-  1) 

1 . 2 . . . 


Die  Koeffizienten  und  kann  man  auch  durch  die  Reihen- 
entwicklungen festlegen: 

(e*  _ 1)»^*  = j^m  + l^rn+1  -f  . . ., 

[log  (1  -f  /)]"*  = Bf;^  r 4-  4 . 


Daraus  folgt  die  nachstehende  symbolische  Schreibweise  der 
obigen  Gleichungen: 


A”*/*(^)  = -l]”*fix), 


cTfix)  rlog(14- A)p  X . 


Pascal,  Repertorium.  I.  2.  Autl. 
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Die  Gleichungen  sind  so  zu  verstehen,  daß  der  symbolische 
Faktor  von  f{x)  auf  der  rechten  Seite  nach  Potenzen  von  2), 
resp.  A entwickelt  und  hierauf 


D"  ■ f{x)  = , A«  . f{x)  = A"  f{x) 


gesetzt  werden  muß. 

Mit  Hilfe  dieser  symbolischen  Schreibweise  kann  man  leicht 
eine  Formel  geben,  die  es  gestattet,  von  den  für  ein  Intervall  h 
gebildeten  Differenzen  Af^f(x)  zu  den  für  ein  anderes  Intervall 
gebildeten  Differenzen  überzagehen.  Diese  Formel 

lautet : 


A^f(x)  -=  [(1  -f  A)^’-  ir /"W. 


§ 2.  Interpolation. 


Die  Aufgabe  der  rationalen  Interpolation  verlangt  zunächst, 
eine  rationale,  insbesondere  eine  ganze  Funktion  f(x)  so  zu  be- 
stimmen, daß  sie  für  gewisse  Werte  des  Argumentes 


vorgegebene  Werte 


yoyi^i  --yn 


annimmt.  Es  sind  zwei  verschiedene  Lösungsformen  dieser  Auf- 
gabe zu  unterscheiden,  die  Lagrangesche  und  die  Newtonsche 
Die  Lagrangesche  Formel  erhält  man,  wenn  man 


9p(a!)  - (»  - «o)(*  - »i)  • • • (®  — ».). 


setzt,  in  der  Gestalt: 


Die  Newtonsche  Formel  lautet  in  der  Fassung,  die  ihr 
‘Gauß  gegeben  hat: 

/■(»)  = »0  + (*  — ®o)  [*®  ®l]  + (»  — *o)  — *l)  [*0  *1  *«] 

+ (*  - *o)(*  - *l)(^  - + • • • 


Hierbei  ist: 
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X,  — X, 


X.  — X. 


[x^XiX,] 


iCj]  [^Xi^  Äj] 


X a Xn 


, [^1  ^2  ^3] 


[•»2  ^sj  — [^1 


[XqXiX^X^] 


[a’i  a;,]  [a;,,  a!j  iCj] 


Die  Newtonsche  Formel  hat  den  Vorzug,  daß  man  bei 
Hinzunahme  neuer  gegebener  Größen  nur  neue  Glieder  binzu- 
zufügen  braucht,  ohne  die  vorhergehenden  ändern  zu  müssen. 

Die  weitere  Aufgabe  ist  nun  die,  von  einer  bestimmten 
Funktion  F(x) , deren  Werte  für  eine  Reihe  von  Argumenten - 
werten  gegeben  sind,  die  Werte  für  alle  Argumentenwerte  eines 
gewissen  Bereiches  näherungsweise  zu  ermitteln.  Die  vorstehend 
angegebenen  ganzen  Funktionen  f(x)  sind  dann  als  Näherungs- 
formeln für  die  Funktion  F(x)  anzusehen,  und  es  wird  somit: 

F{x)  = f(x)-hB, 

wo  B ein  Korrektionsglied  bedeutet.  Nach  Cauchy,  C.  B,  11 
(1840)  787,  (Euvres  (l)  5,  422,  hat  man  zu  setzen: 

7?  _.  (a?  a^o)  {X  Xj)  ...  {x  Xn)  ^(n+  l)  /fc\ 

^ ■ (w  + 1)!  ' 

wenn  ^ einen  Wert  zwischen  Xq  und  x^  bedeutet. 

Für  den  besonders  wichtigen  Fall,  daß  die  Werte  der  Argu- 
mente, für  welche  die  Funktionswerte  gegeben  sind,  in  gleichen 
Intervallen  h aufeinander  folgen,  also  von  der  Form  sind: 

a^o?  ^0  + Xq-\-  , Xq-\-  nh. 


geht  die  New  ton  sehe  Formel  über  in: 

. a;  — ojo  A/’(aJo)  , {x~  x^){x- x^--h)  £^^f{x^)  , 

/ W — i - p h-- 

{x  — XQ){x  — Xf,—h)...{x—x^  — {n~-l)h)  A”/’(a;o) 
n!  ’ A” 

Substituiert  man: 

X x^  ht 

und  setzt: 

/■(®)  “ /'(*0  + 0 = V (')  > /'(®o)  = 9>(0)  = ä^o  > 


+ 


t{t  — !)(«  — 2) 


SO  wird  einfacher: 

9(0  ^0  + ^^^0  ^ 


3! 
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Diese  Funktion  nimmt  für 

f = 0,l,2,3  ... 

die  verlangten  Werte  an,  und  so  wird  die  Newtonsche  Formel 
gewöhnlich  gegeben. 

Durch  größere  Symmetrie  ausgezeichnet  ist  die  Formel,  die 
dazu  dient,  die  Werte  der  Funktion  in  der  Umgebung  einer  be- 
stimmten Stelle  zu  bestimmen  und  die  Stirlingsche  Formel 
genannt  wird,  obwohl  sie  in  einem  von  Newton  gegebenen 
Satze  (Mefhodus  differentialis , Prop.  UI)  bereits  enthalten  ist. 
Wir  nehmen  auch  die  Werte  des  Argumentes  f ==  — 1 , — 2 . . . 
hinzu  und  stellen  die  folgende  Tabelle  auf: 


Arg. 

Fkt. 

Differenzen 

t 

y. 

I 

II 

III 

1 IV 

VI 

— 3 

— 2 

— 1 

0 

1 

2 

3 

Vi 

Vt 

Vi 

Vo 

Vi 

Vf 

2/s 

Ay, 

Ay» 

Ay, 

Ay, 

A‘% 

A'2/j 

A*y, 

A 

I 

i 

A^^s 

A^^x 

A^^s 

A'% 

Setzen  wir  dann  noch  in  leicht  verständlicher  Symbolik; 

i(A^i  + , i(A®%  + A*^i)  = A*^^  . . 

so  wird  die  Stirlingsche  Formel,  indem  r einen  Wert  zwischen 
■“  ^ und  -f-  bedeutet: 

y W = */„  + t Ap^  + A%  + + 

I (‘«^4- I + + — l)(r  — 2)^5_^  ^ 

Die  wichtigste  Literatur  über  Interpolation  sei  im  folgenden 
zusammengestellt:  Lagrange,  Sur  les  mterpölaiions,  (Euvres  7, 
535;  Sm  um  methode  partic.  d'approximation,  (Euvres  5,  517; 

sur  la  methode  d’mterpolation,  (Euvres  6,  663;  Sur  u/ne 
nouvelle  esphe  de  calcul,  (Emres  3,  441.  Gauß,  Theoria  inter- 
polationis,  WerJce  3,  265.  Encke;  Über  Interpolation,  Berl. 
astron.  Jahrbuch  1830;  Über  mechamsche  Quadratur,  ebenda 
1837,  1862;  Ges.  Abh.  1,  1,  21,  61.  Cauchy,  Mem.  sur  Vin- 
terpolation,  J.  de  math.  2 (1837)  193.  F.  Neumann,  Astr.  Nachr. 
15  (1838)  313.  Villarceau,  Add.  ä la  Connaiss.  des  Temps 
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t852,  p.  129.  Genocchi,  Ann.  di  mat.  (l)  6 (1864).  Tsche- 
oyscheff,  Petersburg.  Jfm.  (7)  1 (1859);  (Euvres  1,  p.  387, 
und  ebenda  p.  539.  Hermite,  C.  B.  48  (1859)  62;  J.  f.  Math. 
84  (1878)  70.  Merrifield,  Betört  Brit.  Ässoc.  1880.  Gram, 
J.  f.  Math.  94  (1883)  41.  Meray,  Ann.  Ec.  norm.  (3)  1 (1884) 
16^  Harzer,  Astr.  Nachr.  115  (1886)  337.  Radau,  Eiudes 
sur  les  formules  d’ Interpolation,  Paris  1891.  Netto,  Math.  Ann. 
42  (1893)  453.  Pincherle,  Bologna  Mem.  (5)  3 (1893)  293. 
Tisserand,  Mecaniqm  celestc  (1896),  Vol.  4,  p.  15  (Leverriers 
Interpolation  durch  periodische  Reihen).  Bruns,  Ast/r.  Nachr. 
146  (1898)  161.  Runge,  Ztschr.  f.  Math.  48  (1903)  443. 
De  la  Vallee  Poussin,  Brux.  Acad.  roy.  Bull.  (1908)  319. 
Schließlich  sei  das  kürzlich  erschienene  Lehrbuch  von  Thiele, 
Interpolatwnsrechnu/ng  (1910)  genannt. 

§ 3.  Summen. 

Zu  der  Differenz  invers  ist  die  Summe.  Wenn  die  Funktion 
fix)  gegeben  ist,  so  sucht  man  die  Funktion  q>ix),  welche  der 
Funktionalgleichung  genügt: 

<p{x  + 'h)  — tp{x)  = f{x), 

deren  Differenz  also  die  gegebene  Funktion  ist.  Durch  die  vor- 
stehende Gleichung  wird  die  Funktion: 

9>(»)  = SfC») 

für  eine  Reihe  von  Werten  x,  die  in  dem  Intervall  h aufein- 
anderfolgen,  bis  auf  eine  willkürliche  Konstante,  die  Summations- 
konstante, bestimmt.  Für  die  Summen  gelten  analoge  Glei- 
chungen wie  für  die  Differenzen.  Es  ist: 

S Of{x)  = C'^f(x)  (C  = const.), 

S[qp(a)  + 

außerdem  gilt  die  Formel  der  partiellen  Summation: 

Sg>(®)  • — <p{x)  • f(x)  — + h)  • Ag>(x). 

Ferner  wird,  bis  auf  die  noch  hinzutretende  Summations- 
konstante: 

— — = . . . (x  — nh). 

Allgemein  ist  die  Summe  einer  ganzen  Funktion  n^^^  Grades 
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eine  ganze  Funktion  {n l)*®“  Grades  Ist 

das  höchste  Glied  in  so  beginnt  mit 

Endlich  gelten  die  Formeln: 


I ^ 1 

y'^i  x{x  -{~h)  ...  {x  nh)  nh  X {x  -j-  h) ...  (x  {n  — 1)  Ä)  ’ 


Von  den  unbestimmten  Summen,  die  noch  eine  willkürliche 
Konstante  enthalten,  geht  man  zu  den  bestimmten  Summen  über, 
indem  man  die  Konstante  dadurch  festlegt,  daß  für  einen  be- 
stimmten Wert  des  Argumentes  die  Summe  verschwinden  soll. 
Dieser  Wert  Xq  heißt  die  untere  Grenze  der  bestimmten  Summe, 
und  man  schreibt  diese  in  der  Form: 

Aus  der  voran  gestellten  Definition  des  Begriffes  der  Summen 
ergibt  sich  dann  sofort,  daß: 

22*’"' fix)  = f{x^)  + /-(a-,  + A)  +•••+/•(*„  + («  - 1)*) 

ist.  Nimmt  man  z.  B.: 

fix)=X, 

so  erhält  man: 


2.'- 

nimmt  man 

so  wird: 

2>- 


x{X’—  h) 


2^  (Suramenformel  der  arithmetischen  Keihe); 

fix)  - o*, 

— i ( Summen formel  der  geometrischen  Reihe). 


Für  f(x)  = ergibt  sich  die  Summe: 


]• 


Der  wesentliche  Inhalt  dieser  Formel  war  nach  M.  Oantor 
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(G-esch.  d.  Math,  1,  724)  schon  im  11.  Jahrhundert  den  Arabern 
bekannt. 

Man  findet  ferner: 

. / Ä \ . h 


^ oosu 


. h 
sin  — 


2 


cos 


cos 


Sln^( 


. h 
sin  — 


Wir  wollen  nun  die  Summen 


betrachten,  die  nach  J.  L.  Raabe  als  Bernoullische  Funktionen 
bezeichnet  werden  (JDie  Jacoh- Bernoullische  Funktion,  Zürich 
1848).  Nach  dem,  was  wir  oben  über  die  Summe  einer  ganzen 
Funktion  w*®“  Grades  gesagt  haben,  können  wir  schreiben: 


n+iC*) 

Da: 


(n  + 1)!  + 

X 

9'»+8(®)=/V,+j(®)<*®. 


ändern  sich,  wenn  man  von  ^T^ergeht,  die 

Konstanten  nicht,  es  tritt  nur  eine  neue  Konstante 

A^^^  hinzu.  Für  x ^h  wird  ==  0;  somit  ergeben  sich 

zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  die  Gleichungen: 

^ + A = o, 


S!  + it  + ^ 


0, 


ii 

31 


+ ^ + 


ff  + ^ 


So  flndot  man:  , ^=>i,  ^=«0,  

— =»  30^40  Jedes  A mit  ungeradem  Index, 

ausgenommen  verschwindet.  Die  Funktionen  qpj*(aj)  mit 
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geradem  Index  enden  also  mit  dem  Glied,  das  enthält. 
Ferner  wird: 

dagegen: 

— *)  = — <Psn+i(x),  woraus  (4)  = 

Die  A mit  geradem  Index,  die  außer  allein  übrig  bleiben, 
sind  abwechselnd  positiv  und  negativ.  Es  wird  gesetzt: 


==  — und  == 


k\ 


(i  = 2,3,...), 


also 


Für  Ä 


B^  — ■^7  -ßs  — B^  — Brj  — • • • — 0 . 
erhält  man  dann  die  Eeihe: 


^2'»=(-l) 


1-1 


(2^)! 


i + ^ + i^  + ,4  + 


Diese  Entwicklung  hat  Euler  gegeben  in  den  Comment 
Acad,  Petropol.  12  (174:(D  p.  73.  Man  vergleiche  auch  Schlö- 
milch,  Ztschr.  f.  Math,  1 (1866)  200,  Sonin,  J.  f.  Math,  116 
(1896)  138.  Die  Zahlen  heißen  Bernoullische  Zahlen. 
Sie  können  durch  die  symbolische  Gleichung 


{B  4-  1)”  — B*^== 


(«  = 1,2,8,...) 


definiert  werden,  in  der  nach  der  Ausrechnug  durch  Bj^  zu  er- 
setzen ist.  Die  ersten  unter  ihnen  sind: 


T. -B« 


^ 7?  .A.  7? 

» -“e  — 42  ’ ^8 so  ’ -^10 


30 


7?  _ ^ 7?  _ 7?  - 

oroA»  -"14  — fi  ? -*^16  — fiiA  » -°18 


30 

43867 


66’ 


2730’  6 ’ 510  ’ 798 

Nach  von  Staudt  (J.  f.  Math.  21  (1840)  372)  ist 





174611 


330 


21 


WO  w-  eine  ganze  Zahl  und  die  Summation  nach  allen  Prim- 
zahlen l zu  nehmen  ist,  für  die  ? — 1 ein  Teiler  von  2 h ist.  So  wird 


'10 


11’ 


-Bie  = 


6-i 


1 

17 


Die  ersten  62  von  Null  verschiedenen  B er noulli sehen  Zahlen 
hat  Adams,  J.  f.  Math.  85  (1878)  269,  die  ersten  90  Ssere- 
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brennikow,  Petersb.  Äbh.  (8)  16,  No.  10  (1905),  berechnet.  Lite- 
ratur über  diese  Zahlen  bei  Ely,  Amer.  J.  of  Math.  5 (1882)  228. 

Aus  der  Definitionsgleichung  der  Summe  entsteht  eine 
JDiffereng^ngleichtmgy  wenn  die  Differenz  der  gesuchten  Funktion 
y g)Qc)  nicht  unmittelbar  als  eine  bekannte  Funktion  von  x, 
sondern  als  Funktion  von  x und  y zusammen  gegeben  ist,  ins- 
besondere als  eine  für  y lineare  Funktion: 

WO  P^,  bekannte  Funktionen  von  x bezeichnen.  Schreibt  man: 
y^^y^,  i^y  = yx^.i— yxi 

indem  man  das  Intervall  der  Argumente  h — 1 annimmt,  so 
wird  die  vorige  Gleichung  von  der  Form: 

Allgemein  heißt  jede  Gleichung  von  der  Form: 

yx  + m + — 1 yx  + m — 2 4“  ' ’ * “l"  ^x 

eine  lineare  Differenzengleichung  m*®'  Ordnung,  indem  man  als 
Differenzengleichung  schlechthin  jede  Gleichung  zwischen  den 
Werten  des  Argumentes  x und  den  Funktions werten  yxiyx-\-i  • • • 
für  eine  von  x anfangende  Keihe  äquidistanter  Argumentenwerte 
bezeichnet. 

Näheres  über  Differenzengleichungen  siehe  in  Kap.  X. 

§ 4.  Zusammenhang  zwischen  Summen  und  Integralen. 
Mechanische  Quadratur. 

Wie  wir  oben  von  dem  Zusammenhänge  zwischen  Differenzen 
und  Differentialquotienten  gesprochen  haben,  so  kann  man  auch 
eine  Beziehung  zwischen  Summen  und  Integralen  suchen. 

Auf  der  einen  Seite  kann  man  die  Summe  durch  ein  In- 
tegral mit  Zuhilfenahme  sukzessiver  Differentialquotienten  aus- 
drücken.  Dieser  Ausdruck  wird  durch  die  Eulersche  Formel 
geliefert: 

h + [^(6)  - /•(«)] 

A-i,  Ag  . . . bedeuten  hierin  die  früher  so  bezeichneten  Zahlen, 
und  es  ist  h = - — Das  Restglied  , , hat  Poisson,  Par. 

fl  O « + 1 7 
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mm.  6,  580  (1826)  hinzugefügt;  es  wird  nach  Jacob i (J.  f, 
Math.  12  (1834)  263,  Werke  6,  64)  in  folgender  Form  dargestellt: 

h 

(«)<*“  + Ä - «), 

0 X 

wenn  9>„+i(w)  wie  oben  die  Bernoullische  Funktion  bedeutet, 
und  es  wird 

+ i (a  < l<  ft). 

Die  Formel  ohne  ßestglied  wurde  von  Euler  gegeben,  Comment, 
Acad.  Petrop.  6 (1738)  68  und  ebenda  8 (1741)  147.  Man 
sehe  auch  Malmst en,  Acta  math.  5 (1884)  1,  Sonin,  Ann.  4c. 
norm.  (3)  6 (l889)  257,  C.  B.  108  (1889)  725,  Kronecker, 
Vorl.  üb.  die  Theot'ie  d.  Integrale  (1894),  130 — 156. 

Als  erstes  Beispiel  nehmen  wir: 

fix)  = «”*,  5=*=a;,  a = 0, 

so  wird:  ^ 

h'S'  = + i 1.... 

^ Q m-f-1  ^ ‘ 12 


Nimmt  man  zweitens: 

/•(a:)  = e“*,  6-1,  o-O.  6-1, 


so  wird:  . . 

^--  + A + ^a’  + ^X  + -. 


Nimmt  man: 

f {x)  — log  Xi  b = m,  a=l,  ä = 1, 

und  addiert  zu  beiden  Seiten  der  Gleichung  log  m , so  erhält 
man  die  Stirlingsche  Formel  (Stirling,  Methodus  dijferentialiSi 
1730,  p.  135): 

log  (ml)  = log  +•  (w  + y)  log  «w  — m H-  Ag  H 

(2k-2)l  J2^ 

^2k-l  ^^^Si+2 


2k+l 


(0  < ö < 1). 

Auf  der  anderen  Seite  kann  man  nun  auch  näherungsweise  ein 
Integral  durch  Summen  darzustellen  suchen.  Diese  angenäherte 
Auswertung  heißt  mechanische  Quadratur.  Die  einfachsten  Formeln, 
die  dies  leisten,  sind  die  Trapegformel  und  die  Simpson  sehe  Regel. 
Man  denkt  sich  das  Intervall  von  a bis  5 in  » gleiche 
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Teile  h zerlegt,  so  daß  h — a — nh^  und  bezeichnet  die  Funk* 
tionswerte  an  den  Grenzstellen  = a -f-  der  Teile  mit: 

Vq,  Vi,  Vi  - • Vni 

die  Funktionswerte  in  der  Mitte  der  Teile  durch: 


Dann  wird  die  Trapez  formell 

h 

J = y(3'o+  + 2y,  H h 2y,_i  +y^-R, 


mit: 


Die  Simpsonsche  Begel  lautet: 

h 

J f{x)  d*  “ y (^0  + 2 yi  + • • • + 4 

a 


mit; 


< I < h . 


Simpson,  Math,  diss..,  London  1743,  jedoch  bereits  bei  Gregory, 
Exerc.  geom..,  1668  (vgl.  Heinrich,  Bibi,  mailt.  (3)  1,  90  (1900)) 
und  Toricelli,  Quadrat,  paraholae.,  1644  (vgl.  Aubry,  J.  de 
math.  elem.  (5)  21  (1897)). 

Die  erste  Formel , welche  die  angenäherte  Quadratur  in 
konsequenten  Zusammenhang  mit  der  Theorie  der  Interpolation 
brachte,  war  die  Cot  es  sehe  Formel.  In  ihr  wird  das  zu  berech- 
nende Integral  ersetzt  durch  das  Integral  einer  ganzen  Funktion 
♦i*®“  Grades,  welche  für  Xq^  x^  . . . x„  dieselben  Werte  «/q, 
annimmt  wie  die  zu  integrierende  Funktion.  Setzt  man: 


9 (®)  = (x — *■„)(»  — Xi)  •••(*  — *,) 
und  schreibt: 

b 0 1 n 

f %x)  dx  - (6  - a)  [Hy,  + Hy,  + ■ ■ ■ + Hy„], 

a n n n 

indem  man  sich  f(x)  durch  die  Lagrangesche  Interpolations- 
formel bestimmt  denkt,  so  hat  man  zu  setzen: 

b 

{x)  dx 


n J ^ 


(6  — a)  (p'{x^) 


Substituiert  man  hierin: 
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X ==  a hz  ^ a -{•  , 

so  kann  man  das  Integral  von  der  besonderen  Wahl  der  Grenzen 
unabhängig  machen  und  schreiben: 


H- 


z(z  — 1)  • • • (z  — II, 1)  {z  — — 1)  • • • (z  — n) 


^ _ 1)  . . . 1 . (_  1)  . . . 


dz. 


Hierbei  wird: 


ft  n-fi 


n ft 

1 

ft  = 0 n 


Wir  stellen  in  der  folgenden  Tabelle  die  von  Cotes  (Har- 
monia mensurarum,  1722)  berechneten  Werte  für  n—1  bis  m = 10 


zusammen : 


ft  n-fi 

H==H 

n n 

0 

1 

1 

2 

3 

4 

6 

n = l 

1 

2 

1 

2 

71  — 2 

1 

6 

4 

T 

1 

T 

n—S 

1 

~S 

3 

8’ 

3 

T 

1 

~S 

M — 4> 

7 

32 

12 

32 

7 

Tt  ■■  " rr 

90 

9Ö 

90 

90 

90 

M K 

19 

76 

60 

60 

76 

19 

fl»  ■■■  ■ V 

288 

288 

288 

280 

288 

n = ß 

41 

216 

27 

272 

27 

216 

840 

840 

840 

840 

840 

n = 7 

761 

3677 

1323 

2989 

2989 

1323 

17280 

17280 

17280 

17280 

17280 

17280 

n — S 

989 

6888 

928 

10496 

4640 

10496 

28360 

28360 

28360 

28360 

28360 

28360 

n — 9 

2867 

16741 

1080 

19344 

6778 

6778 

89600 

89600 

89600 

^6ÖÖ 

89600 

89600 

n — 10 

16067 

106300 

48626 

272400 

260660 

427368 

698762 

698762 

698762 

698762 

698762 

698762 
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Gauß  hat  den  Gedanken  verfolgt,  die  Werte  des  Argu- 
mentes Xq,  x^  ...  welche  die  Grundlage  der  Interpolation 
bilden,  nicht  durch  Teilung  des  ganzen  Intervalles  in  gleiche 
Teile  zu  gewinnen,  sondern  sie  so  zu  wählen,  daß  die  Genauigkeit 
der  Formel  eine  möglichst  große  wird.  Dies  sucht  er  zu  erreichen, 
indem  er  die  Forderung  aufstellt,  daß  die  Formel  nicht  bloß 
exakt  sein  soll  für  die  Funktion  Grades,  welche  für  Xq^  x^^...  x^^ 
die  vorgeschriebenen  Werte  annimmt,  sondern  für  jede  ganze 
Funktion  bis  zum  (2  w 4- l)*®“  Grade,  welche  dieser  Bedingung 
genügt.  Das  Schwergewicht  liegt  somit  in  der  Festlegung  der 
Funktion : 

welche,  gleich  Null  gesetzt,  die  Argumentenwerte  Xq  ...  x^^ 
liefert  Das  Resultat  ist,  daß  der  aufgestellten  Forderung  ge- 
nügt wird,  wenn: 


angenommen  wird.  In  der  so  entstehenden  Gleichung  (p(x)  = 0 
werden  die  von  FaU  zu  Fall  wechselnden  Grenzen  a,  h zu  den 
festen  Werten  0,1,  wenn 

X = a (b  — a)t 

substituiert  wird.  Dann  wird  die  Gleichung: 


[<«+1(1  ^0, 


und  ihre  Wurzeln  können  ein  für  allemal  berechnet  werden. 
Diese  Berechnung  hat  Gauß  bis  auf  16  Dezimalen  durchgeführt. 
Die  folgende  Tabelle  gibt  die  Wurzeln  für  die  ersten  7 Grade 
auf  6 Dezimalen: 


Grad 

n-fl 

to 

1 

1 h 

Wurzeln  t 

^8 

t. 

h 

*8 

1 

0,5 

2 

0,211325 

0,788675 

8 

0,112702 

0,5 

0,887298 

4 

0,069432 

0,330009 

0,669991 

0,930568 

5 

0,046910 

0,230766 

0,5 

0,769236 

0,953090 

8 

0,033765 

0,169395 

0,380690 

0,619310 

0,830605 

0,966285 

7 

0,025446 

0,129234 

0,297077 

0,5 

0,702923 

0,870766 

0,974664 
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Es  sind  nun  weiter  zu  berechnen  die  Integrale: 

" V - V - iH«/*  - + 1)  • • • - y 


Die  Werte  derselben  für  die  ersten  7 Grade  sind  in  der  fol- 
genden Tabelle  zusammengestellt; 


Grad 
n -f  1 

-E. 

1 

■E. 

■B, 

1 

1 

* 

1 

1 

z 

2 

T 

Q 

5 

8 

5 

O 

18 

18 

18 

4 

0,173927 

0,326073 

0,326073 

0,173927 

6 

0,118463 

0,239314 

0,284444 

0,239314 

0,118463 

6 

0,085662 

0,180381 

0,233957 

0,233957 

0,180381 

0,085662 

7 

0,064742 

0,139853 

0,190915 

0,208980 

0,190915 

0,139853 

0,064742 

Die  Gaußsche  Formel  schreibt  sich  dann  in  der  einfachen 
Gestalt: 

b 

ff(x)dx  = {i  - a)[Ej(a+{b-a)t^)  + - + EJiP  + »-“K)]- 

a 

Außer  der  Arbeit  von  Gauß  (Comnient.  Gotting.  B (1814/15), 
Selbstanzeige  Gott.  gel.  Anz.  1814,  Werke  3,  163,  202)  ver- 
gleiche man  u.  a.:  Jacobi,  J.  f.  Math.  1 (1826)  301,  Werke 
4,  3.  Christoffel,  J.  f.  Math.  55  (1858)  61.  Tscheby- 
scheff,  Journ.  de  Math.  (2)  19  (1874)  i9.  Mansion,  Mathesis 
1 (1881),  Supplem.,  p.  1;  Bruxelles  Arm.  Soc.  Scknt.  5 B 
(1881)  231;  Bruxelles  Bullet.  (3)  11  (1886)  293;  Comptes 
rendus  102  (1886)  412  {Bestimmung  des  Restes  in  der  Gauß- 
schen Formet).  Stiel tj es,  Ann.  Ec.  norm.  (3)  1 (1884)  409; 
Comptes  rendus  99  (1884)  850.  Markoff,  31ath.  Ann.  25 
(1885)  417.  Man  vgl.  auch  den  Bericht  von  Burkhardt, 
Math.-Ver.  10  2,  § 88. 
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Verbesserungen. 

S.  147,  die  letzten  vier  Zeilen  sind  zu  streichen. 

„ 213,  Zeile  22  v.  o.  lies;  \z^  ßz\  statt  \ z,  az-\-ß\. 
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